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0. Introduction

Soit une action continue d'un groupe de Lie conn&sur une vagt connexe

M ; on dit gquem € M est unpoint fixes'il est invariant sous I'action d&. Les
points fixesétant les singulas les pluslémentaires des actions & il est
naturel détudier leurs conditions d’existence. Nous nous restreignons ici au cas
ou M est une surface compacte. Ce caszekt fois ineressant et pratique :

— Intéressant, par exemple parce qu'il est p&tmé possible dtendre la formule
de l'indice de Poincdraux actions de certains groupes de Lie, ce qui constitue
un enjeu utile pour la comphension de ces actions (vairce sujet [PI3]) ;
les surfaces constitueatcetégard un “terrain d’ex@riences” favorable.

— Pratique, parce qu’on peut utiliser le manque de dimension pour des preuves
de nature topologique : ainsi, une orbite a la dimension 0,1 ou 2. Si c’est O,
I'orbite est un point fixe, et nous sommes rensémgnsi c'est 1, elle@pare
localement I'espace ; si c’est 2, elle est ouverte. Ce type de raisonnement
n'est plus possible en dimension &ujgure.

Dans le cas le plus simpleldG = R, Un résultat classique(da Poincae
([Po]) affirme que si la caragtistique d’Eulerx(M) de M est non nulle, il
existe toujours un point fixe. Pluggeralement, Plante a moétdans [PI1] que
si x(M) # 0 etG est nilpotent, toute action d& sur M a un point fixe (voir
aussi [PI2], [PI3] pour d’autresesultats).

Etant don@s une action du group@y et un morphisme surjectit de G
sur Gg, on peut construire I'action induite d&, qui est donge par la formule
g.m = w(g).m. Il est clair qu’en tant qu'action d&, celle-ci est sans iatét
(c’est une action du group&y de dimension irérieure). Poucarter ce genre
de construction, on a recougsune @finition : on dit queG agit effectivement
surM si le seulélement deG qui stabilise tout point d&1 est 1. Ceci rardne
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le probEme pécedenta I'étude des actions effectives @Gesur M. Selon [PI2],

si G agit effectivement sur une surface compaateelle quex(M) < 0, G est
résoluble et la longueur de sa suiterigée est au plus 3. Par ailleurs, le groupe
affine eel Gy agit effectivement et sans point fixe sur toute surface compacte
selon [PI1].

SoientG un groupe de Lie connex®) une surface connexe et compacte. Nous
allons epondre comgitement au probime suivant :

Existe-t-il une action continue de G sur M sans point fixe ?

Pour cela,a toute surfaceM nous associerons une liste finie (ekgtrcourte)
de groupes de Li&sy, ..., Gk et nous montrerons qué agit sans point fixe
sur M si et seulement 6 a I'un desG; pour quotient. Attention ceci veut
simplement dire qu’il existe un morphisme surjectif @esur (par exemplels,

ce qui n'impligue pas que I'action soit induite ; celle-ci peut au contraire
globalement &s compligée.

Nous notonss! le cerclel? /7. Nous decrirons au paragraphe suivant des groupes
de Lie €solubles de petite dimensi@y, G¢ et G, (« € C — R). Notre ésultat
est le suivant :

Théoréme Principal. Le groupe de Lie G possle une action continue et sans
point fixe sur la surface compacte M dont la ca&tsdtique d’Euler-Poincak est
x(M) si et seulement si G pasde pour quotient I'un des groupes suivants:

1. Casaiy < 0: Gg.
2. Cas @ x =0:S! ou PSI(2, ).
3. Casal x > 0:Gy,Gg, G, ou PSI2, R) ;
également PS(@), PSL(3,IR) et PSI(2, C) si M est sans bord.

On obtient ce thome essentiellement en mettant bautout les esultats suiv-
ants :

Théoreme A. Si G est esoluble ety(M) > 0, il existe une action continue et
sans point fixe de G sur M si et seulement si G a pour quotignGs ou G,
(ce qui est possible si et seulement si G n’est pas nilpotent).

Théoreme B. Six(M) < 0, il existe une action continue et sans point fixe de G
sur M si et seulement si G admet, @our quotient.

Théoreme C. Si G est semi-simple, il existe une action sans point fixe de G sur
M si et seulement g{(M) > 0 et

1. G a PSI(2,R) pour quotient, ou
2. x(M) > 0, M est sans bord et G a P&, R), PSL2, C) ou PSO3) pour
quotient.

Ces Esultats ardliorent et comptent ceux de l'article [Be], dont le bétait de
répondre aux trois questions suivantes,gesspar Plante dans [PI1] :



Actions sur les surfaces compactes 455

(1) Si G esta croissance exponentielle, agit-il sans point fixe sur toute surface
compacteM telle quex(M) > 0 ? Que se passe-t-il dans le cas particulier
ou G est esoluble ?

(2) SiG est Esoluble et si ac{) a une valeur propregelle non nulle pour un
certainX dans l'algsbre de Lie de5, est-ce qués peut agir sans point fixe
sur toute surface compacte ?

(3) Si G esta croissance polynomiale, est-ce que toute actiorGdsur une
surface compacte telle qugM) < 0 a un point fixe ?

Aux §§ 1, 2 et 3, nous prouvons lesébemes A, B et C. Ceci nous permet
d’obtenir le tleoreme principal et uneéponse aux questions de Plante dans un
qguatreme paragraphe. Nous utiliserons beaucoup la classificatioredatems
[Mo], §10 des actions transitives de groupes de Lie sur les surfaces, ce qui nous
épargnera les preuvesélementaires mais fastidieuses — uéis dans [Be]. En
fait, les esultats non classiques utéis ici proviennent presque exclusivement
des deux articles [PI1] et [Mo].

1. G résoluble,x > 0.

Nous decrivons d’abord quelques groupes de Lésalubles non nilpotents qui
joueront un dle essentiel dans la preuve dg&tieme A.

(*) Le groupe affine gel Gy est le groupe des transformations Eeayant la
forme :
Xx—ax+b / (a,b)eRi xR

Son algbre de Lie est l'algbre engende par deux vecteurX,Y et le
crochet K, Y] = X ; nous la noteronss.
(*) Le groupe affine complex&g est le groupe des transformations @eyant
la forme :
z—uz+v / (uw)eC*xC

Quand on le voit comme un groupeel, son algbre est engenéde par quatre
vecteursXy, Xo, Y1, Y, et les crochets

[X1,Yi] = X1 [Xo,Y1] = Xo [X1,Y2] = X2 [X2,Y2] = —Xg
[X1,%]=0  [Y1,Y2]=0.

Nous noterons cette agre ;.
(*) Soit a € C — R ; notons(a) et () ses partiesaelle et imaginaire. Soit
&, l'algébre de dimension 3 dont une baéeg X,, Y vérifie :

[X1, Y] = R(a)Xy + () X2 [X2, Y] = =S(a) X1 + R(a) Xz
[Xg, X5] = 0.

Puisque?,, a un centre trivial, il existe un unique groupe de Qg a centre
trivial dont I'algebre estZ,,. Bien que ceci ne nous soit d'aucune udildans
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la suite, nous remarquons que deux grouggset Gg sont isomorphes si et
seulement si I'un des nombreg 3, a5 est €el. De plusG,, est simplement
connexe si et seulementsin’est pas imaginaire pur. Le réeiement universel
de G, est le produit semi-direct’ x R ou IR agit surC par :

(z,t) — e'2z.

RemarqueComme les groupeSy, G et G, sonta centre trivial, siG est I'un
de ces groupes et &1 est un groupe connexe ayant l&me algbre queG,
H est un regtement deG. Une premére preuve de l'utilié de ces groupes (ou
plutdt de leurs algbres) est le

Lemme 1. Soit % une algbre ©soluble. Le&non&s suivants soréiquivalents:

1. ¥ est non nilpotente.
2. % apour quotient 'une des alhres &y, G ou &,.
) 2T

Preuve.ll est clair que le second point implique le premier. Nous montrons la
réciproque. Nous admettrons de nombreux faits classiques sur &sesdgle Lie
résolubles et leurs refsentations ; ceux-ci se trouvent par exemple dans [Bo].

Soient¢” et ¢ les deux prengires algbres érivees de. Si ¢ n'est pas
nilpotente, ¢ /<" n'est pas nilpotente, aussi on peut se ramengr” = {0}.

Notons T la repésentation adjointe d& /%’ dans I'algbre Der¢”’) des
derivations de“”’. Nous remarquons que tout sous-espace vectori& tistable
par 7 est un ical de ¢, ce qui Esulte trivialement de laé&inition der. Par
ailleurs, commer n'est pas nilpotente, il existe un sous-espace stable @ieeit-
nul) .7 tel quer soit irrféductible sur¢”’/.7. En quotientant par l'idlal.7, on
s’est rameé a 7 irréductible.

Nous notons qu'il existeY € % /%’ tel que r(Y) soit un automor-
phismeinversiblede I'espace vectoriel’. Ceci Esulte de la classification des
repesentations iéductibles des aétbres abliennes dans les espacésls ; selon
cette classifications a la former, o 7w oU 7 est une projection d& /&” surR
ou C et est 'une des trois repsentations

- R — Der(®),(x,y) — Xy

ou
7¢ : C — Der (C),(u,v) — uv

ou
Tala € C—R): R — Der (C), (X,2) — Xaz.

Pour obtenirY, il suffit de le prendre hors de Ker).

Soit 73, ,Z une base du noyau de; soientY,Zy, ..., Z, desélements de%
se projetant suY,Z,, ..., Z, dans< /<", Par cfinition de ", on a pour tout
indicei of

iv.z] € x e 2.
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Par construction d¥, il existeT, € <’ tel que [Y~, T;]1 = X, et en rempla@ntZ
parZ —T; (qui estégalement un repsentant d&;) on se rarénea [Y,Z] = 0.
L’identité de Jacobi implique alors pour todt € & :

[[U.z],Y]=[U,Y],z]+[U,[Z,Y]] =0.

€l¥’.z] =[u,0]

Comme adY) est inversible sufs”, ceci implique quel , Z;] = 0, ce qui prouve
gue lesZ; engendrent un iehl de&. En quotientant, on s’est ramea 7 fidele
(= sans noyau). La classificationguedemment cée implique quer est l'une
des repesentationsy, 7¢ OU 7, €t la construction des afres correspondantes
termine la preuve. O

Du lemme pecadent @coule la
Proposition 2. Si G est esoluble non nilpotent, il a un quotient;GGe ou G,.

Preuve.Nous nous ramenons au lemme 1 par un raisonnement en trois points.
SoientH l'un des groupe<Gy, Gy ou G,, .77 son algbre,G le revetement
universel deG :

1. SiG aH pour quotient,¢” a.7Z pour quotient.
2. Si¢ a.7Z pour quotientG aH pour quotient.
3. SiG aH pour quotientG aH pour quotient.

Le point (1) est trivial. Nous montrons le point (2). Il n’est pas tridatause
d’un probEme technique & un quotients’ /.4 ne correspond un quotie/N
quesile groupe N tangerit. /" est ferngé dans G Toutefois, dans notre situation,
G est simplement connexe et on peut utiliser aaultat de [Mo] :

Proposition. Soient A un groupe de Lie simplement connexe, B un sous-groupe
normal connexe. Alors, B est un sous-groupe &ta A.

Ceci prouve le point (2). Nous montrons le point (3). Comkhea un centre
trivial, H est un quotient dé&/Z ou Z est le centre d& ; commeG est un
revetement des, G admetG/Z pour quotient : ceci prouve le point (3). O

Ce qui pecde suffit @ja pour obtenir le

Théoreme A. Si G est esoluble ety(M) > 0, il existe une action continue et
sans point fixe de G sur M si et seulement si G a pour quotignGz ou G,.

Démonstration.Selon la proposition 2, ou bie@ a pour quotientGy, Gy ou
G., ou bienG est nilpotent. SiG est nilpotent, son action a un point fixe par
le theoeme de Plante. S6 a pour quotientGy I'un des groupes consies,
toute action sans point fixe d&, induit une action sans point fixe d&. Plante

a construit des actions sans point fixe @g et G, sur les trois surfaces de
caracéristique> 0 ; nous construisons des actions@g sans point fixe sur ces
surfaces, ce qui aéle la preuve.
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La surfaceM peutétre le disquex bord, la spare ou le plan projectiféel.
Nous commepens par faire agiiGe sur le disquea bord. Pour cela, nous le
voyons comme le produit semi-dire€tx C* avec la loi

(u,v).(Uu’,v") = (U+ou’,v).
Il existe une action naturelle d& sur C :
((u,v),2) = u+wvz.

Cette action peuétre transpoée a l'intérieur d’ un disque ouverD par le
diffeomorphisme
arctan(z|)

2|
L'action ainsi cfinie sur l'inerieur deD n’a pas de point fixe et se prolonge au
bord deD en une action par rotations :

C—D,

(u,v),2) — ‘Z‘z.

SoientD; et D, deux copies dé& muni de cette action ; pour tout complefe
de module 1, I'application

p9: O0D1— 0Dy, z—0z

commute avec I'action d& surdD; et 9D,, et en recollanD; a D, par ¢y on
obtient donc une action d8 surS2. De plus, dans le cas particuliet 6 = —1,
on \érifie sans peine que l'action obtenue passe au quotier® Bér O

Nous passona I'étude du thoeme B.

2. x < 0, G Quelconque.

Dans cette partie, nous supposons juest I'une des surfaces carackristique
négative. Celles-ci ont fait I'objet d’'unétude pousse, et nous &réficions des
résultats suivants ([PI1], [PI2], [ET]) :

1. (Plante). Il existe une action sans point fixe@g surM.

2. (Epstein-Thurston). SG est Esoluble et agit effectivement siM, son
troisieme groupe &rivée est nul.

3. (Plante). SiIG agit sans point fixe suM, G est Esoluble (ceci dcoule en
fait de la preuve du #oeme C de [PI2]).

Gracea ces esultats, le thoeme B se ramnea I'énon@ suivant :

Théoréme B'. Soit G un groupe de Liggsoluble dont le troigime groupe &rivé
est nul. Si G agit sans point fixe sur M, G a @our quotient.

Nous nous plaans dans ce cadre, et nous montrons d’abord que si le @wexi
groupe @rivé deG est non nulG a Gy pour quotient. En effet, comme I'action
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est effective, si le deugme groupe &rivé deG est non nul il existe une orbite
sur laquelle ce deugme groupe &rivé agit non trivialement. Cette orbite a la
dimension 1 ou 2. Le cas de dimension 1 est exclu en raison ésultat de S.
Lie (voir [PI1]) :

Théoreme. Les seuls groupes de Lie pouvant agir effectivement sur la droite
réelle sontR, Gy, et le re\étement universel de P&, R) ; les seuls groupes de
Lie pouvant agir effectivement sur le cercle s@ntet les reetements finis de
PSL(2, R).

Il se trouve que Mostow a classifdans sa #se toutes les orbites de dimen-
sion 2 de tous les groupes de Lie. En parcourant latligés cas possibles, nous
voyons que l'action est foegnent de type I1.5, I1.3, 11l.4 ou Il.7. Les groupes
correspondana ces quatre situations ont toGg, pour quotient.

Nous pouvons donc congter que le deurime groupe érivé de G est nul.
Nous pouvons enfin passer au @&ament universel d& ; on a alors le

Lemme 3. Si G est simplement connexésoluble et a un second groupérive
nul, il existe des sous-groupes A et N de G ayant les petirisuivantes :

1. A estaBlien, N est nilpotent, G est un produit semi-direck A .
2. Pour tout quotient nilpotent &34 de G, A est inclus dans H.

Preuve.L'id ée est voisine de celle emply au lemme 1. Nousédomposons
¢’ en deux i@aux.7 et 7, sur lesquels la repsentation- adjointe des’ /"
est respectivement nilpotente et sans partie nilpotente. Il exisié ane /<’
tel quev(\?) soit inversible sur7. SoientZy, ..., Zx des champs qui comgient
Y en une base de' /" et Y, 7y, ..., Z deséléements des se projetant sur
Y.Z1,..,Z. Posons Y,Z] = A +Bi o0 A € .7 etBj € 7. Comme au
lemme 1, on peut trouver; € 7 tel que [Y, T;] = B;, et en remplaantZ; par
Z, —T;, onseramnea [Y,Z]=A €.7, ce qui implique queZ, z] € .7 par
l'identité de Jacobi. On peut alors prendre pdet N les sous-groupes tangents
respectivemend 7 et a l'algebre engenée par.7, Y et lesZ;. La proprete
(1) résulte de ce quA est normal dan§, et la proprete (2) de la @finition de
J comme le “lieu” de la partie non nilpotente de &j. O

Nous pouvons maintenanéchontrer le

Théoreme B. Quandx(M) < 0, le groupe de Lie connexe G peut agir sans
point fixe sur M si et seulement si G admet Gmme quotient.

Démonstration Avec les notations du lemme 3, nous pouvons supposeiGjue
a la formeA x N, les autres cas ayanéjd ét traies. Selon le thoeme de
Plante, I'action deN surM a au moins un point fixe cad est nilpotent. Soitn
un tel point et soitAy le stabilisateur den dansA. Comme l'action n’a pas de
point fixe global,Ay est de codimension au moins 1 daksPar ailleurs, cette
codimension est au plus 2 = diM(. Nous montrons que :

1 Pour faciliter le travail du lecteur, nous avons joint cette liste en appendice.
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1. S’il est possible de trouvan tel queAq soit de codimension 1 dams alors
G admetGy, pour quotient.

2. Si pour toutm, Ay est de codimension 2 daws alorsx(M) > 0 (ce qui est
absurde ; ce cas est donc impossible).

Ceci acleve la preuve.

1. Puisquem est stable pafy et N, on a pour toun € N nAn—!m =m, ce
gui montre queAy est un sous-groupe normal @ Le quotientH est un
produit semi-direci® x N. En explicitant la structure de produit semi-direct,
on voit qu’il existe un morphismeé de N dansR; tel queH ait la loi

(t,n)(t',n) = (t +p(n)t’, nn’)

et commeH est non nilpotent en vertu du lemme 3, le morphispest non
nul. En quotientanH par Kerg), on obtient le group&y.

2. Comme peccdemmentA, est normal dan§ et on peut quotienter pak
pour obtenir un groupél de la formeR? x N qui agit encore transitivement
sur laG-orbite # dem. Dans la liste de [Mo], cette situation correspond aux
cas 11.12 et 11.13, qui dcrivent les actions affines d&, et G¢ surC. Dans
une carte globale dé ou x;, X, sont des coordor@es lireaires bien choisies,
on peut poser

a_Xa'i'Xae'[a_Xa—Xa
OR ™~ roxy PO 0w Coxg toxo

L’action deN se fait alorsvia les champs fondamentaux suivants :

cas deG,, :
: 0 [~y 0
@ Y = R(a) 9R + (@) o
cas deGg :
0 0
(2) Y1 = OR et Yo= Ow

De ceci, il cecoule que l'action d&N n'a que des points fixes isd. Par
chirurgie, nous allons les enlever en modifiant la surfitest I'action deN.
SoientD; et D, les deux disques de centreet de rayon respectif 1 et 2 dans le
syseme de coordorées choisi. Nous privon§ de l'intérieur deD,, et dans les
équations (1) et (2) nous remptaes 2, par R — 1) % a l'intérieur deD,. On
vérifie sans peine que les nouveaux charvip¥y, Y, ainsi obtenus sont encore
uniguement irégrables et complets. Par cette modification, on a énlepoint
fixe m de I'action deN.
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Finalement, sh était le nombre initial de points fixes, on obtient une action
sans point fixe dé&\ sur une vaiéte Mg égalea M privée den disques ouverts.
Par congéquent,My est connexe, son bord est launion du bord deVl et des
n cercles bordant les disques eréisy et sa caragtistique esty(M) — n. Or,
commeN agit sans point fixe suvly, le theoreme de Plante impliqug(Mg) =0
ce qui prouve que(M) =n > 0. O

Nous étudions enfin le thoeme C.

3.x > 0, G semi-simple

Nous consiérons queG est semi-simple et agit effectivement et sans point fixe
surM. En vue du tkoeme B, nous pouvons supposgiM) > 0. Nous allons
utiliser un argument simple : ou bien I'action @& est transitive, ou bien elle
présente des orbites de dimension 1. En effet, une orbite de dimension 2 est
ouverte, donc une action sans orbites de dimension 1 et sans poinédiiger

une partition deM en ouverts. Par connegitde M, cette partition est donc
constitiee d’'une seule orbite.

Maintenant, selon un #oeme de Lie éja cite, le seul groupe semi-simple
agissant effectivement en dimension 1 estréetement pgs) PSL(2,R). On a
donc deux possibiliis : ou bienG a PSL(2,IR) pour quotient, ou biers agit
transitivement suM .

De la liste de [Mo], il c&écoule que les actions transitives sont les actions
usuelles dePSQ(3), PSL(3,IR) et PSL(2, C) sur la splkre et le plan projectif,
ainsi que Il'action produit des rétements finis dé°SL(2,R) x PSL(2, R) sur
St x st Par ailleurs, si I'action d& n’est pas transitive, il existe une orbite de
dimension 1 sur laquelle I'action transite par un quotienétement d€SL(2, R).
Inversement, I'existence d’un tel quotient implique dBepeut agir suM sans
point fixe (voir la dernére partie de [PI1]). Nous avons donc le

Théoreme C. Si G est semi-simple, il existe une action sans point fixe de G sur
M si et seulement si(M) > 0 et

1. G a PSI(2,1®) pour quotient, ou
2. x(M) > 0, M est sans bord et G a P&, C), PSL3,R) ou PS3) pour
guotient.

Remarque.Si G n'a aucun des quotients menti@mau tkoreme pécdent,
I'action de G sur M est forément triviale (elle n’a ni orbites de dimension 1,
ni orbites de dimension 2). Autrement dit, si 8narte les dynamiques triviales,
I'étude des actions sans point fixe@esur une surface compacte se Mm@ aux
actions dePSL(2,R) et de ses redtements sur la sghe. Dans le cas lisse ou
analytique, Mistumatsu en a dandans [Mi] une classificationds ineressante.
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4. Conclusion

Les tteoemes A, B et C ont pour coagquence le

Théoreme Principal. Le groupe de Lie G possle une action continue et sans
point fixe sur la surface compacte M dont la ca&tstique d’Euler-Poincak est
x(M) si et seulement si G pasde pour quotient I'un des groupes suivants :

1. Casal y < 0: Gg.
2. Cas @ x =0:S! ou PSI(2, ).
3.Casalxy >0:Gy,GeouG, ;
également PS@), PSL(3,R) et PSI(2, C) si M est sans bord.

DémonstrationLe “si” est clair ; hous montrons le “seulement si”. Le cas 1 est
celui du tleoeme B. Pour les cas 2 et 3, on peut coasid queG est simplement
connexe en le remplaat au besoin par son r@ement universel, ce qui permet
de lui donner la form& x S ou R est €soluble eS semi-simple (Bcomposition

de Levi). Deux cas se psentent alors :

a. S peut agir sans point fixe s : alors, G vérifie I'énon@ du tteome
principal en vertu du thoeme C.

b. S ne peut pas agir sans point fixe $r: alors,S agit trivialement suM, et

I'action deG transite par le quotierts /H, avecH le sous-groupe normal feén
engende parS. Ce quotient estasoluble et tout quotienésoluble deG transite
par lui ; il suffit de lui appliquer le tboeme A. O

Dans [PI1], les trois directions de recherche suivantes sont prepas

(1) SiG esta croissance exponentielle, agit-il sans point fixe sur toute surface
compacteM telle quex(M) > 0 ? Que se passe-t-il dans le cas particulier
ou G est esoluble ?

(2) Si G est Esoluble et si ac{) a une valeur propregelle non nulle pour un
certainX dans l'algbre de Lie deG, est-ce qués peut agir sans point fixe
sur toute surface compacte ?

(3) Si G esta croissance polynomiale, est-ce que toute actiorGdsur une
surface compacte telle qugM) < 0 a un point fixe ?

La classification comgite du tloreme principal permet deepondrea ces
trois questions. La question (1) ,@t une Eponse positive pour les groupes
résolubles (notons que la croissance du groupe n'intervient pas : seule compte
la “non-nilpotence”). Cependant, l&ponse est fausse e@rgral : un contre-
exemple esPSL(3, C). Nous allons maintenanépondre Bgativemenh la ques-
tion (2) ; il faut exhiber un groupe dont I'addpre contient des vecteuxs Y tels
que [X,Y] = X, mais tel que tout choix de tels,Y présente 'une des deux
obstructions suivantes :

(a) X appartienta ¢, ou
(b) X est vecteur propre d’'un ad() pour une valeur propre noweelle.
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L’exemple le plus simple d’obstruction de type (b) &t ; 'exemple le plus
simple de type (a) est le groupe de dimension 4 dontélalg est engenée par
des vecteurX,Y,Z, T avec les crochets :

X,Y]=Z [X,T]=X+Y  [Y,T]= -X+Y
[X,Z]=0 [Y,Z]=0 [Z,T]=2zZ.

Enfin, selon [Je], un group& croissance polynomiale ne peut avBif comme
quotient ; par coréxjuent, la question (3) a unéponse positive.

000

Crédits. Ce travail est tie de ma tBse, eali€e sous la direction d’A. El Kacimi.
Durant sa edaction, A. Verjovski et Y. Hantout m'ont @& une attention
précieuse ; E. Ghys m'a sug@ plusieurs amliorations. Je les remercie tous
trés sinérement.
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Appendice: la classification de Mostow

Nous donnons ici la classification des actions transitives de groupes de [Hé sur
et S?, telle qu'elle esécrite dans [Mo]. Nous ne ptendonsa aucune originak
pour cet appendice, et nous reprenons la forme exacte de fi@g quelques
notations pes. (Cette forme est d’ailleurs elleéme inspiee d’'un travail plus
ancien d’un autre auteurcf. op. cit). 22 est muni de coordor@es lirairesx,y

et on noteX = 51, Y = 8‘9. Nous decrivons la structure locale de I'actian
'aide d’'une base de champs fondamentaux ; il est alors facile de calculer le
groupe correspondant : par exemple, pour&tenence 1.2 une base de champs
fondamentaux est; = 5, X = gy +x 2, on calcule queXs, Xz] = X; et donc

G = Gg. Nous indiguons en fin de ligne tous les quotient=dayant I'une des
formesGy, Ge, G, PSL2, R), PSL2,C), PSL3, R), PSQ(3). Les actions ont
lieu surR? sauf 11.14, 11.15 et IV.3 su?.

1. X,Y

1.2, X, XX +Y Gy
1.3, X,Y,xX +yY G
1. X,Y, XX + (X +y)Y Gy

I1.2. X, XX +Y,x2X + 2xY PSI2, )
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I1.3. X, wy)X, ..., wSL(y)X, Y2

4. X,Y,xX+yY,x?X + 2xyY,xY,x2Y PSI(2, I?)
5. X,Y,xX+yY,xY,x2Y, .., xS5Y Gy
11.6. X,Y,xX,x2X PSL(2, R)
I.7. X,Y,(c+1)xX+(c—1yY G
1.8. X +y(xXX+VYY),Y +xX(XX +yY),xX —yY PSI(2, R)
1.9. X,xX,x°X,Y,yY,y2Y PSI(2,R)
11.10. X,xX,x2X,Y,yY G, PSL(2, R)
1.11. X, xX,y,yY Gy
11.112. X, Y,yX — XY +~(XX +YyY) Gyt

11.13. X, Y, xX+yY,xY —yX
.14, X, Y, xX+yY, XY —yX, (x2 — y?)X + 2xyY, 2xyX + (y2 — x2)Y PSI(2,C)

.15, X +X(XX +VyY),Y +y(XX +yY),yX — xY PSQ3)
[1.116. X —X(XX +VYY),Y —y(xX +yY),yX — xY PSI(2, R)
.1, X,Y,xY,2xX +yY, x(xX +yY) PSL(2,R)
.2, X,Y,XY,...,x5Y, 2xX + syY, x(xX + syY) PSL(2, k)
.3, X,Y,xY,..,x5Y , xX +ryY Gp
N.4. X,Y,XY, .., X3Y,xX + (s+ 1)yY + x5y G
N.5. X, wX)Y,...,w ~1x)Y,yY3

1.6, X, Y, xX,XY + 7x*X PSI(2, %)
HL7. X, Y, xX,yY, XY, ..., x5Y Gp
.8, X, Y, xX,yY, XY, ....,X5Y , X(XX +yY) PSL(2, k)
IV.1. X, Y, yX, XY, xX —yY PSI(2, R)
V.2, X, Y, xX,yX,xY,yY PSI(2, R)
IV.3. X, Y, XX, yY, XY, yX, X(XX + YY), y(xX +yY) PSL(3,IR)
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