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0. Introduction

Soit une action continue d’un groupe de Lie connexeG sur une varíet́e connexe
M ; on dit quem ∈ M est unpoint fixes’il est invariant sous l’action deG. Les
points fixesétant les singularités les pluśelémentaires des actions deG, il est
naturel d’́etudier leurs conditions d’existence. Nous nous restreignons ici au cas
où M est une surface compacte. Ce cas està la fois int́eressant et pratique :

— Intéressant, par exemple parce qu’il est peut-être possible d’́etendre la formule
de l’indice de Poincaré aux actions de certains groupes de Lie, ce qui constitue
un enjeu utile pour la compréhension de ces actions (voirà ce sujet [Pl3]) ;
les surfaces constituentà cetégard un “terrain d’exṕeriences” favorable.

— Pratique, parce qu’on peut utiliser le manque de dimension pour des preuves
de nature topologique : ainsi, une orbite a la dimension 0,1 ou 2. Si c’est 0,
l’orbite est un point fixe, et nous sommes renseignés ; si c’est 1, elle śepare
localement l’espace ; si c’est 2, elle est ouverte. Ce type de raisonnement
n’est plus possible en dimension supérieure.

Dans le cas le plus simple où G = R, Un résultat classique dû à Poincaŕe
([Po]) affirme que si la caractéristique d’Eulerχ(M ) de M est non nulle, il
existe toujours un point fixe. Plus géńeralement, Plante a montré dans [Pl1] que
si χ(M ) /= 0 et G est nilpotent, toute action deG sur M a un point fixe (voir
aussi [Pl2], [Pl3] pour d’autres résultats).

Etant donńes une action du groupeG0 et un morphisme surjectifπ de G
sur G0, on peut construire l’action induite deG, qui est donńee par la formule
g.m := π(g).m. Il est clair qu’en tant qu’action deG, celle-ci est sans intér̂et
(c’est une action du groupeG0 de dimension inf́erieure). Pouŕecarter ce genre
de construction, on a recoursà une d́efinition : on dit queG agit effectivement
sur M si le seulélément deG qui stabilise tout point deM est 1. Ceci ram̀ene
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le probl̀eme pŕećedentà l’étude des actions effectives deG sur M . Selon [Pl2],
si G agit effectivement sur une surface compacteM telle queχ(M ) < 0, G est
résoluble et la longueur de sa suite dérivée est au plus 3. Par ailleurs, le groupe
affine ŕeel GR agit effectivement et sans point fixe sur toute surface compacte
selon [Pl1].

SoientG un groupe de Lie connexe,M une surface connexe et compacte. Nous
allons ŕepondre complètement au problème suivant :

Existe-t-il une action continue de G sur M sans point fixe ?

Pour cela,à toute surfaceM nous associerons une liste finie (et très courte)
de groupes de LieG1, ...,Gk et nous montrerons queG agit sans point fixe
sur M si et seulement siG a l’un desGi pour quotient. Attention: ceci veut
simplement dire qu’il existe un morphisme surjectif deG sur (par exemple)G1,
ce qui n’implique pas que l’action soit induite ; celle-ci peut au contraireêtre
globalement tr̀es compliqúee.

Nous notonsS1 le cercleR/Z. Nous d́ecrirons au paragraphe suivant des groupes
de Lie ŕesolubles de petite dimensionGR,GC et Gα (α ∈ C−R). Notre ŕesultat
est le suivant :

Théorème Principal. Le groupe de Lie G possède une action continue et sans
point fixe sur la surface compacte M dont la caractéristique d’Euler-Poincaŕe est
χ(M ) si et seulement si G possède pour quotient l’un des groupes suivants:

1. Cas òu χ < 0 : GR.
2. Cas òu χ = 0 : S1 ou PSL(2,R).
3. Cas òu χ > 0 : GR,GC,Gα ou PSL(2,R) ;

également PSO(3), PSL(3,R) et PSL(2,C) si M est sans bord.

On obtient ce th́eor̀eme essentiellement en mettant boutà bout les ŕesultats suiv-
ants :

Théorème A. Si G est ŕesoluble etχ(M ) > 0, il existe une action continue et
sans point fixe de G sur M si et seulement si G a pour quotient GR,GC ou Gα

(ce qui est possible si et seulement si G n’est pas nilpotent).

Théorème B. Siχ(M ) < 0, il existe une action continue et sans point fixe de G
sur M si et seulement si G admet GR pour quotient.

Théorème C. Si G est semi-simple, il existe une action sans point fixe de G sur
M si et seulement siχ(M ) ≥ 0 et

1. G a PSL(2,R) pour quotient, ou
2. χ(M ) > 0, M est sans bord et G a PSL(3,R), PSL(2,C) ou PSO(3) pour

quotient.

Ces ŕesultats aḿeliorent et compl̀etent ceux de l’article [Be], dont le butétait de
répondre aux trois questions suivantes, posées par Plante dans [Pl1] :
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(1) Si G est à croissance exponentielle, agit-il sans point fixe sur toute surface
compacteM telle queχ(M ) ≥ 0 ? Que se passe-t-il dans le cas particulier
où G est ŕesoluble ?

(2) Si G est ŕesoluble et si ad(X) a une valeur propre réelle non nulle pour un
certainX dans l’alg̀ebre de Lie deG, est-ce queG peut agir sans point fixe
sur toute surface compacte ?

(3) Si G est à croissance polynomiale, est-ce que toute action deG sur une
surface compacte telle queχ(M ) < 0 a un point fixe ?

Aux §§ 1, 2 et 3, nous prouvons les théor̀emes A, B et C. Ceci nous permet
d’obtenir le th́eor̀eme principal et une réponse aux questions de Plante dans un
quatrìeme paragraphe. Nous utiliserons beaucoup la classification donnée dans
[Mo], §10 des actions transitives de groupes de Lie sur les surfaces, ce qui nous
épargnera les preuves –élémentaires mais fastidieuses – utilisées dans [Be]. En
fait, les ŕesultats non classiques utilisés ici proviennent presque exclusivement
des deux articles [Pl1] et [Mo].

1. G r ésoluble,χ > 0.

Nous d́ecrivons d’abord quelques groupes de Lie résolubles non nilpotents qui
joueront un r̂ole essentiel dans la preuve du théor̀eme A.

(*) Le groupe affine ŕeel GR est le groupe des transformations deR ayant la
forme :

x → ax + b / (a, b) ∈ R∗+ × R
Son alg̀ebre de Lie est l’alg̀ebre engendrée par deux vecteursX,Y et le
crochet [X,Y ] = X ; nous la noteronsGR.

(*) Le groupe affine complexeGC est le groupe des transformations deC ayant
la forme :

z → uz + v / (u, v) ∈ C∗ × C
Quand on le voit comme un groupe réel, son alg̀ebre est engendrée par quatre
vecteursX1,X2,Y1,Y2 et les crochets

[X1,Y1] = X1 [X2,Y1] = X2 [X1,Y2] = X2 [X2,Y2] = −X1

[X1,X2] = 0 [Y1,Y2] = 0.

Nous noterons cette algèbreGC.
(*) Soit α ∈ C − R ; notons<(α) et =(α) ses parties ŕeelle et imaginaire. Soit

Gα l’algèbre de dimension 3 dont une baseX1,X2,Y vérifie :

[X1,Y ] = <(α)X1 +=(α)X2 [X2,Y ] = −=(α)X1 +<(α)X2

[X1,X2] = 0.

PuisqueGα a un centre trivial, il existe un unique groupe de LieGα à centre
trivial dont l’algèbre estGα. Bien que ceci ne nous soit d’aucune utilité dans
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la suite, nous remarquons que deux groupesGα et Gβ sont isomorphes si et
seulement si l’un des nombresα/β, αβ est ŕeel. De plus,Gα est simplement
connexe si et seulement siα n’est pas imaginaire pur. Le revêtement universel
de Gα est le produit semi-directCo R où R agit surC par :

(z, t) → etαz.

Remarque.Comme les groupesGR,GC et Gα sontà centre trivial, siG est l’un
de ces groupes et siH est un groupe connexe ayant la même alg̀ebre queG,
H est un rev̂etement deG. Une premìere preuve de l’utilit́e de ces groupes (ou
plutôt de leurs alg̀ebres) est le

Lemme 1. SoitG une alg̀ebre ŕesoluble. Leśenonćes suivants sont́equivalents:

1. G est non nilpotente.
2. G a pour quotient l’une des alg̀ebresGR,GC ou Gα.

Preuve.Il est clair que le second point implique le premier. Nous montrons la
réciproque. Nous admettrons de nombreux faits classiques sur les algèbres de Lie
résolubles et leurs représentations ; ceux-ci se trouvent par exemple dans [Bo].

SoientG ′ et G ′′ les deux premìeres alg̀ebres d́erivées deG . Si G n’est pas
nilpotente,G /G ′′ n’est pas nilpotente, aussi on peut se ramenerà G ′′ = {0}.

Notonsτ la repŕesentation adjointe deG /G ′ dans l’alg̀ebre Der(G ′) des
dérivations deG ′. Nous remarquons que tout sous-espace vectoriel deG ′ stable
par τ est un id́eal deG , ce qui ŕesulte trivialement de la définition deτ . Par
ailleurs, commeτ n’est pas nilpotente, il existe un sous-espace stable (peut-être
nul) I tel queτ soit irréductible surG ′/I . En quotientant par l’id́eal I , on
s’est rameńe à τ irréductible.

Nous notons qu’il existeỸ ∈ G /G ′ tel que τ (Ỹ) soit un automor-
phismeinversiblede l’espace vectorielG ′. Ceci ŕesulte de la classification des
repŕesentations irŕeductibles des alg̀ebres ab́eliennes dans les espaces réels ; selon
cette classification,τ a la formeτ0 ◦ π où π est une projection deG /G ′ surR
ou C et τ0 est l’une des trois représentations

τR : R→ Der(R), (x, y) → xy

ou
τC : C→ Der (C), (u, v) → uv

ou
τα(α ∈ C− R) : R→ Der (C), (x, z) → xαz.

Pour obtenirỸ , il suffit de le prendre hors de Ker(π).

Soit Z̃1, ..., Z̃n une base du noyau deπ ; soientY ,Z1, ...,Zn deséléments deG
se projetant sur̃Y , Z̃1, ..., Z̃n dansG /G ′. Par d́efinition deG ′, on a pour tout
indice i

[Y ,Zi ]
déf
= Xi ∈ G ′.
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Par construction deY , il existeTi ∈ G ′ tel que [Y ,Ti ] = Xi , et en remplac¸antZi

par Zi −Ti (qui estégalement un représentant dẽZi ) on se ram̀eneà [Y ,Zi ] = 0.
L’identité de Jacobi implique alors pour toutU ∈ G :

[[U ,Zi ],Y ] = [[ U ,Y ],Zi ]︸ ︷︷ ︸
∈[G ′,Zi ]

+ [U , [Zi ,Y ]]︸ ︷︷ ︸
=[U ,0]

= 0.

Comme ad(Y) est inversible surG ′, ceci implique que [U ,Zi ] = 0, ce qui prouve
que lesZi engendrent un id́eal deG . En quotientant, on s’est ramené à τ fidèle
(= sans noyau). La classification préćedemment cit́ee implique queτ est l’une
des repŕesentationsτR, τC ou τα, et la construction des algèbres correspondantes
termine la preuve. �

Du lemme pŕećedent d́ecoule la

Proposition 2. Si G est ŕesoluble non nilpotent, il a un quotient GR,GC ou Gα.

Preuve.Nous nous ramenons au lemme 1 par un raisonnement en trois points.
Soient H l’un des groupesGR,GC ou Gα, H son alg̀ebre, G̃ le rev̂etement
universel deG :

1. Si G a H pour quotient,G a H pour quotient.
2. Si G a H pour quotient,G̃ a H pour quotient.
3. Si G̃ a H pour quotient,G a H pour quotient.

Le point (1) est trivial. Nous montrons le point (2). Il n’est pas trivialà cause
d’un probl̀eme technique :̀a un quotientG /N ne correspond un quotientG/N
quesi le groupe N tangent̀a N est ferḿe dans G. Toutefois, dans notre situation,
G est simplement connexe et on peut utiliser un résultat de [Mo] :

Proposition. Soient A un groupe de Lie simplement connexe, B un sous-groupe
normal connexe. Alors, B est un sous-groupe fermé de A.

Ceci prouve le point (2). Nous montrons le point (3). CommeH a un centre
trivial, H est un quotient dẽG/Z où Z est le centre dẽG ; commeG̃ est un
revêtement deG, G admetG̃/Z pour quotient : ceci prouve le point (3). �

Ce qui pŕec̀ede suffit d́ejà pour obtenir le

Théorème A. Si G est ŕesoluble etχ(M ) > 0, il existe une action continue et
sans point fixe de G sur M si et seulement si G a pour quotient GR,GC ou Gα.

Démonstration.Selon la proposition 2, ou bienG a pour quotientGR,GC ou
Gα, ou bienG est nilpotent. SiG est nilpotent, son action a un point fixe par
le théor̀eme de Plante. SiG a pour quotientG0 l’un des groupes considéŕes,
toute action sans point fixe deG0 induit une action sans point fixe deG. Plante
a construit des actions sans point fixe deGR et Gα sur les trois surfaces de
caract́eristique> 0 ; nous construisons des actions deGC sans point fixe sur ces
surfaces, ce qui achève la preuve.
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La surfaceM peut être le disquèa bord, la sph̀ere ou le plan projectif réel.
Nous commenc¸ons par faire agirGC sur le disqueà bord. Pour cela, nous le
voyons comme le produit semi-directCo C∗ avec la loi

(u, v).(u′, v′) → (u + vu′, vv′).

Il existe une action naturelle deG surC :

((u, v), z) → u + vz.

Cette action peut̂etre transport́ee à l’intérieur d’ un disque ouvertD par le
diff éomorphisme

C→ D , z → arctan(|z|)
|z| z.

L’action ainsi d́efinie sur l’int́erieur deD n’a pas de point fixe et se prolonge au
bord deD en une action par rotations :

((u, v), z) → v

|v|z.

SoientD1 et D2 deux copies deD muni de cette action ; pour tout complexeθ
de module 1, l’application

φθ : ∂D1 → ∂D2, z → θz

commute avec l’action deG sur ∂D1 et ∂D2, et en recollantD1 à D2 parφθ on
obtient donc une action deG surS2. De plus, dans le cas particulier où θ = −1,
on vérifie sans peine que l’action obtenue passe au quotient surPR2. �

Nous passons̀a l’étude du th́eor̀eme B.

2. χ < 0, G Quelconque.

Dans cette partie, nous supposons queM est l’une des surfaces̀a caract́eristique
négative. Celles-ci ont fait l’objet d’unéetude pousśee, et nous b́eńeficions des
résultats suivants ([Pl1], [Pl2], [ET]) :

1. (Plante). Il existe une action sans point fixe deGR sur M .
2. (Epstein-Thurston). SiG est ŕesoluble et agit effectivement surM , son

troisième groupe d́erivé est nul.
3. (Plante). SiG agit sans point fixe surM , G est ŕesoluble (ceci d́ecoule en

fait de la preuve du th́eor̀eme C de [Pl2]).

Grâceà ces ŕesultats, le th́eor̀eme B se ram̀eneà l’énonće suivant :

Théorème B’. Soit G un groupe de Lie résoluble dont le troisième groupe d́erivé
est nul. Si G agit sans point fixe sur M , G a GR pour quotient.

Nous nous plac¸ons dans ce cadre, et nous montrons d’abord que si le deuxième
groupe d́erivé deG est non nul,G a GR pour quotient. En effet, comme l’action
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est effective, si le deuxième groupe d́erivé deG est non nul il existe une orbite
sur laquelle ce deuxième groupe d́erivé agit non trivialement. Cette orbite a la
dimension 1 ou 2. Le cas de dimension 1 est exclu en raison d’un résultat de S.
Lie (voir [Pl1]) :

Théorème. Les seuls groupes de Lie pouvant agir effectivement sur la droite
réelle sontR,GR et le rev̂etement universel de PSL(2,R) ; les seuls groupes de
Lie pouvant agir effectivement sur le cercle sontR et les rev̂etements finis de
PSL(2,R).

Il se trouve que Mostow a classifié dans sa th̀ese toutes les orbites de dimen-
sion 2 de tous les groupes de Lie. En parcourant la liste1 des cas possibles, nous
voyons que l’action est forcément de type II.5, III.3, III.4 ou III.7. Les groupes
correspondant̀a ces quatre situations ont tousGR pour quotient.

Nous pouvons donc considérer que le deuxième groupe d́erivé de G est nul.
Nous pouvons enfin passer au revêtement universel deG ; on a alors le

Lemme 3. Si G est simplement connexe, résoluble et a un second groupe dérivé
nul, il existe des sous-groupes A et N de G ayant les propriét́es suivantes :

1. A est ab́elien, N est nilpotent, G est un produit semi-direct Ao N .
2. Pour tout quotient nilpotent G/H de G, A est inclus dans H .

Preuve.L’id ée est voisine de celle employée au lemme 1. Nous décomposons
G ′ en deux id́eauxI et J , sur lesquels la représentationτ adjointe deG /G ′

est respectivement nilpotente et sans partie nilpotente. Il existe unỸ ∈ G /G ′

tel queτ (Ỹ) soit inversible surJ . SoientZ̃1, ..., Z̃k des champs qui complètent
Ỹ en une base deG /G ′ et Y ,Z1, ...,Zk des éléments deG se projetant sur
Ỹ , Z̃1, ..., Z̃k . Posons [Y ,Zi ] = Ai + Bi où Ai ∈ I et Bi ∈ J . Comme au
lemme 1, on peut trouverTi ∈ J tel que [Y ,Ti ] = Bi , et en remplac¸ant Zi par
Zi − Ti , on se ram̀eneà [Y ,Zi ] = Ai ∈ I , ce qui implique que [Zi ,Zj ] ∈ I par
l’identité de Jacobi. On peut alors prendre pourA et N les sous-groupes tangents
respectivement̀a J et à l’algèbre engendrée parI , Y et lesZi . La propríet́e
(1) résulte de ce queA est normal dansG, et la propríet́e (2) de la d́efinition de
J comme le “lieu” de la partie non nilpotente de ad(G ). �

Nous pouvons maintenant démontrer le

Théorème B. Quandχ(M ) < 0, le groupe de Lie connexe G peut agir sans
point fixe sur M si et seulement si G admet GR comme quotient.

Démonstration.Avec les notations du lemme 3, nous pouvons supposer queG
a la formeAo N , les autres cas ayant déjà ét́e trait́es. Selon le th́eor̀eme de
Plante, l’action deN sur M a au moins un point fixe carN est nilpotent. Soitm
un tel point et soitA0 le stabilisateur dem dansA. Comme l’action n’a pas de
point fixe global,A0 est de codimension au moins 1 dansA. Par ailleurs, cette
codimension est au plus 2 = dim(M ). Nous montrons que :

1 Pour faciliter le travail du lecteur, nous avons joint cette liste en appendice.
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1. S’il est possible de trouverm tel queA0 soit de codimension 1 dansA, alors
G admetGR pour quotient.

2. Si pour toutm, A0 est de codimension 2 dansA, alorsχ(M ) ≥ 0 (ce qui est
absurde ; ce cas est donc impossible).

Ceci ach̀eve la preuve.

1. Puisquem est stable parA0 et N , on a pour toutn ∈ N nA0n−1m = m, ce
qui montre queA0 est un sous-groupe normal deG. Le quotientH est un
produit semi-directRoN . En explicitant la structure de produit semi-direct,
on voit qu’il existe un morphismeφ de N dansR∗+ tel queH ait la loi

(t , n)(t ′, n′) = (t + φ(n)t ′, nn′)

et commeH est non nilpotent en vertu du lemme 3, le morphismeφ est non
nul. En quotientantH par Ker(φ), on obtient le groupeGR.

2. Comme pŕećedemment,A0 est normal dansG et on peut quotienter parA0

pour obtenir un groupeH de la formeR2
oN qui agit encore transitivement

sur laG-orbite θ de m. Dans la liste de [Mo], cette situation correspond aux
cas II.12 et II.13, qui d́ecrivent les actions affines deGα et GC surC. Dans
une carte globale deθ où x1, x2 sont des coordonnées lińeaires bien choisies,
on peut poser

∂

∂R
= x1

∂

∂x1
+ x2

∂

∂x2
et

∂

∂ω
= x2

∂

∂x1
− x1

∂

∂x2
.

L’action deN se fait alorsvia les champs fondamentaux suivants :

cas deGα :

(1) Y = <(α)
∂

∂R
+=(α)

∂

∂ω
.

cas deGC :

(2) Y1 =
∂

∂R
et Y2 =

∂

∂ω
.

De ceci, il d́ecoule que l’action deN n’a que des points fixes isolés. Par
chirurgie, nous allons les enlever en modifiant la surfaceM et l’action deN .
SoientD1 et D2, les deux disques de centrem et de rayon respectif 1 et 2 dans le
syst̀eme de coordonńees choisi. Nous privonsC de l’intérieur deD1, et dans les
équations (1) et (2) nous remplac¸ons ∂

∂R par (R− 1) ∂
∂R à l’intérieur deD2. On

vérifie sans peine que les nouveaux champsY ,Y1,Y2 ainsi obtenus sont encore
uniquement int́egrables et complets. Par cette modification, on a enlevé le point
fixe m de l’action deN .
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Finalement, sin était le nombre initial de points fixes, on obtient une action
sans point fixe deN sur une varíet́e M0 égaleà M privée den disques ouverts.
Par conśequent,M0 est connexe, son bord est la réunion du bord deM et des
n cercles bordant les disques enlevés, et sa caractéristique estχ(M ) − n. Or,
commeN agit sans point fixe surM0, le th́eor̀eme de Plante impliqueχ(M0) = 0
ce qui prouve queχ(M ) = n ≥ 0. �

Nousétudions enfin le th́eor̀eme C.

3. χ ≥ 0, G semi-simple

Nous consid́erons queG est semi-simple et agit effectivement et sans point fixe
sur M . En vue du th́eor̀eme B, nous pouvons supposerχ(M ) ≥ 0. Nous allons
utiliser un argument simple : ou bien l’action deG est transitive, ou bien elle
présente des orbites de dimension 1. En effet, une orbite de dimension 2 est
ouverte, donc une action sans orbites de dimension 1 et sans point fixe réalise
une partition deM en ouverts. Par connexité de M , cette partition est donc
constitúee d’une seule orbite.

Maintenant, selon un théor̀eme de Lie d́ejà cit́e, le seul groupe semi-simple
agissant effectivement en dimension 1 est (à rev̂etement pr̀es) PSL(2,R). On a
donc deux possibilit́es : ou bienG a PSL(2,R) pour quotient, ou bienG agit
transitivement surM .

De la liste de [Mo], il d́ecoule que les actions transitives sont les actions
usuelles dePSO(3), PSL(3,R) et PSL(2,C) sur la sph̀ere et le plan projectif,
ainsi que l’action produit des revêtements finis dePSL(2,R) × PSL(2,R) sur
S

1 × S1. Par ailleurs, si l’action deG n’est pas transitive, il existe une orbite de
dimension 1 sur laquelle l’action transite par un quotient revêtement dePSL(2,R).
Inversement, l’existence d’un tel quotient implique queG peut agir surM sans
point fixe (voir la dernìere partie de [Pl1]). Nous avons donc le

Théorème C. Si G est semi-simple, il existe une action sans point fixe de G sur
M si et seulement siχ(M ) ≥ 0 et

1. G a PSL(2,R) pour quotient, ou
2. χ(M ) > 0, M est sans bord et G a PSL(2,C), PSL(3,R) ou PSO(3) pour

quotient.

Remarque.Si G n’a aucun des quotients mentionnés au th́eor̀eme pŕećedent,
l’action de G sur M est forćement triviale (elle n’a ni orbites de dimension 1,
ni orbites de dimension 2). Autrement dit, si onécarte les dynamiques triviales,
l’ étude des actions sans point fixe deG sur une surface compacte se ramène aux
actions dePSL(2,R) et de ses rev̂etements sur la sphère. Dans le cas lisse ou
analytique, Mistumatsu en a donné dans [Mi] une classification très int́eressante.
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4. Conclusion

Les th́eor̀emes A, B et C ont pour conséquence le

Théorème Principal. Le groupe de Lie G possède une action continue et sans
point fixe sur la surface compacte M dont la caractéristique d’Euler-Poincaŕe est
χ(M ) si et seulement si G possède pour quotient l’un des groupes suivants :

1. Cas òu χ < 0 : GR.
2. Cas òu χ = 0 : S1 ou PSL(2,R).
3. Cas òu χ > 0 : GR,GC ou Gα ;

également PSO(3), PSL(3,R) et PSL(2,C) si M est sans bord.

Démonstration.Le “si” est clair ; nous montrons le “seulement si”. Le cas 1 est
celui du th́eor̀eme B. Pour les cas 2 et 3, on peut considérer queG est simplement
connexe en le remplac¸ant au besoin par son revêtement universel, ce qui permet
de lui donner la formeRoS où R est ŕesoluble etS semi-simple (d́ecomposition
de Levi). Deux cas se présentent alors :

a. S peut agir sans point fixe surM : alors, G vérifie l’énonće du th́eor̀eme
principal en vertu du th́eor̀eme C.
b. S ne peut pas agir sans point fixe surM : alors,S agit trivialement surM , et
l’action deG transite par le quotientG/H , avecH le sous-groupe normal ferḿe
engendŕe parS. Ce quotient est résoluble et tout quotient résoluble deG transite
par lui ; il suffit de lui appliquer le th́eor̀eme A. �

Dans [Pl1], les trois directions de recherche suivantes sont proposées :

(1) Si G est à croissance exponentielle, agit-il sans point fixe sur toute surface
compacteM telle queχ(M ) ≥ 0 ? Que se passe-t-il dans le cas particulier
où G est ŕesoluble ?

(2) Si G est ŕesoluble et si ad(X) a une valeur propre réelle non nulle pour un
certainX dans l’alg̀ebre de Lie deG, est-ce queG peut agir sans point fixe
sur toute surface compacte ?

(3) Si G est à croissance polynomiale, est-ce que toute action deG sur une
surface compacte telle queχ(M ) < 0 a un point fixe ?

La classification complète du th́eor̀eme principal permet de répondreà ces
trois questions. La question (1) rec¸oit une ŕeponse positive pour les groupes
résolubles (notons que la croissance du groupe n’intervient pas : seule compte
la “non-nilpotence”). Cependant, la réponse est fausse en géńeral : un contre-
exemple estPSL(3,C). Nous allons maintenant répondre ńegativement̀a la ques-
tion (2) ; il faut exhiber un groupe dont l’algèbre contient des vecteursX,Y tels
que [X,Y ] = X, mais tel que tout choix de telsX,Y présente l’une des deux
obstructions suivantes :

(a) X appartient̀a G ′′, ou
(b) X est vecteur propre d’un ad(Y ′) pour une valeur propre non réelle.
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L’exemple le plus simple d’obstruction de type (b) estGC ; l’exemple le plus
simple de type (a) est le groupe de dimension 4 dont l’algèbre est engendrée par
des vecteursX,Y ,Z ,T avec les crochets :

[X,Y ] = Z [X,T] = X + Y [Y ,T] = −X + Y

[X,Z ] = 0 [Y ,Z ] = 0 [Z ,T] = 2Z .

Enfin, selon [Je], un groupèa croissance polynomiale ne peut avoirGR comme
quotient ; par conśequent, la question (3) a une réponse positive.

♦♦♦♦♦

Crédits. Ce travail est tiŕe de ma th̀ese, ŕealiśee sous la direction d’A. El Kacimi.
Durant sa ŕedaction, A. Verjovski et Y. Hantout m’ont prêt́e une attention
précieuse ; E. Ghys m’a suggéŕe plusieurs aḿeliorations. Je les remercie tous
très sinc̀erement.

♦♦♦♦♦

Appendice: la classification de Mostow

Nous donnons ici la classification des actions transitives de groupes de Lie surR
2

et S2, telle qu’elle est́ecrite dans [Mo]. Nous ne prétendons̀a aucune originalit́e
pour cet appendice, et nous reprenons la forme exacte de [Mo],§10 à quelques
notations pr̀es. (Cette forme est d’ailleurs elle-même inspiŕee d’un travail plus
ancien d’un autre auteur :cf. op. cit.). R2 est muni de coordonnées lińeairesx, y
et on noteX = ∂

∂x , Y = ∂
∂y . Nous d́ecrivons la structure locale de l’actioǹa

l’aide d’une base de champs fondamentaux ; il est alors facile de calculer le
groupe correspondant : par exemple, pour la référence I.2 une base de champs
fondamentaux estX1 = ∂

∂x , X2 = ∂
∂y + x ∂

∂x , on calcule que [X1,X2] = X1 et donc
G = GR. Nous indiquons en fin de ligne tous les quotients deG ayant l’une des
formesGR, GC, Gα, PSL(2,R), PSL(2,C), PSL(3,R), PSO(3). Les actions ont
lieu surR2 sauf II.14, II.15 et IV.3 surS2.

I.1. X,Y
I.2. X, xX + Y GR
I.3. X,Y , xX + yY GR
II.1. X,Y , xX + (x + y)Y GR
II.2. X, xX + Y , x2X + 2xY PSL(2,R)
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II.3. X, w(y)X, ..., ws−1(y)X,Y2

II.4. X,Y , xX + yY, x2X + 2xyY, xY, x2Y PSL(2,R)
II.5. X,Y , xX + yY, xY, x2Y , ..., xsY GR
II.6. X,Y , xX, x2X PSL(2,R)
II.7. X,Y , (c + 1)xX + (c− 1)yY GR
II.8. X + y(xX + yY),Y + x(xX + yY), xX − yY PSL(2,R)
II.9. X, xX, x2X,Y , yY, y2Y PSL(2,R)
II.10. X, xX, x2X,Y , yY GR,PSL(2,R)
II.11. X, xX, y, yY GR
II.12. X,Y , yX − xY + γ(xX + yY) Gγ+

√−1
II.13. X,Y , xX + yY, xY − yX GC
II.14. X,Y , xX + yY, xY − yX, (x2− y2)X + 2xyY, 2xyX + (y2− x2)Y PSL(2,C)
II.15. X + x(xX + yY),Y + y(xX + yY), yX − xY PSO(3)
II.16. X − x(xX + yY),Y − y(xX + yY), yX − xY PSL(2,R)
III.1. X,Y , xY, 2xX + yY, x(xX + yY) PSL(2,R)
III.2. X,Y , xY, ..., xsY , 2xX + syY, x(xX + syY) PSL(2,R)
III.3. X,Y , xY, ..., xsY , xX + ryY GR
III.4. X,Y , xY, ..., xsY , xX + (s + 1)yY + xs+1Y GR
III.5. X, w(x)Y , ..., wr−1(x)Y , yY3

III.6. X,Y , xX, xY + 1
2x2X PSL(2,R)

III.7. X,Y , xX, yY, xY, ..., xsY GR
III.8. X,Y , xX, yY, xY, ..., xsY , x(xX + yY) PSL(2,R)
IV.1. X,Y , yX, xY, xX − yY PSL(2,R)
IV.2. X,Y , xX, yX, xY, yY PSL(2,R)
IV.3. X,Y , xX, yY, xY, yX, x(xX + yY), y(xX + yY) PSL(3,R)

♦♦♦♦♦
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