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Nous décrivons toutes les familles de polygones & périmetre et aire prescrits ; elles sont les feuilles
d’un feuilletage F (*) sur 'espace des polygones. Nous étudions quelques propriétés géométriques
des polygones (par exemple leur inscriptibilité dans un cercle et leur régularité) en relation avec
le périmetre et Daire.

On note E le plan vectoriel euclidien muni de sa structure affine canonique et d’une orientation donnée par une
base (qu’on supposera orthonormée). L’origine sera notée O et, pour A, B € E, on note AB le vecteur B — A.
Par convention, a partir du paragraphe 1, le mot “isométrie” signifiera transformation affine de E qui préserve
la distance et l'orientation.

0. Introduction

Une figure du plan E est juste une partie de celui-ci. Mais d’habitude cette appellation n’est donnée qu’a une
partie ayant une certaine particularité : on la voit tout entiere (elle est bornée) ou au moins on comprend
comment elle se fabrique pour deviner son comportement quand elle échappe a notre vue, telle une droite... et
son contour a un peu de régularité. Un polygone en est I'exemple type. C’est une figure bornée, bordée par un
nombre fini de segments appelés cotés ou arétes. A chaque polygone, on peut associer des invariants, parmi
lesquels deux nombres réels qui jouent un role important : le périmeétre et 1’ aire.

Les polygones du plan sont nombreux et leurs formes et tailles sont variées. La question de leur équivalence
se pose donc de fagon naturelle. Mais dans quel sens ?

Du point de vue ensembliste, deux polygones P et P’ sont toujours équivalents : il existe une bijection de E
qui envoie I'un sur autre. Mais comme on est dans un plan euclidien, on aimerait que cette bijection préserve
au moins 'une des propriétés liées a la structure affine eulidienne. Il y a plusieurs notions d’équivalence; en
voici quelques-unes (celles qui nous intéresseront directement). On dira que P et P’ sont :

1. isométriques s'il existe une isométrie f : E — E telle que f(P) = P’. On peut les superposer ; et on peut
encore faire ga sans sortir du plan si P et P’ sont directement isométriques i.e. si, en plus, f préserve
lorientation ;

2. semblables s’il existe une similitude f : E — E telle que f(P) = P’. En quelque sorte, 'un des deux est
un agrandissement de 'autre (comme pour les photos) ;

3. équivalents (tout court) s’ils ont la méme aire. Dans ce cas, on peut toujours passer de 'un & l’autre par
découpage et recollement géométriques ;

4. isopérimétriques ’ils ont le méme périmetre. (Leurs clotures par du fil barbelé ont la méme longueur!)

L’équivalence isométrique est la plus forte car elle implique toutes les autres. Elle est donc trop rigide pour
étre “utile” : deux polygones isométriques ne different que par les positions qu’ils occupent dans le plan. Ce
sont plutot les équivalences 3 et 4 qui vont nous occuper ici.

Ce papier tire son origine de la question (*) qui suit : Fziste-t-il deux triangles non isométriques ayant méme
périmétre et méme aire? Elle nous a amenés d’abord & la construction d'un feuilletage F *) sur I'espace des
triangles : chaque feuille est constituée de triangles ayant méme périmetre et méme aire. Ensuite, nous avons
fait une étude plus générale pour les polygones, sur lesquels d’autres propriétés géométriques liées a ’aire et au
périmetre ont été aussi dévissées de pres. Certaines d’entre elles sont connues certes, mais un peu absentes dans
la “littérature géométrique”, ce qui nous a motivés a les insérer dans ce texte.

(x) Elle a été posée par Geoffrey Letellier & son enseignant Valerio Vassallo qui I’a posée & son tour au premier
auteur. Ce dernier a construit a cet effet le feuilletage F sur I'espace des triangles. Mais juste a la question
posée, Geoffrey lui-méme a répondu en construisant une famille a un parametre de triangles isoceles ayant le
méme périmetre et la méme aire (son exemple est donné dans la sous-section 5.6).



1. L’espace des polygones

Un polygone (ou n-polygone) convexe non dégénéré de E est un élément (My,---,M,) de E" tel que, pour
tout k € {1,---,n}, I'angle orienté My = (M M1, M My_1) a une mesure dans l'intervalle ouvert ]0, 7[. Par

convention, on pose My = M,, et M,+1 = M;. L'orientation de I’angle M\k est la méme que celle du cercle
trigonométrique centré au point My.

Les points My et les segments [My, Myy1] sont respectivement les sommets et les cétés du polygone
(My,---,My,). Si M; et M, sont deux sommets non successifs, c’est-a-dire pour lesquels |i — j| > 1, on dira que
le segment [M;, M;] est une diagonale du polygone.

Rappelons qu'un polygone est dit :

- équilatéral si tous ses cotés ont la méme longueur ;

- inscriptible si tous ses sommets sont sur un méme cercle;
- régulier s’il est a la fois inscriptible et équilatéral.

L’ensemble des n-polygones du plan E sera noté ’ﬁn Les éléments centrés de 73n sont les polygones pour
lesquels le centre de gravité est l'origine O de E. Leur ensemble sera noté P, ..

Notons que, pour tout k € {1,---,n}, la forme quadratique Dy, : E” — R définie au point P = (My, - -+, M,,)
par Dy (P) = det(My My41, My Mj_1) est continue et on a :

(1.1) P, ={P cE", Vk e {l,---,n}, Di(P) > 0}.
On déduit de cette expression que 75n est un ouvert de E".

n
Notons aussi que 'ensemble E] = {(Ml, o My) €eE™: Z My = O} est le noyau de la surjection linéaire
k=1

S:(My, -, M,) € E" — Z M, € E. Ceci montre que E est un sous-espace vectoriel de dimension 2n — 2
k=1
de E" et que le sous-ensemble P, . = P, NE] est un ouvert de E7.
Soit f une isométrie de E. L’image (M, --, M) = (f(M1),---, f(M,)) de tout polygone (M, -, M,) est
un polygone de E tel que :

—_ —_— —_
(1.2) M| = My, et |[M]My|| = ||MyM|| pour (k.)€ {1,---,n}>

Si en plus f est linaire, c’est-a-dire f(O) = O et si (My,- -+, M,,) est centré, alors (Mj,---, M]) est aussi centré.
Nous avons donc deux actions naturelles :

Isom™ (E) x P — P, (f, (le",Mn)) — (f(Ml)vvf(Mn))

et :
SO(E) X Pre — Prey (f, (My,---, M,)) — (f(M),---, f(M,))

ot Isom™ () et SO(E) sont respectivement le groupe des isométries affines et le groupe des isométries linéaires
de E. Les espaces quotients donnés par ces actions seront notés respectivelment :

(1.3) P, = Ppn/Isom™ (E) et P, = Pyn.c/SO(E).

1.1. Définition. Les éléments de P, (resp. Pn.) sont appelés polygones géométriques (resp. polygones

géométriques centrés) de E.

Un polygone géométrique de E est dit équilatéral (resp. inscriptible) s’il admet un représentant équilatéral
(resp. inscriptible).

Pour un élément (M, ---, M,) de P, (vesp. (My, -, M) de 73%0), nous utiliserons les notations suivantes :
< My, -+, M, > (resp. < My,---, M, >.) est la classe d’équivalence de
(My,---,M,) dans P, (resp. (My,---,M,). dans P,, ).

1.4 —_
(1.4) Tp = MMy = ||MyMy11]| pour ke {1,---,n— 2}

ty = M, My, = ||M, My|| pour k€ {1,---,n—1}.



Les nombres positifs ¢1, 21, -, Ty_2,tn_1 sont les longueurs des cotés et to,t3, -+, t,_o sont les longueurs des
diagonales issues du sommet M, (voir la figure ci-dessous pour un hexagone). Nous avons (n — 2) longueurs du
type xx et (n — 1) longueurs du type t.

Comme une isométrie préserve la distance dans le plan euclidien E, (t1,z1,t2, 22, ,tn_2, Tn_2,tn_1) NE
dépend pas du choix du représentant (M, ---, M,,) du polygone géométrique < My, ---, M, >.
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Pour tout triangle (Mg, M,,, My11) avec 1 < k < n — 2, les longueurs des cotés ti,xy,tpr1 vérifient les

inégalités :
0 <t <z +tpt+1
(1.5) { 0 <z <tp+tet1
0 <tpyr <axp+tx

i.e. (tg, Tk, tx+1) est un élément de Pouvert Vs de R3 consistant en les triplets (x,y, z) satisfaisant aux conditions :

O<z<y+z
O<y<z+z ouencore|z—y|<z<x+y.

O<z<z+y
De plus, on peut vérifier par récurrence que la longueur de chacun des c6tés d’un polygone est strictement plus
petite que la somme des longueurs des autres cotés.
Nous avons par exemple le beau résultat qui suit.

1.2. Théoréme [Pen]. Pour tout entier naturel n > 3 et tout n-uplet u = (u,- -, uy,) de nombres réels stricte-
ment positifs, il existe un unique polygone géométrique inscriptible < My, ---, M, > tel que MMy, 1 = uy for
ke{l,---,n} si, et seulement si, pour tout j € {1,---,n}, on a Uinégalité : u; < Zuk.
k#j
Considérons maintenant 'ouvert V,, de R"™ et I'ouvert €2,, de R?"3 donnés comme suit :

(1.6) Vi =4 (u1,---,up) €]0,+00[":Vj € {1,---,n}, u; < Zuk
k]
Q= {(t, @1, ty2, Tp—2,tn_1) € R?"73 . pour tout k € {1,---,n — 2}, (tp, Zp,thr1) € Vs}
et considérons également les applications L,, : P, — Q, et L, . : Py, — Q,, définies par :
Ln(< My, -, My, >) = (t1,21,t2,%2,+ , tn_2,Tp_2,tpn_1)

Ln,c(< Mlv' te 7Mn >c) - (t17$17t27x27' t atn—27xn—23tn—1)-

1.3. Remarques
(1) On a Qg = V3.

(ii) Pour tout entier n > 3, les ouverts V, et Q,, sont des cones convexes respectivement dans R" et R*" ™.



1.4. Proposition. On a les assertions qui suivent.
(i) Les quotients Pp, = Py, /Isom™ (E) et P = ch/SO(E) sont des variétés différentiables difféomorphes
de dimension 2n — 3. De plus, la projection canonique Py, . — Pp.c est un SO(E)-fibré principal.

(i) L’application L, (resp. Ly..) est un difféomorphisme identifiant les éléments de Py, (resp. Pn.c) 4 ceut
de Q,.

Preuve

(i) L’action du groupe de Lie compact connexe SO(E) sur Pouvert P, . de E” est différentiable et libre. Le
quotient P, . = P,../SO(E) est donc une variété différentiable de dimension dimP, . — dimSO(E) = 2n — 3
pour laquelle la projection canonique 73,“; — Py est une SO(E)-fibration principale.

D’autre part, a tout polygone P = (My,---,M,) avec G = %Zzzl Mj,, comme centre de gravité, on peut
associer le polygone centré P’ = (M7, ---, M, ) dont les sommets sont M, = My —G. Ce polygone P’ est I'image
de P par la translation de vecteur @; donc les deux polygones représentent le méme polygone géométrique
< P > in P,. De plus, pour toute isométrie f de E, on a (f(P)) = 7(P’). Ceci implique que si P et @ sont
deux polygones tels que < P >=< @ > dans P,, alors < P’ >=< @' > dans P, .. On obtient donc une
bijection naturelle < P >€ P, V< P! >€ Pn.c qui permet de transférer la structure de variété différentiable
de Py, . vers Py,

(ii) L’application £,, est la composée de L, . par la bijection naturelle P,, — P, . Par suite, il est suffisant
de montrer que Ly, ¢ : Pp,. — @, est une bijection.

(x) Injectivité de L, .
Si P= (P, -, P,) et Q=(Q1, -+,Qp) sont deux polygones tels que :

Lnc(<P>)=L(<Q>),
alors, pour tout k € {1,---,n—2},on a:
PpoPy = QnQk, PoPry1 = QnQryt, PilPry1 = QrQryt

et il existe une isométrie fi qui transforme le triangle direct (P, Py, Pr+1) en le triangle direct (Qp, Qk, Qr+1)-
Mais, pour tout k € {1, ---,n — 2}, les deux isométries fi et fr41 coincident aux points P, et Pyi1. Donc
f& = fr+1. Ce qui donne @ = f1(P) et finalement < P >=< Q >.
(x) Surjectivité de L, .

On fera une récurrence sur n > 3.

e Lecasn=3

Soient (a,b,c) € Q3 = V3 et A et B deux points tels que AB = a. Il existe alors un point C tel que BC = b,
AC = a et le triangle (A, B,C) est direct. Pour le voir il suffit de considérer un repére orthonormé direct

(A, %, 7) de E avec & = ﬁ—B et de prendre le point C de coordonnées x = % et y =+c? — z2.

Notons que ¢ — x2 > 0 puisque la condition |a — c¢| < b < a + ¢, disant que (a,b,c) € 3, implique

b —(a—¢)* >0, (a+¢)* —b* >0 et donc :

Eoa?— (c—a)etn) = L@ (et b

> 0.
2a 2a
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Donc tout élément (a, b, c) € Q3 admet un antécédent dans Ps ..

e Lecasn=14
Si (a,b,e,c,d) € Qq, alors (a,b,e) € Qs et (e,¢,d) € Q3. Il existe donc (cas n = 3) un triangle direct (A, B, C)
tel que AB = a, BC =bet CA = e. De plus il existe un point D, en dehors du demi-plan contenant B et bordé
par la droite (AC) tel que CD = ¢ et DA = d. Le quadrilatere (A4, B,C, D) ainsi obtenu est convexe puisque
aucun de ses sous-triangles ne contient de sommet & part les siens (voir [Per] Proposition 1.7, page 150). Ceci
donne un antécédent de (a,b, e, c,d).

e Hérédité. On suppose que I'application £, . est surjective et on montre que £, 1 . 'est aussi. Pour tout

polygone w = (t1,21,t2 -, tn_2,Tn_2,tn—1,Tn-1,tn) € Qpny1, On pose :
w' = (t1,z1,t2) € Q3 and W" = (tg, 22, tn_2, Tn_2,tn_1,Tn_1,tn) € Np.
11 existe alors un polygone convexe centré P = (My, - - -, My4+1) tel que £,, (< P >) = w”. D’autre part, comme

dans le cas n = 4, on peut construire un point M7 en dehors du demi-plan contenant M3z et bordé par la droite
(MyMy41) tel que M, 1 My =t et My Ms = 2. Le (n+ 1)-polygone Q = (My, - -+, M,,11) est convexe puisque
aucun de ses sous-triangles ne contient de sommet & part les siens [Per]. Ceci donne un antécédent de w. Ce qui
montre que L, . est surjective.

Finalement nous avons montré que l'application £,, . est une bijection.

Dans toute la suite nous identifions les polygones géométriques aux points du cone convexe §2, en utilisant
le difféomorphisme L,,.

Cette identification P,, ~ ,, nous permettra d’étudier plus aisément certaines propriétés de ’espace des
polygones géométriques.

Soit ¢ : X — Y une application entre deux ensembles non vides X et Y. Toute partie non vide de X de la
forme ¢~ ({y}) sera appelée ensemble de niveau (courbe de niveau, surface de niveau, variété de niveau...) de
¢ (au niveau y € Y).

2. Les polygones géométriques inscriptibles pour n > 4

Notons I';, ’ensemble des n-polygones géométriques inscriptibles de [E que nous regarderons comme une partie
de l'ouvert §2,,. (Rappelons que tout polygone géométrique régulier est inscriptible.)

2.1. Remarque. Le fait qu’un polygone (M, - - -, M,,) est inscriptible est équivalent au fait que chacun des n—3
quadrilateres Q1 = (M, My, M2, M3), -+, Qn—3 = (My, My_3, My,_o, M,,_1) est inscriptible.

2.2. Lemme. Un quadrilatére (A, B,C, D) est inscriptible si, et seulement si, les distances a = AB, b = BC,
c=CD, d= DA et e = BD satisfont a la relation :

(2.1) ad(b? + c? — €?) + be(a® + d* — €*) = 0.

Preuve. Soient « et 3 les mesures respectives des angles Aet C. Alors: 0 < a < m, 0 < B < m et, par la loi
des cosinus d’Al-Kashi, on a :

a’® 4+ d? — 2adcosa = e? = b? + ¢ — 2bccos .

On en déduit :

2, 2 2
cos o = ‘l‘f‘sz—e

. _ b2+c2fe2
cos = Btgmst

D’autre part, le quadrilatere (A, B, C, D) est inscriptible si, et seulement si, « + 8 = 7 ou, de fagon équivalente,
si cos 8 = — cos . Donc :
b? + % — €2 a’® +d? — e?

(A, B,C, D) inscriptible <= 5he = S

qui est aussi équivalent & ad(b? + ¢ — €2) + be(a® + d? — €2) = 0.



La remarque 2.1 et le lemme 2.2 permettent de réaliser I',, comme ensemble de niveau d’une application
différentiable. Plus précisément, considérons les applications © : R® — R, Yy — Retvy:Q, — R"3
défines par :

O(u) = ugug(uj +uf —ui) + ugus(ui + u3 — u3)

pour u = (uy, iy, U3, ug, us) € R°,
’yk(w) = @(tkvxk7tk+1axk+1vtk+2) pour ke {]-7 N — 3}

(W) = Mmw), -, Tm-3w))
ol w = (tl,.’lﬁl,tg, R ;$n72>tn71) S Qn
2.3. Proposition. L’ensemble T',, des polygones géométriques inscriptibles est donné par T',, = v~ ({0}). De
plus, T, est une sous-variété différentiable de dimension n de l’espace euclidien R?" 3,
Preuve. Soit w = (t1,21, ..., tn—2,Tn—2,t,—1) un élément de €, représenté par un polygone (M, -, M,). On
a les équivalences :
wel, < (M,, My, Mj+1, Mi12) est inscriptible pour 1 < k <n —3
— @(tk,xk,tk+1,xk+1,tk+2) =0 pour 1 <k<n-3
< Y(w)=0 pour 1 <k<n-3
— v(w)=0
— wey 1 ({0}).
Maintenant nous allons montrer, par récurrence sur n > 4, que 'application v est une submersion en tout
point w of .

e Le cas n =4.

On a v = 7; et 'application :
Yo Q4 — R, w = (tl,ml,t2,$2,t3) — 'y(w) = tlscl(t?,) —+ I’g — t%) —+ tgxz(t% —+ LI}? — t%)
. . oy 71
est une submersion en tout point w € Q4. En effet, ﬁ(w) = —2ty(t1z1 + t3x2) # 0. Donc I'y = v~ ({0}) est
2

une sous-variété de codimension 1 de 'ouvert 4 et donc une sous-variété de dimension 4 de R®.

e Hérédité.
Supposons que, pour un entier fixé n > 4, ’application 7 est une submersion en tout point de €2,. Si a tout
élément w = (t1,21, ", tn—2,Tn-2,tn—1,Tn—1,tn) € Qpy1 on associe :

W' = (tlaxh e 7tn—27xn—23tn—1) S Qn
W' = (tn727xn727tn71>xn717tn) €y

on peut écrire w = (W, xp—1,tn) et y(w) = (y(w'),y(w”)) . Notons que nous utilisons la notation v pour trois
applications différentes. La matrice jacobienne de I'application v : Q,41 C R?>"™1 — R"2 en tout point
w € Q41 est donné par :

22 (5 cin)

ou :

o 0 s 2 ;
20 (o) For(w) o (W) W) (W)
o 9 2 5 ;
/ %(w/) azf (w/) e 8t77i2 (w/) 8x:i2 (w/) 8@7?1 (w/)
Aw') =
Y OV Y vn— On—
rgtl 3 ( /) ga:l 3 ( /) e 8’1”72 (w/) 8;7;72 (w/) ﬁ(w/)

qui est la matrice jacobienne de I’application v : Q, € R*"™3 — R"™% au point ',

"o _“@//@//@// //_@//@//
B = (00, 52, 22 W G0 W) et ) = (Fo). go ().



Par ’hypotheése de récurrence, la matrice A(w’) a pour rang n — 3. D’autre part, les deux dérivées partielles :
%ﬁ(w") =2xp_1tp—2Tn—2 +t, (x%—2 + ti—Q - t%—l)

00 (, 11\ _ 2 2 2
Bu (W) = 2tpty_2Tn_2 + Tpn_1 (22 5 +t2_5—t2_4)
ne s’annulent pas simultanément car si ¢’était le cas nous aurions :

B 00, 00
0= xn_18u4 (W) =ty

Oun (W) = 2z 1ty —a(zy 1 — 17,

qui implique x,,_1 = t,,. En tenant compte cette égalité dans la relation g—i(w” ) = 0, on obtient :

0=ty [(zn2+tn2)®—t2_4]

et par suite x,_o + t,_2 = t,_1. Ce qui contredit I'inégalité ¢,,_1 < x,_2 + t,_o entre les longueurs des cOtés
du triangle non dégénéré (M, 1, My—o, M,—1).

La matrice jacobienne de v : ,11 C R?"1 5 R""2 est donc de rang n— 2. Ce qui termine la démonstration
par récurrence.

On en déduit que, pour tout n > 4, 'application v : Q, C R**™3 — R" 3 est une submersion et que
I’ensemble non vide I',, = v~ ({0}) est une sous-variété de codimension (n — 3) de 'ouvert Q,, de R*" 2. Ceci
implique que T',, est une sous-variété de dimension n de R?"73, &

3. Polygones équilatéraux et polygones articulés

3.1. Polygones géométriques équilatéraux

Un polygone < My, -+, M, >~ (t;,x1,t2, T2, ,tn_2,Tn_2,tn_1) € , est équilatéral si, et seulement si,
on a M1M2 = Man, M2M3 = Man,...,Mn,QMn,1 = Man et Mnfan = Man ou rp = tl, To = tl,...7
Tp_o =11 et t,_1 =1;.

On peut donc voir que ’ensemble &, des polygones géométriques équilatéraux comme l’ensemble de niveau
A-1({0}) de Papplication A, : Q,, — R"~! définie par :

(3.1) An(t1, 21, - s tp—2, Tn—a,tn—1) = (x1 — t1, 22 — t1, .0, Tpeo — b1, tp1 — t1).

Proposition. L’espace &, des polygones géométriques équilatéraur est une sous-variété différentiable convezre de
dimension n — 2 de R*" 73,

Preuve. \, est la restriction & ,, de application linéaire surjective A, : R**™3 — R"~! définie comme suit :

An(t1,21,t2, @, tp—9,Tn_o,tn_1) = (x1 — t1,22 — t1, -+, Tp_o — t1,tn—1 — t1). C'est donc une submersion
en tout point de €2,,. Ceci montre que I’ensemble de niveau :

(3'2) )\;1({0}) =Q, N X;Ll({o})

est une sous-variété de dimension n — 2 de ,,. Elle est convexe comme intersection d’ensembles convexes. <
3.2. Polygones géométriques articulés

Un polygone articulé est un systéme mécanique consistant en n barres rigides [My Ma|, [My Ms],- - -,[M,,—1 M,,]
articulées a leurs extrémités My, -, M,. Les longueurs des barres u; = My Ms,---,u, = M,M; définissent
un élément u = (uy,- -, uy,) de Vouvert V,,. L’ensemble des articulations est 'ensemble de niveau g, ' ({u}) de

Iapplication Q,, c R*"~3 2 Y donnée par :

(33) Q’n(tla'r17t27x27 e 7tn—2a$n—27 tn—l) == ($17x27 Ty xn—27tn—1at1)-

Proposition. L’application q, est une submersion surjective dont chaque ensemble de niveau est une sous-variété
différentiable conveze de dimension n — 3 de R*"3. Ces ensembles de niveau sont les feuilles d’un feuilletage
Fy de dimension n — 3 sur Q,, dont Uespace des feuilles est V.

Preuve. L’application ¢, est la restriction & espace Q,, de la projection linéaire R*"~3 Any R™ définie par :

n(t1, 1, tne2, Tna,tn—1) = (21,22, -+, Tn—2, tn_1,t1).



C’est une submersion en tout point de €,. Le fait que g, est surjective est une conséquence du Théoreme 1.2.
On obtient donc un feuilletage F, de codimension n (et de dimension n — 3) sur l'espace €, ; ses feuilles sont
les variétés de niveau de l'application ¢,. L’ouvert V,, est 'espace des feuilles de ce feuilletage.

Pour tout u € V,,, I'ensemble ¢, ! ({u}) = Q, N g,  ({u}) est une sous-variété de dimension n — 3 de €2,,. Elle

est convexe comme intersection de parties convexes de R*" 73, &
4. Le feuilletages périmeétre-aire
4.1. On définit les applications p: Q, — R, A:Q,, — Ret ¥: Q, — R? par :

p(w) = périmetre de w
(4.1) A(w) = aire de w
¥(w) = (p(w), Aw)).
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Pour tout w = (t1, 21,2,y tn—2,Tn_2,tn_1) € Qy, On a :

pw)=ti+ a1 +za+ -+ Tn2+tn

AW) = 3V fw1) + -+ 1/ (wn2)

(4.2)

avec :
W = (tk,xk,tk+1) €V pour k € {1, vy — 2}

aire de wy, = 11/ f(wy) pour k € {1,--,n—} (Formule de Héron)

f@y,z) =(x+y+z)(—z+y+2)(z—y+z)(r+y—2z) pour (z,y,2) € V.
En posant s(x,y,z) = 4+ y + z, on obtient pour tout v = (x,y,2) € V :

J(0) = 5(v) (s(v) — 22) (s(v) — 2y) (s(v) — 22)..

D’autre part, les applications p, A et ¥ sont clairement différentiables et les gradients Vp(w) et VA(w)
sont :

Vp(w) = <g—£(w),%(w),...7£%(w), 83{1(@) —(1,1,0,1,---,0,1,1)

VA(Ww) = ( Viw) ... Vfwa-o) ) _ (\/f(wl) /PR IE/ T Vf(wn,2)>

8v/Fw) T8/ flwn2) ) 8 flony 7 Flon—2)

ou la dérivée logarithmique VTf est donnée en tout point v = (z,y,z) € V par :

Vi) _ Vs(v) V(s—2x)(v) V(s—2y)(v) V(s—2z)(v)
f(v) s(v) s(v) — 2z s(v) — 2y s(v) —2z
On en déduit :

1 0f N 11 1 1
f(v) %(v) - s(v) s(v)—2z + s(v)—2y + s(v)—2z

1_0f _ 1 1 _ 1 1
f(v) 0y (U) - s(v) + s(v)—2z s(v)—2y + s(v)—2z

1 of _ _1 1 1 1
f(v) E(v) — s(v) + s(v)—2x + s(v)—2y  s(v)—2z°



Par suite, les dérivées partielles de A sont :

AA _ AV f(w1) 1 1 1 1
Bitl(w) - 8 (s(wl) - s(w1)—2t1 + s(w1)—2z1 + s(w1)72t2)

O0A (UJ) _ \/f(‘*’l)

1 1 1 1
dx1 - 8 (s(wl) + s(wy)—2t1 - s(w1)—2z1 + s(w1)72t2)

HA _ Vfwn—2) 1 1 1 1
Oty —1 (OJ) - 8 (s(wn,g) + S(wn—2)—2tn_2 + s(wn—2)—2xp_2 - s(wn,2)72tn,1)
et pour k € {2,---,n—2}:

aA(w)_\/@( 1 1 1 _ 1 )

Bty - s(wr—1) + s(wr—1)—2tk—1 + s(wr—1)—2Tp—1 s(wr—1)—2t

1 1 1 1
+ 8 (s(wk) + s(wi)—2zy + s(wr)—2tk41 - s(wk)72tk)

dA _ AV f(wk) 1 1 . 1 1
Tzk(w) - 8 (s(wk) + s(wi)—2t s(wi)—2xy + s(wk)72tk+1) .

4.2. Théoreme. On a les assertions qui suivent.

(1) La fonction périmétre p et la fonction aire A sont des submersions sur Q. Donc les variétés de niveau
de p (resp. de A) sont les feuilles d’un feuilletage F,, (resp. F,) de codimension 1 sur €.

(2) Pour w € Q,, la différentielle d¥(w) est de rang 2 si w n’est pas un polygone régulier et de rang 1 si w
lest. Donc Uapplication U définit un feuilletage F de codimension 2 sur ouvert € de R?"™3 dont les éléments
sont les polygones non réquliers de .

Preuve. Soit w = (t1,21,"**,tn—2, Tn—2,tp—1) un élément de Q,, et (My,- -, M,,) un de ses représentants.
Point (1)

(%) Pour tout w € Q,, dp(w) # 0 puisque ngl(w) = 1% 0. Donc p est une submersion sur £,,.

() Pour tout w € 2, 24 (w) # 0 ou g—;}(w) # 0. En effet on a les implications :

"y Jty
A () =0
oty a a 2 2
et :i(w)+7“4(w):0:> + =0=1t +21=0.
24 () =0 Oty Oy s(wi)  s(wr) — 2ty

Mais la derniére égalité t; + x; = 0 ne peut pas étre satisfaite. Donc dA(w) # 0. Ceci prouve que A est une
submersion sur €2,,.

Point (2)
(%) Si les cotés du polygone ne sont pas tous égaux, il existe deux cotés successifs (de sommet commun M)
ayant des longueurs différentes. On peut supposer que M = Mj. Dans ces conditions les longueurs t; = M,, M3

0
et 1 = MM, sont différentes. Ce qui donne ﬁ(w) # 8—A(w) puisque on a 'implication :
1 Z1

0A 0A
aitl(w :Tm(w)ﬁtlle
La matrice jacobienne de I'application ¥ au point w est :
1 1 0 1 0 1 1
j(‘ll’ W) - A 0A A 0A A 0A 0A
aTl(W) aTl(W) a—tz(w) aTQ(W) Y Bt (w) 7,2 (w) dt, 1 (w)

Elle est de rang 2 puisque la sous-matrice 2 X 2 de J(¥,w) consistant en les deux premiéres colonnes est
inversible.

(%) Supposons le polygone équilatéral. Nous considérons deux cas :
e La condition (C) suivante est satisfaite.

Les dérivées partielles g—é(w), B?Jil (w), %(w)

) avec k € {1,---,n — 2} ne sont pas toutes égales

ou
au moins une des dérivées 22 (w), k € {1,---,n — 2} est non nulle.
Otr ) )




La matrice J(¥,w) a pour rang 2 puisque elle admet une sous-matrice d’ordre 2 inversible.

e La condition (C') n’est pas satisfaite. Dans ce cas la condition non(C) lest :

Les dérivées partielles g—ﬁ(w), afﬁ -(w), %(w)
non(C) avec k € {1,---,n — 2} sont toutes égales

et

les dérivées gT“:(w), ke {l,---,n —2} sont toutes nulles
et on a:

1 1 0 1 <o 0 1 1
(43) J(w)= 0.4 04 oA 04 oA
W 5w 0 FRw - 0 Fw) 5w

Ceci implique que J(¥,w) est de rang 1. Nous allons montrer que dans ce cas w est un polygone régulier.
0A 0A
@) = 0
6$k_1 (95%

() - () =0

Par suite, en tenant compte du fait que les cotés xx sont tous égaux dans ce cas, on obtient la factorisation :

Pour k€ {2,---,n—2},on a (w) qui implique :

643 t7 (th—1 — tisr) (i1 + tor1) (bom1tiers — @ + 63) (bo1ters + 2 — 87)

A 0

A= (zp—tp —terr)(@r — e+ tpgr)(Tr +te — thg1) (T + b + trgr)
(to—1 — @k — ) (te—1 — Tk + ) (t—1 + Tk — L) (tr—1 + Tk + ).

Donc (tg_1 — thr1)(tpo1ther — x5 + t2)(tp_1thyr + 3 — t2) = 0.

— Sitr_1 —tgr1 = 0, en tenant compte de la relation %(W) = 0, on obtient :

2 2 2
th = Tk + iy

Ce qui implique que les deux triangles (M,,, Myx_1, My) et (M, Myy1, M) sont rectangles respectivement en
My_1 et My 1. Par conséquent le quadrilatere (M, My_1, My, My 1) est inscriptible (My_1 = § = Mj41).

—Sitg_1tks1 — 33,% + t% = 0, le quadrilatere convexe (M,,, My_1, My, My11) a les propriétés qui suivent :

My_1 My =z, = MpMypy1 (Le polygone est équilatéral dans ce cas.)

t2 =23 — tp_1tps

2

— e R a2y —th_1tep1—ty_—Th trr1ttp—1
(4.4) cos My_1 = H5i=— = CTT = -
_ 2,2 2 2 2 2
cos M. _ bl % Tttt Tk it
k+1 = 2t 1Tk 2tpp1 Tk - 2z,

]\Z;:l = ]\/-Tk:1 (par I'égalité des cosinus).
Le triangle (Myg_1, My, My11) est donc isocele en M, et tp_1 = tg+1. Ceci implique, comme dans le cas
précédent, que le quadrilatere (M,,, Mx_1, My, My11) est inscriptible.

—Sitp_1tpr1 + xi — ti = 0, le quadrilatére (M,,, My_1, My, My41) est encore inscriptible puisque il satisfait
la relation cos My_1 = — cos My41. En effet, on a :
th = th_1te + 7}

2 2

T te—th Tptte—1tii1—th_,—T)
(4.5) cos My—1 = 7 =5 = 2th_1an =tpyr1 — tp—12%k
— 2 2 2 2 2 2
cos M, — le=topr =i ThAteabiein —te g =Tk teo1—tegn
k+1 2tp 41Tk PATERE I 2%k
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Nous avons montré, dans tous les cas, que le quadrilatere (M,,, My_1, My, My11) est inscriptible pour tout
k € {2,---,n — 2}. Donc le polygone (My,---, M,) est inscriptible. Comme ce dernier est équilatéral, il est
nécessairement régulier.

Finalement les points singuliers de I’application ¥ sont les polygones réguliers. La restriction de ¥ a €2 est
donc une submersion dont les variétés de niveau sont les feuilles d’un feuilletage F. &

5. L’exemple des triangles

C’est la situation o on voit plus concrétement les choses et ou les dessins sont plus visibles. La maniére dont
on va la traiter est légerement différente de celle dont on a usé jusqu’a présent.

5.1. L’espace des triangles

Se donner un triangle (dans n’importe quel espace euclidien, de dimension finie ou non), ¢’est se donner trois
nombres réels positifs ou nuls z, y et z, tels que :

z<y+=z
(5.1) {y§z+x
z<z+y

représentant les mesures des cotés. On adoptera la notation (xyz) pour la distinguer de celle qu’on utilise
habituellement : XY Z ou les points X, Y et Z sont les sommets. On sait en effet (premier cas d’égalité) que
(xyz) est isométrique a (x'y’2’) si x = 2/, y = ¢y et z = 2/. (Pour le moment on fera la différence entre un
triangle et un autre obtenu par permutation des trois nombres qui le représentent méme si, géométriquement,
ils sont les mémes!) Dans toute la suite, A sera le demi-périmetre A = zzﬂ

L’ensemble des triangles T est une partie de Ri. Nous le décrivons explicitement. Aux inégalités (5.1) sont
associées trois équations definissant trois plans :

S1.={e=y+z}
(5.2) Yo={y=z+xa}.
Sy = {z =+

Dans la tranche {z +y + z = 2A\} de Ri, Y1, Yo et X3 sont les cotés d’'un triangle équilatéral dans Ri dont
les sommets sont X = (0,\, ), Yy = (A,0,A) et Zx = (A, A,0) (voir dessin ci-dessous) ; ’enveloppe convexe
Py, (triangle plein) de ces points (le triangle X, Y)Z) et son intérieur) représente l’espace des triangles (xyz) de
prérimetre 2\.

Lorsque A varie en )/, on obtient un autre triangle plein Py/, image de Py par I’homothétie centrée & ’origine
et de rapport k = )‘7/ Donc, l'espace T est feuilleté par ces triangles; 7 est en fait un cone de sommet 1'origine
et de base n’importe lequel des triangles pleins Py, par exemple P; :

(5.3) T=|J AP={MX: XeP et \cR;}.
)\GR+
22X
X\
Y\
2
A

2
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Pour une situation particuliere qui va apparaitre par la suite, nous rappelons le résultat qui suit qui a été
établi dans le cadre plus général des polygones.

On se donne une famille de triangles ABC' ayant tous le méme périmetre 2X. Parmi tous ces triangles, celui
qut mazximise l'aire est le triangle équilatéral.

5.2. Le feuilletage périmeétre F,

Chacune de ses feuilles Py (ou A € R;) est définie par 1'équation p(x,y,z) = 2A ou p est la fonction
périmetre p(z,y,2) = x + y + z. Nous avons déja vu que la surface de niveau Py est Ienveloppe convexe du
triangle X, Y\ Zy. Lorsque A = 0, P, est le point (0,0,0) de Ri. Nous avons donc un feuilletage F,, singulier sur

Q3 dont les feuilles régulieres sont les surfaces Py (A > 0). Evidemment, en dehors de P,, Fp est trivial puisque
isomorphe au feuilletage produit P; x R .
5.3. Le feuilletage aire F,

La fonction A : ]Ri — R4 qui au triangle (zyz) associe son aire est donnée analytiquement par la formule
de Héron :

(5.4) Ay, 2) = i\/(x FEFTNI | SR | s | s

Le feuilletage F, qui nous intéressera sera celui dont les feuilles sont les surfaces de niveau de cette fonction.
On peut déja voir que la feuille A(z,y, z) = 0 est le cone fermé de base les cotés du triangle Py = X7Y17;. Ceci
étant réglé, on ne travaillera plus que sur Uintérieur de  qui est 'ouvert Q = Q3N (Rj_)s. Nous regarderons
donc la fonction A : Q — R

e La surface de niveau s de la fonction A sur ouvert  est exactement celle de niveau s2 de la fonction
® = A%. L’avantage de travailler avec ® plutdt qu’avec A est qu’il n’y a plus de racine carrée, ce qui simplifie
les calculs, entre autres celui de la différentielle qui joue un roéle fondamental. On considere donc la fonction :

= @yt 2@ -y )ty ).

e La différentielle de ® est de la forme :

(5.5) ®(z,y,2)

1
dd(x,y,2z) = E{A(;E, y,z)dx + B(z,y,z)dy + C(z,y, z)dz}
ol les fonctions A, B et C sont données par :

A =(—z+y+2)zc—y+2)(z+ty—2)—-(e+y+2)c—y+2)(c+y—2)
ta+y+2)(—z+y+z)(@+ty—2)+@+ty+2)(—z+y+z)(z—y+2)

(5.6) B =(-r+ty+2)z—y+)(zty—2)+@tyt+z)(z-—y+2)(r+y—2)
' —(@+y+2)(—z+y+2)(zty—2)+(@+y+2)(—z+y+2)(r—y+2)
C =(zt+ty+2)z—y+2)zt+ty—2)+(@+ty+t2)(z—y+2)(z+y—=2)

t@t+ytz)(—atyt+)(ety—2) - (@+y+2)(—z+y+2)(z—y+2).
Un calcul facile mais long montre que ces trois fonctions A, B et C ne sont nulles simultanément que si
x =y =2z=0, ce qui ne peut pas se produire car (0,0,0) n’est pas dans Q.

o A périmetre fixé 2]\, la fonction aire a est maximale, et donc la fonction ® aussi, lorsque r =y =2z = %/\;
en ce point ¢ vaut g—; Ce sont les valeurs prises par la fonction @ sur la demi-droite A d’équations z =y = z.
On se met maintenant sur Vouvert 0, = Q\ A. Pour tout u = (z,y, 2) € Q., la différentielle d,,® est de rang 1;

donc I'ensemble de niveau de ¢ passant par ce point est une surface réguliére, c’est méme une surface algébrique
de degré 4 (on dit une quartique). Elle a pour équation :

(z+y+2)(—z+y+2)(z—y+2)(z+y—2) =160(u).

Notons G le sous-groupe du groupe Isom(R3) des isométries de I'espace euclidien R? engendré par la rotation
r d’axe A et d’angle 2{ et la réflexion o par rapport au plan d’équation x = y. (Les restrictions de ses éléments
au plan d’équation z+y+ z = 2\ est le groupe des isométries du triangle équilatéral X,Y)\Z).) Il laisse 'espace
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Q3 invariant ainsi que son bord 9f23, la demi-droite A et les ouverts €2 et . Il agit donc sur 23 et fixe chaque
feuille de F, individuellement ; il en est de méme pour le feuilletage F,.

5.4. Soit ¥ : Q, — (Ri)2 la fonction définie par W(z,y, z) = (p(z,y, z), ®(z,y, z)). A un facteur multiplicatif

N . st . . , . 1 1 1 N
constant pres, la matrice de sa différentielle en u = (,y, 2) est donnée par d, ¥ = (A(u) B(u) C(u)) ou A,

B et C sont les fonctions données par (5.6). On peut montrer que ces fonctions ne sont égales que si z =y = z;
donc pour u € €., d, ¥ est de rang 2. Par suite, les ensembles de niveau de ¥ sont des courbes régulieres, feuilles
d’un feuilletage F, sur §2,.

5.5. Sur Q23 on a donc un feuilletage singulier 7 = F, N F,. Ses feuilles de dimension 0 sont les points de la
demi-droite {(%)\, %)\, %)\) : A € Ry}, Parmi les feuilles de dimension égale & 1, il y a les triangles de sommets
Xx = (0, ), YA = (N,0,)) et Zy = (A A,0) avec A € R ; toute autre feuille est une courbe d’équation
U (u) = constante dans Pouvert €2,. Ces courbes feuilletent bien str chaque plaque Py (feuille de F,,). Pour bien
voir ce que c’est, on projette orthogonalement cette plaque sur le plan z = 0 et on obtient le feuilletage du
dessin ci-dessous. Nous allons expliquer ce que tout cela signifie.

S Bt P v

La partie ©) constituée du triangle XY Z et son intérieur est le projeté sur le plan z = 0 de I’ensemble P
des triangles (z yxzy) de périmetre 2\. Notons que le bord de Py est un triangle équilatéral alors que celui
de ©) est un triangle rectangle isocele. Le feuilletage F sur Py est isomorphe au feuilletage du dessin via le
difféomorphisme f : Py — ©, défini par f(z,y,z) = (x,,0) et d'inverge f~!(z,y,0) = (z,y,2\ — 2 — y).

e Le bord XY Z correspond aux triangles qui ont une aire nulle : les triangles applatis i.e. ceux pour lesquels
on al'une des égalités c =y + 2, y=2z+zouz=x+y.

e Le point w de coordonnées (%)\, %)\) correspond au triangle équilatéral (zzz) d’aire maximale. Un triangle
équilatéral ne peut donc jamais se déformer en un autre triangle (quel qu’il soit) ayant méme aire et méme
périmetre.

e Les courbes forment un feuilletage de 0, \ {w}, chaque feuille correspond & ’ensemble des triangles ayant

~ . ) . _ N . 3%
méme aire. Elle a pour équation A\(2A — z)(2A — y)(x + y) = 8c ol ¢ est une constante variant dans ]07 e [

e Le morceau de diagonale UZ correspond & lensemble des triangles isoceles (pour lesquels = y). Dans
chacune des feuilles il y a exactement les projetés de deux triangles isoceles (zzz) et (x'z'z’).

e Enfin, on voit sur le dessin que toute la situation n’est invariante que par la réflexion o (symétrie par
rapport a la diagonale x = y) alors que sur le triangle Py elle est invariante par tout le groupe G. &

5.6. Geoffrey Letellier a trouvé deux droites de triangles isoceles (zayxzx) et (z)y)z}) paramétrées par A € R,
avec Ty = yy = %/\, Z = %)\ et o =y) = %/\, zh = %)\. Elles sont telles que, pour tout A € R :

(xrzazy) et (x\az}) ont méme périmetre 2.

(zazrza) et (zha)z)) ont méme aire %

(zrzazy) et (x)\2\ z}) ne sont pas isométriques.

Par exemple les deux triangles isocéles t =y =11, 2 = 6 et 2’ = ¢y’ =8, 2’ = 12 ont méme périmetre égal a
28 et méme aire égale a 124/7.
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6. Quelques propriétés des polygones liées a I'aire et au périmétre
Les résultats classiques qui suivent sont de beaux théoremes de la géométrie euclidienne élémentaire plane.
6.1. Théoreme (Inégalité isopérimétrique). De tous les polygones convexes 4 n cétés (n > 3) de périmetre
donné, le polygone réqulier est celui dont l'aire est maximale.

Pour une esquisse de la preuve voir par exemple [Han]. Dans le méme ordre d’idées, nous avons aussi le
théoreéme qui suit. Sa démonstration n’est pas difficile mais juste un peu longue et non immédiate. (Le lecteur
peut s’aventurer & la faire lui-méme!)

6.2. Théoreme. Parmi les polygones convexes dont les cotés ont des longueurs données, le polygone inscriptible
est celui dont laire est mazimale.

A Paide de I'expression analytique de la fonction “aire” A : w € Q, — aire(w) € R, nous démontrons les
résultats suivants liés aux deux théorémes classiques ci-dessus. (Cela a aussi été partiellement établi par une
méthode différente dans [Khi].)

6.3. Théoreme. On a les assertions suivantes.

(1) Pour tout nombre réel L > 0, la variété différentiable p=* ({L}) constituée de tous les n-polygones de
périmétre L est difféomorphe a un ouvert conveze Qy, 1 de R?™% ¢t la restriction Ay : Qnr +Rde AaQyr

admet un point critique en l'unique n-polygone régulier wy, de périmétre L.

(2) Les polygones convexes dont les cotés ont des longueurs données, forment une variété différentiable
difféomorphe & un ouvert conveze de R™ ™3 et la restriction de la fonction A & cet ouvert admet un point
critique en l'unique n-polygone inscriptible qui appartient a l’ouvert.

Preuve. Rappelons que, pour tout w = (t1,21,*+,tn—2,Tn—2,tn—1) € Qy, on a :

p(w) = périmetre(w) =t + a1 + -+ + Tpo + tn_1

Afw) = aire(w) = /T@n) + -+ VT )

avec
wi = (tk, Tk, try1) € V pour k € {1,---,n — 2}

fle,y,z2)=(z+y+2)(—z+y+2)(x—y+2)(x+y—2) pour (z,y,2) € V.
i\/f(v) pour v € V, on obtient :
A@) = hwn) + -+ + h(wn—2)

En posant h(v) =

pour tout w = (t1,21, "+, tn_2,Tn_9,tn—1) € Qp.
Point (1)
Soit L €]0,+0c0|. Pour tout w = (¢1,21,t2, ..., tn—2,Tn—2,tn_1) € Qp, on a :

p(w):L©t1:L_:El_"'_xn72_tn71

En considérant I'application affine 7' : R**~* — R?"73 = R x R*"~* donnée par :

u = (x17t27 e ;tn727xn72atnfl> — T(U) = (tl(u)’u)
ott t1(u) = L— a1 —+++ — Tp_9 — t,_1, on voit que p~! ({L}) est naturellement identifié & I'ouvert convexe
Q=T (Q,) de R*" 4,
Pour tout v = (z1,t2, -, tn—2,Tn—2,tn—1) € ., 0n a :

Ap(u) = h(t1(u), z1,t2) + h(te, x2,t3) + - + h(tn_2, Tn—2,tn—1).

Posons t; = t1(u) et wy = (tg, Tk, tg+1) pour k € {1,---,n — 2}. Les dérivées partielles en (x,y, z) € V sont :
on _ z(—:v2+y2+z2)
0 (00 2) = e ey e e T D
2 2 2
6.1 Oh (g y ) = y(e—v'+e7)
(1) o (92 = e e
2 12+ 2722
%(s,y,2) = L)

2¢/(z+y+2)) (—a+y+2) (z—y+2) (a+y—2)
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%éf (u) = 8%1 (h(ti(u), z1,t2)] = —%(M) + g—;‘(wl) =

(t1—x1) (trt+x1—t2) (b1 +x1+1t2)
2\/(t1+I1+t2)(*t1+1’1+t2)(t1*301+t2)(t1+$1*t2)

Béiffl (u) = 8t,?_1 [h (tl(u)vxlth) +h (tn727$n727tn71)] = —%(wl) + %(wn,Q)

et pour k € {2,---,n—2}:

%ﬁ‘: (u) = 52 [A (toe1, Th—1,tk) + B (e, Ths trg1)] = G2 (wWr—1) + 92 (wy)
(6.2)

Oty
Gk (u) = 2= [h (ta(u), 21, b2) + B (s s tir)] = — G2 (wr) + G2 (wr)

(%) Si les cotés du polygone ne sont pas tous égaux, alors il en existe deux consécutifs avec une extrémité
commune M et des longueurs différentes.
Par un changement de numérotation des sommets du polygone, on peut supposer que M = M;. Dans ces

conditions, les longueurs t; = M, M7 et x1 = M;M> sont distinctes. Ce qui implique que 3 L (u) # 0 et un’est
1
pas un point critique de Ay,.
(%) Si tous les c6tés du polygone sont égaux, alors ¢t = 1 = &9 = ... = &,,—2 = t,—1 €t pour que ce polygone
soit un point critique de Ay, on doit avoir %’?}f (u) = 0 pour tout k € {2,---,n — 2}, ou encore :
oh oh
—(tp—1, Tk, tx) = ——=— (tr, Tk, t our tout k € {2,---,n—2}.
82( k—1,4k, k) ax( ks Lk, k+1) p { }

Ce qui implique :

oh > [oh 2
(&(tkl,xk,tko — (6x<tk7wk7tk+1)> =0 pour tout k € {2,---,n — 2}.

Le développement de cette relation conduit a 1’égalité suivante :

(thr1th—1 + 27 — t2) (tsath—1 — 22 + 12) (o1 + th1) (o1 — th1)Tot? _
by

0

Y= (tpy1 + o +te) (g1 + 2p — tr) (berr — o + ) (trp1 — Tr — t)
(th—1 +xp +ti) (o1 + xp — 1) (o1 — ke + ) (tem1 — Tk — tr)-
D’ou :
(ths1 — th1) (bos1th—1 — Tp + 62) (brpato—1 + 73 — t3) = 0.

La preuve se termine comme celle du Théoreme 4.2. On obtient ainsi I'inscriptibilité de tous les quadrilateres
(M, M1, My, My41) pour k € {2,---,n—2} et donc celle du polygone (My, - - -, M,,). Mais comme ce dernier
a tous ses cotés de méme longueur, il est nécessairement régulier.

Finalement, les points singuliers de I’application Ay, sont les polygones réguliers de €2,, 1, c’est-a-dire 'unique
n-polygone régulier wy, de périmétre L.

Point (2)

Soient v = ({1,%1,  *,Tn—2,tn—1) € V, et F, 'ensemble des polygones convexes dont les cotés sont i1,
Ti, - Tn—2, tn—1. Par la proposition 3.2, cet ensemble est une sous-variété de €,,, difféomorphe & un ouvert

convexe de R" 3.

D’autre part, la fonction aire A : F;, — R est donnée, pour t = (ta,t3, - ,t,—2) € F, par :
(6.3) A(t) = h(ty,T1,t2) + h(te, Ta,t3) + -+ + h(th—2,Tn_2,tn_1)
En posant :

w1 = (flaflatQ)
wi = (tk, Tk, tgy1) pour k € {2,---,n — 3}
Wn—-2 = (t7L—23fn—27in—1)a
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on peut exprimer les dérivées partielles de A comme suit :

0A y 0 oh oh

2.0 =3 [P (te—1, -1, te) + P (b, Ty 1)) = 5 (Wr-1) + 5 (@)

Un point critique ¢ € F,, de la fonction aire doit satisfaire :

%(wk_l) + %(wk) =0 et donc (gh(wk_l))Q - (gZ(wk)>2 =0.

0z z
En posant w1 = (u,v,w) et wx = (w, s,r), on obtient % =0ou:

a= w? (’I“qu + rsu? 4+ rsv? — rsw? + s2uv — uva)

(—7“2uv + rsu? + rsv? — rsw? — s2uv + uva) .

et :
B=r—s—w)ir+s—w)(r—s+w)(r+s+w)(—u—v+w)(u—v+w)(—u+v+w)(u+v+w)

ou :

2 - rsw?) + (s*ww — wow? + r*uw)]

2

[(rsu? + rsv
—rsw?) — (s*wv — wwow? + r’uw)| = 0.

[(rsu? + rsv?
Ceci implique :
2

(rsu2 + rsv” — rsw2)2 - (Szuv — uvw? + T2uv))2 =0

ou :
rs(u? +v? — w?) = uv(r? + s — w?).
On en déduit donc :

cos My_1 = £ cos My

qui implique que le quadrilateére (M,,, My_1, My, My1) est inscriptible pour tout indice k € {2,---,n—2}. Par
suite le polygone t is inscriptible.

Inversement, si le polygone t € F), est inscriptible, on peut aisément montrer que ¢ est un point critique de
la fonction aire A. &
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