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AVANT-PROPOS

Ce cours est une introduction a la notion de mesure cet celle d'intégrale de
Lebesgue. |l est présenté de facon trés élémentaire et est réduit a I'essentiel
de la théorie. Le lecteur désireux d'en savoir plus peut consulter les ouvrages

mentionnés a la fin du texte.

Dans le chapitre | on introduit la notion d'algebre de Boole et celle de
tribu ou o-algebre. Ensuite on définit les fonctions mesurables et on donne leurs
propriétés essentielles. Le chapitre Il introduit la notion de mesure sur une tribu
et certaines de ses propriétés. On énonce seulement (car la démonstration est
loin d'étre triviale et est assez longue) le théoreme de prolongement d'une mesure
a la tribu engendrée par une semi-algebre de Boole et on |'utilise pour construire
la mesure produit sur un produit fini d’espaces mesurés ainsi que la mesure de
Lebesgue sur R. On termine par la notion de propriété vérifiée presque partout
fondamentale en analyse. Dans le chapitre |l on définit I'intégrale au sens de
Lebesgue sur un espace mesuré (€2, A, 1) quelconque. On y démontre le théoréme
de convergence dominée (ou théoréme de Lebesgue) et on en donne les applica-
tions les plus importantes : passage a la limite sous le signe somme et dérivation
d'une intégrale. Dans le chapitre IV on démontre un résultat important en théorie
de l'intégration : le théoréeme de Fubini qui permet de calculer I'intégrale (d'une
fonction intégrable) sur un espace produit en intégrant successivement sur chacun
des facteurs. On y définit aussi les mesures a densité et on énonce le théoreme de
Radon-Nikodym (dont la démonstartion est aussi laborieuse que celle du théoréme
de prolongement d'une mesure) ainsi que le théoreme de transfert et la formule
de changement de variable. On termine le cours par le chapitre V dédié au calcul

des volumes des boules et des spheres des espaces euclidiens R".



CHAPITRE 1
ESPACES MESURABLES

Le but de ce chapitre est d’introduire la notion d’espace mesurable et d’en donner quelques
exemples. Nous définirons les applications mesurables qui sont des objets fondamentaux

elles sont aux espaces mesurables ce que sont les applications continues aux espaces
métriques. Nous décrirons leurs propriétés plus particulierement dans le cas ou elles pren-

nent des valeurs réelles.
1. Algebres de Boole

Pour avoir une idée de la notion de mesure, nous allons regarder de maniere assez vague
(mais intuitive) un exemple concret. Considérons I'ensemble des réels 2 = R et essayons
de voir a quel type de partie A de €2 on pourrait associer un nombre réel p(A) qui serait
censé représenter une mesure de A. Nous allons commencer par les parties les plus simples,
c’est-a-dire les intervalles (ouverts, fermés ...). Convenons, pour simplifier le langage, de
dire qu'une partie A est mesurable si on peut lui associer une “mesure”. Cette appellation
reste pour le moment assez vague car le fait qu'un ensemble soit mesurable ou non dépend
de la maniere dont on veut le mesurer.

Si A = |a,b| est un intervalle borné (ouvert, semi-ouvert ou fermé) on pose, par

définition :
(I.1) w(A) =b—a.

Autrement dit, la longueur de A peut étre prise comme mesure de A. Si A est non borné,
on prend p(A) = +oo. Il découle de (I.1) que la mesure d'un point A = {a} = [a,a] et
celle de I’ensemble vide () = ]a, a[ sont nulles.

i) Soient A = |a,b| et B = |c,d| deux intervalles. Alors il est clair que la mesure de

A U B n’est pas toujours égale a la somme des mesures respectives de A et B mais :
(1.2) n(AU B) = p(A) + u(B) — n(AN B)
qui implique en particulier que si AN B = (), alors (AU B) = u(A) + u(B) et il est

raisonnable d’exiger d’une “mesure” de vérifier une telle propriété. On peut donc mesurer

les réunions finies d’intervalles.



ii) Comme on admet que ’ensemble 2 tout entier est mesurable, il est normal de
demander que si A est mesurable, son complémentaire A° doit étre aussi mesurable et que
sa mesure (demandons a celle de A d’étre finie) est p(2) — pu(A).

iii) Soit (A, )n>1 une suite d’intervalles, deux & deux disjoints. On pose :

(13) 2 U Ap | = Z M(An)

n>1

que la série converge ou non. On peut remarquer que si A et B sont des réunions
dénombrables d’intervalles deux & deux disjoints alors A C B implique u(A) < p(B).

Si donc (A,,),>1 est une suite d’'intervalles quelconques, la suite :

w L>Jl Ay | = N1—1>I—I|—loo UN -

est croissante. On pose alors :

On peut donc mesurer les réunions dénombrables d’intervalles et par suite les intersections

dénombrables d’intervalles puisque :

C

4= U4

n>1 n>1
Mais on ne peut rien dire, d’'une maniere générale, de la mesure d’une réunion non
dénombrable d’intervalles de R.

A partir de cet exemple, on voit que les premiers objets qui interviennent en théorie
de la mesure sont des parties d’'un ensemble ) astreintes a vérifier certaines propriétés.
C’est ce que nous allons préciser dans ce chapitre. Dans toute la suite, €} sera un ensem-
ble non vide ; P(£2) désignera ’ensemble des parties de 2. Si A € P(£2), A® sera son

complémentaire dans €.

1.1. Définition. On appelle algébre de Boole sur §) toute partie Ay de P(QQ) vérifiant
les propriétés suivantes :

Z) Qe A,

Z'Z')AGAQ:ACEAO ;



i) A,B e Ay = AUB € A,.

Il découle de cette définition que :
iV) 0e A ;
V) A Be Ay— ANB e A.

On peut donc remplacer dans la définition 1.1. la condition i) par iv) et la condition
iii) par v).
1.2. Remarques

i) {0,Q} et P(Q2) sont des algebres de Boole. Ce sont respectivement la plus petite et
la plus grande algebres de Boole (au sens de 'inclusion) qu’on puisse définir sur .

ii) Si (A;)ier est une famille quelconque d’algebres de Boole sur €2, alors A = (1, A;
est une algebre de Boole sur ).

iii) Si C est une partie de P(£2), il existe une plus petite algebre de Boole b(C) contenant
C ; c’est I'intersection de toutes les algebres de Boole sur €2 qui contiennent C ; on I'appelle
algebre de Boole engendrée par C.

Considérons la famille S de tous les intervalles (ouverts, semi-ouverts ou fermés de
R). On constate que :

i) 0 =]0,0[ et R sont dans S,

ii)si A,Be Salors ANB € S,

iii) A € S n’implique pas en général A° € S mais seulement A° est réunion de deux
intervalles disjoints.

Cecl nous amene a la :

1.3. Définition. On dira qu’une partie S de P(S2) est une semi-algébre de Boole sur
Q si:

i)0,Q€eS ;

i) ABeS= ANBeS;

iii)) A € S = A° est réunion finie de parties de 2 dans S, deuzr a deux disjointes.

2. Motivation probabiliste

Nous allons expliquer comment les algebres de Boole interviennent en théorie des proba-
bilités et a quel point s’arréte leur efficacité. Nous nous contenterons de le faire sur des

exemples.
2.1. La notion d’épreuve aléatoire
Une épreuve aléatoire est une expérience dont les résultats sont liés au hasard et ne

peuvent étre prévus avec certitude a I’avance. Les exemples expliquent mieux cette notion.
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i) On prend une piece de monnaie et on suppose que si on la jette, alors le résultat
donne soit pile, soit face et rien d’autre. Les résultats possibles peuvent donc étre décrits

par ’ensemble & deux éléments :

Q=A{mf}.

Chaque partie de €2 représente un événement ; par exemple :

- “avoir pile” = {r} ;
- “avoir pile ou face” = {m, f} =Q ;
- “ne pas avoir pile et ne pas avoir face” = ().

ii) On jette la méme piece de monnaie deux fois. Dans ce cas on a :

Q= {rm,xf, fr, ff}.

On peut considérer les événements :

- A =“avoir au moins une fois pile” = {7m,7f, fr} ;
- B =“avoir au moins une fois face” = {ff, fr,7f} ;
- C' ="avoir exactement une fois pile et une fois face” = {rf, fr} = AN B. L’événe-

ment A U B signifie que 'un au moins des événements A ou B se réalise ; A N B signifie
que A et B se réalisent simultanément. L’événement () est I’événement impossible : il
ne se réalise jamais ; par contre §2 est I’événement certain : il se réalise toujours. Si A
est un événement, A° est I’événement contraire : A€ se réalise si, et seulement si, A ne
se réalise pas. On voit donc la nécessité des axiomes imposés dans la définition d’une
algebre de Boole. Mais, malheureusement, ces axiomes sont insuffisants pour décrire tous
les événements dans certaines épreuves aléatoires comme on peut le voir dans I'exemple

du
2.2. Jet infini d’une piéce

On jette une infinité dénombrable de fois une piece de monnaie (on suppose évidem-
ment que cela est possible) et on s’intéresse aux résultats possibles de cette épreuve. Ils

sont du type :

(wl,w2,...wn,...)

otl, pour tout ¢ € N*, w; est égal soit & 7 soit a f. L’ensemble  est donc assez grand.
Considérons ’événement A =“on a pile pour la premiere fois au bout d’un nombre pair de

jets”. Pour tout p € N*, soit A, I'évenement ;
AP = {(f?"‘7f77rawiywi+1,...)}

hv_/

2p—1 fois
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ou w; € {m, f} pour i > 2p+ 1. Alors I’événement A n’est rien d’autre que la réunion de

A= | 4,

pEN*

tous les A, pour p € N* i.e.

La notion d’algebre de Boole ne permet donc pas de décrire une telle épreuve aléatoire.

Il faut remplacer l'axiome iii).
3. La notion de tribu

3.1. Définition. On appelle tribu sur Q toute partie A de P(QQ) vérifiant les propriétés
sutvantes :
i)Qe A ;
ii) Ae A= A€ A ;
iii) si (Ap)n>1 est une suite dans A, alors la réunion A = U A,, est encore dans A.
n>1
Bien entendu, une tribu est une algebre de Boole. Le couple (£2,.4) est appelé espace

mesurable.
3.2. Exemples de tribus

i) De maniere évidente, P(2) est une tribu sur €2 ; c’est la plus grande (au sens de
I'inclusion) et elle est trop grande quand € n’est ni fini, ni dénombrable. De méme {0, Q}
est la plus petite tribu sur €2 ; et elle n’est pas d’un grand intérét.

ii) Soit A € P(Q). Alors A = {0, A, A°,Q} est une tribu sur .

iii) Une intersection quelconque de tribus sur € est encore une tribu. Si C est une
partie de P(£2), alors I'intersection de toutes les tribus contenant C (il y en a au moins une

qui est P(2)) est appelée tribu engendrée par C et sera notée o(C).
3.3. Tribu borélienne

Supposons que () est un espace métrique et notons 7 ’ensemble de ses ouverts. La
tribu (7)) engendrée par 7 est appelée tribu borélienne de 2. On la note Bg. Elle est
aussi engendrée par les fermés de Q. Par exemple, pour R", on peut vérifier que Bq est
engendrée par 'une quelconque des familles suivantes :

- les produits d’intervalles ouverts ou fermés de R ;

- les boules ouvertes ou fermées de R" ;

- les produits d’intervalles ouverts, semi-ouverts ou fermés de R dont les extrémités
sont rationnelles ;

- les boules ouvertes ou fermées de R™ de rayon rationnel et centrées sur les points

rationnels.



3.4. Produit d’espaces mesurables

On consideére des espaces msurables (21,.41),...,(Q,,4,), on note Q le produit

cartésien 2y x ... x Q, et S la classe des parties de la forme :
Al x...x A,

ouA; € A, ..., A, € A,. La tribu A sur €2 engendrée par S est appelée tribu produit (ou
produit tensoriel) de Ay, ..., A,. Onlanotera A = A1 ®...®A4,,. On a, par exemple, si les
; sont des espaces métriques et {2 muni d’une des métriques produit B = Bg, ®...®Bq,, .
En particulier Bpn = B ® ... ® Bp (produit tensoriel n fois).

La tribu borélienne By (de R™ de fagon générale) est immense a tel point qu’il n’est
pas du tout évident de trouver une partie de R qui ne soit pas dans By ; les méthodes

connues a ’heure actuelle pour avoir un tel objet ont recours a l'axiome du choizx.
4. Applications mesurables

Comme nous I’avons signalé au début de ce chapitre, une application mesurable est en
théorie de la mesure ce qu’est une application continue en topologie. Pour les espaces
mesurables dont la tribu est associée a une topologie, la mesurabilité est une notion plus
générale que celle de continuité. Dans cette section, nous définirons la notion d’application
mesurable et donnerons les principales propriétés de celles qui sont a valeurs réelles ; elles
seront pratiquement les seules a intervenir tout le long de ce cours.

Soient (£2,.A) et (E, B) deux espaces mesurables et f : 2 — E une application.

4.1. Définition. On dira que f est mesurable si, pour tout B € B, ’ensemble f~(B) €
A.
Evidemment, si A = P(Q), toute application de Q2 dans E est mesurable.

4.2. Théoreme. Soient Q2 un ensemble, (E,B) un espace mesurable et f : Q — E une
application. On pose A= f~1(B). Alors :

i) A est une tribu sur €,

it) siB=0(C), ona A=0c[f71(C)].

On dira que A = f~1(B) est la tribu engendrée par f : Q@ — (E,B). Cest la plus
petite tribu sur €2 pour laquelle f est mesurable. De la méme maniere, si f; : Q@ — (E;, BB;)
est une famille d’applications, alors la plus petite tribu sur €2 qui rend mesurables toutes
les f; est par définition la tribu engendrée par la famille (f;)icy.

Sif:(QA) — (E,B) avec B = o(C), alors f est mesurable si, et seulement si,
) c A

Du théoréme 4.2 on déduit immédiatement le :
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4.3. Corollaire. Soit f : 1y — Qo une application continue entre deux espaces métriques
Oy et Qy. Alors f est mesurable (pour les tribus boréliennes associées auz topologies

respectives sur {1 et Qg).

Le théoréme qui suit (de démonstration immédiate) est important car il permet de
définir la catégorie des espaces mesurables : les objets sont les ensembles munis d’une tribu

et les fleches, les applications mesurables entre ces ensembles.

4.4. Théoreme Soient (1, A1), (Q2,As) et (Q3,.A3) trois espaces mesurables et con-
sidérons des applications mesurables f : Q1 — Qg et g : Qo — Q3. Alors la composée

go f: Q1 — Qs est mesurable.
5. Applications mesurables réelles

Lorsqu’on parlera d’application (ou de fonction) mesurable de Q dans R, on supposera
toujours que R est muni de sa tribu borélienne canonique B. Dans ce cas, en vertu du
théoreme 4.2 et du fait que la classe des parties de R de la forme | — 0o, x] (avec z € R)

engendre B, on peut caractériser la mesurabilité a I'aide du

5.1. Théoreme. Soient (2, A) un espace mesurable et f :  — R une application. Alors

f est mesurable si, et seulement si, pour tout x € R [’ensemble :

FH-o0a)={f<a}={weQ: fw) <z}
appartient a A.
5.2. Notations

Soient f,g: ) — R deux fonctions. Pour tout w € 2 on pose :

(f+9)w) =flw) +gw) et (fo)lw)= flwg(w)

(inf(f, 9)) (w) = inf(f(w), g(w))
et :
(sup(f, 9)) (w) = sup(f(w),g(w))

ft=sup(f,0) et [~ =sup(—f,0).

On vérifie facilement que :

f=fr—f et |fl=f"+f".



Si (fn)n>1 est une suite de fonctions réelles définies sur €2, on pose pour tout w € € :

(509 4,) (@) = sup( ()

n>1 n>1
et :
(inf £n) (@) = int (£ o)
(limsup f,,) (w) = limsup(f,(w)) = inf {sup fn(w)]
N21 | n>N

et :

(liminf f,) (w) = liminf(f,(w)) = sup {inf fn(w)] .

N>1 |[n2N
Soit A une partie de €2. On appelle fonction indicatrice de A, la fonction 14 définie

par :

(1 siwe A
La(w) = {O sinon.

Il est clair que 14 est mesurable si, et seulement si, A € A.
On dira qu'une fonction mesurable ¢ : Q@ — R est étagée, s’il existe une partition
finie (Aq,...,Ag) de Q avec A; € A pour tout i € {1,...,k} et des nombres a; € R tels

que :
k
p = ZailAi'
i=1

Le lecteur pourra remarquer que la partition Aq,..., A; n’est pas unique.
On notera :

i) M T'ensemble des fonctions réelles mesurables sur €2 :
M+ = {f eEM: f > O}a
ii) £ 'ensemble des fonctions réelles étagées sur 2 et :

Er={pe& : p>0}.

On a bien sir :

ECS et E+CM+.

5.3. Théoreme. i) L’ensemble M muni de ’addition et de la multiplication est une algébre

unitaire.



ii) Soit (fn)n>1 une suite dans M ; alors sup fy,, inf f,,, limsup f,, et iminf f,, (qu’on
suppose exister pour tout w) sont dans M. Si f, converge simplement vers f, alors f est

mesurable.

Il découle de ce théoreme que si f,g € M alors sup(f,g), inf(f,q), f*, f~ et |f]

appartiennent & M.

Le théoreme suivant permet d’approcher n’importe quelle fonction de M par une

fonction étagée. Il sert a définir 'intégrale.

5.4. Théoreme. Soit f : Q2 — R une fonction mesurable. Alors f est limite simple d’une
suite de fonctions étagées f, sur Q. Si f est positive, la suite (f) peut étre choisie de

telle sorte qu’elle soit dans 4 et croissante. (Elle tend donc en croissant ver f.)
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CHAPITRE II
ESPACES MESURES

Nous avons introduit, dans le Chapitre I, tous les ingrédients nécessaires pour aborder la
théorie de la mesure proprement dite. Nous allons définir, de maniere précise, la notion de
mesure sur une tribu. Nous énoncerons le théoréeme de prolongement qui permet d’étendre
une mesure, définie a priori sur une semi-algebre de Boole, a la tribu qu’elle engendre.

Nous I'appliquerons ensuite a la construction de la mesure de Lebesgue sur R.
1. Définitions et exemples

Soient €2 un ensemble et A une partie non vide de P(2). (A priori, A n’est pas une tribu.)

1.1. Définition. On appelle fonction d’ensemble sur A toute application p sur A a
valeurs dans RU {+oc0}. On dira que p est :
i) additive si, pour toute famille finie (Ap)n=1,...x dans A telle que la réunion des A,

soit encore dans A et n #p = A, N A, =0, alors :

k k
(H'l) K (U An) = Z,U(An)v

i) o-additive, si pour toute suite (Ay), N d’éléments de A deur a deux disjoints telle
que la réunion des A,, soit encore dans A (condition automatiquement satisfaite si A est

une tribu) et Z w1(Ay) converge, alors :

(H'2) 2 U Ap | = Z N(An)
nGN nEN

Soit (£2,.4) un espace mesurable.
1.2. Définition. On appelle mesure sur A toute fonction d’ensemble sur A, positive,

o-additive et non constante avec la valeur +o00o.

Pour A € A, le nombre p(A) s’appelle mesure de A. Le triplet (2,4, 1) ot A est une
tribu sur € et g une mesure sur €2 s’appelle espace mesuré.
L’addition et la multiplication des réels est prolongée & tout R, = [0, +-oc] de la facon

suivante. Soit a € Ry ; alors on convient que :
+00 + (+00) = 400, a4+ (+00) =400 0x+oco=0
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+00 X (+00) =400 +a X (+0) =400 avec a > 0.

Les expressions (I1.1) et (II.2) auront donc toujours un sens que les nombres positifs 11(A,,)
soient finis ou égaux a +oo.

Soit 1 une mesure sur un espace mesurable (€2, .4). On dira que p est :

i) finie si, pour tout A € A, u(A) < 4o0o0. Comme pour tous A,B € A, A C B
implique p(A) < u(B), p est finie si, et seulement si, u(Q) < 400 ;

ii) o-finie si Q = J, .N An avec A, € A et pu(A,) < +00;

iii) une probabilité sur € si p(2) = 1.

1.3. Conséquences

Soit (€2, A, ) un espace mesuré. Alors :

i) u(@) = 0 ; en effet comme p n’est pas constante avec la valeur +oo, il existe A € A
tel que pu(A) < +oo. Soit (A,), Ny la suite d’éléments deux a deux disjoints dans A définie
par :

A=A et A,=0 pourn>2.

La réunion des A,, est égale a A et la o-additivité de p donne :
p(A) = p(A) + > p(An).
n=2

Ceci implique que la série Y7, u(A,) converge et est égale & 0. Comme tous ses termes
sont égaux a u(() on en déduit que p(0) = 0.

ii) p est additive. En effet soit (A, )p=1,. . r une famille finie dans A telle que n #
p= A,NA,=0;on pose :

A/:{An Sllgngk

" 1] sinon

Alors (A!,) est une suite de parties dans A deux a deux disjointes et telles que :
k

U 4, = 4.

n>1 n=1
Comme p est o-additive on a :

k k
M(U An) (U = S ut = 3wt
n=1 n>1 n>1 n=1

qui montre bien que p est additive.
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1.4. Exemples de mesures

i) Supposons 2 fini de cardinal n et A = P(2). Pour tout A € A on note |A]| le
cardinal de A. On pose :
A
u(a) = 21
On obtient ainsi une mesure (une probabilté en fait) sur 2.

ii) Supposons 2 quelconque et A = P(2). Pour A € A posons :

m(A) = {|A| S%Aest fini
+00  sinon
Il est facile de voir que m ainsi définie est une mesure sur (£2,.4) appelée mesure de
comptage. Elle est o-finie si, et seulement si, Q est dénombrable (cf. Exercice 1).

iii) Soient (£2,.4) un espace mesurable et w un point de €. Pour tout A € A on pose :

ou 14 est la fonction indicatrice de A. Il est facile de voir que 'application d,, ainsi définie
est une mesure sur (£2,.4) ; on appelle mesure de Dirac au point w.

On appelle mesure discréte sur (€2, A) toute combinaison linéaire dénombrable:

p= Zpiéwi
=1

de mesures de Dirac d,,, ou les p; sont des nombres réels strictement positifs.
L’introduction de mesures intéressantes sur les ensembles non dénombrables nécessite

un peu plus de matériel. Nous verrons comment arranger cela dans la suite.
2. Propriétés des mesures

Fixons quelques notations. Soit {2 un ensemble. Si A et B sont des parties de Q) alors
B — A sera l'intersection de B avec le complémentaire de A. Soit (A,),>1 une suite
d’éléments dans A. La suite (A,,) est dite croissante (resp. décroissante) si A, C Api1
(resp. Ap4+1 C A,) pour tout n > 1. On dira que la suite (A,,) tend en croissant (resp.

tend en décroissant) vers A si elle est croissante (resp. décroissante) et si :

A= [jAn (resp.A: ﬁAn>.
n=1

n=1

Dans ce cas on note :

A, TA  (resp. 4, | A).
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On appelle limite supérieure et limite inférieure de (A,) les parties de  définies

respectivement par :

(IL.3) limsup 4,, = ﬁ ( . An> et liminf A, = [j (ﬁ An>.
N

N=1 \n= N=1 \n=N

On dira que (A,,) est convergente si limsup A,, = liminf A,,.
2.1. Proposition. Soit (2, A, 1) un espace mesuré.

i) Si A, B € A sont tels que A C B et u(B) < +00, alors u(B — A) = u(B) — u(A).

Soit (Ap)n>1 une suite d’éléments dans A.

i) St (Ay) tend en croissant vers A € A, u(A,) tend en croissant vers pu(A).

iii) St A, | A € A et s’il existe ng tel que pu(Ap,) < +oo, alors p(A,) tend en
décroissant vers p(A).

iv) On a toujours :

H ( An) < ZN(An)

n=

v) On a p(liminf A,,) < liminf u(A,,) et s’il existe ng tel que :
H ( U An) < +00,
n=mno

alors limsup pu(A,) < p(limsup A,,). En particulier si u est une probabilité, on a :
(A, tend vers A) = (u(A,) tend vers u(A)).

vi) On a :

Z p(A,) < +o0 = p(limsup A,,) = 0.
n=1

3. Le théoréme de prolongement

Comme nous 'avons déja signalé, la construction d’une mesure intéressante sur un en-
semble non dénombrable ne se “voit de maniere explicite” que sur certains éléments (qui
forment souvent une algeébre de Boole ou une semi-algebre de Boole) de la tribu. C’est
sur ces parties que 'on construit d’abord une telle mesure; le théoreme de prolongement
permet de I’étendre ensuite a toute la tribu. La démonstration de ce théoreme découle de

plusieurs lemmes et ese un peu longue a mener !
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3.1. Théoreme de prolongement. Soient Ay une algebre de Boole sur 2 et A la tribu
engendrée par Ag. Alors toute mesure bornée sur (2, Ag) se prolonge de maniére unique

en une mesure sur (£, A).

Ce théoreme, qui reste valable méme si la mesure n’est pas bornée, permet de con-

struire le produit d’un nombre fini de mesures et la mesure de Lebesgue sur R.
3.2. Produit tensoriel de mesures

Soient (1, A1, 1), -+ (2n, Ap, tir) des espaces mesurés. La famille S des parties de
Q=01 x...xQ, delaforme A; x ... x A,, ou A; € A; pour tout i = 1,...,n est une

semi-algebre de Boole. Alors en posant :

[L()(Al X ... X An) = /Ll(Al) EE ,un(An)

on peut définir une mesure sur 'algebre de Boole Ay engendrée par S qui se prolonge de
facon unique en une mesure sur A = 4; ® ... ® A, qu’on notera 1 ® ... ® p, et qu’on

appelle le produit tensoriel de pq, ..., pin.
3.3. Mesure de Lebesgue sur R
On pose © =0, 1]. Alors ’ensemble des parties de 2 de la forme :

k

(IL.4) A= {Jla,bi]

=1

avec 0 < a; < by <ag <by <...<ar <bg <1 est une algebre de Boole Ay sur € qui

engendre la tribu borélienne Bg. Pour A € Aj de la forme (I1.4) on pose :

(IL.5) (A) = Z(bi — a;).

Alors p est une mesure finie sur 4g. D’apres le théoreme de prolongement, elle s’étend de
maniére unique en une mesure \g sur Bg.
Pour tout A € By et tout n € Z, soit A, = AN|n,n+1] ; d’autre part sia € R, a+ A

sera l’ensemble {a + 2 : = € A}. On pose :
(IL6) AA) =) No(—n+ Ay)
nel,

On obtient ainsi sur R une mesure A\, o-finie appelée mesure de Lebesgue.
La mesure de Lebesgue sur R" est obtenue en faisant le produit tensoriel n fois de la

mesure \.
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Le lecteur peut vérifier que la mesure de Lebesgue sur R (et sur R aussi) est invariante

par translation i.e. pour tout A € By et tout u € R on a :
AMu+ A) = A(A).

C’est une propriété importante de A. Malheureusement cette mesure A a un point faible
car elle ne permet pas de mesurer toutes les parties de R méme quand elles sont bornées.
L’idéal, en théorie de la mesure (sur R), serait de pouvoir construire une fonction d’ensem-

ble p sur tous les bornés, positive, o-additive et telle que :
i) ([0,1]) = 1,
ii) si A et B sont bornés et isométriques, alors pu(A) = pu(B).
Ce probleme est connu comme étant le probléme difficile de la théorie de la mesure.

Il admet une solution négative (cf. [Ek] page 32).
4. Propriétés vraies presque partout

Soit (£2,.A, ) un espace mesuré.

4.1. Définition. On dira que A C Q) est de mesure nulle pour p si A € A et vérifie
w(A) = 0. On dira que A est négligeable s’il est contenu dans un ensemble de mesure

nulle.

Une propriété sur 2 est dite vérifiée presque partout pour la mesure p (en abrégé u-pp)

si 'ensemble des éléments de 2 qui ne la vérifient pas est de mesure nulle.
4.2. Exemples

On dira que :
i) f,g € M sont égales pu-pp si :

p{we: flw)#gw)}) =0.
ii) La suite (f,) dans M tend u-pp vers f € M si :
u({we N : f(w) ne tend pas vers f(w)}) = 0.

La notion de “propriété vérifiée presque partout’ est tres importante en théorie de la

mesure ; elle interviendra constamment dans ce cours.
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CHAPITRE III
INTECRALE DE LEBESGUE

L’intégrale de Lebesgue généralise de loin celle de Riemann : une fonction Lebesgue-
intégrable peut étre partout discontinue alors qu’une fonction Riemann-intégrable est
presque partout continue. Dans ce sens, la premiere notion s’avere beaucoup plus utile et
opérationnelle que la seconde. L’objet de ce chapitre est de définir I'intégrale de Lebesgue
sur un espace mesuré quelconque et décrire ses propriétés. Nous énoncerons le lemme
de Fatou, le théoreme de convergence dominée et l'illustrons par quelques applications :
continuité de l'intégrale dépendant d’un parametre, dérivation sous le signe somme. Ce
dernier théoreme, di a Lebesgue, est certainement 1'un des outils les plus puissants de

I’analyse mathématique.

Dans toute la suite (€2, .4, 1) sera un espace mesuré. On rappelle les notations utilisées

dans les chapitres antérieurs.
M = {fonctions réelles mesurables sur Q} Mi={feM:f>0}

& = {fonctions réelles étagées sur 2} Er={pe& : p>0}.

D’autre part :
a) toute fonction f € My est limite simple d’une suite croissante dans &y ;

b) toute fonction f € M est limite simple d’une suite dans E.
1. Intégrale supérieure

Pour les fonctions étagées positives, la définition sera immédiate ; on passera ensuite aux
fonctions mesurables positives en usant du point a) qu’on vient de rappeler. Dans ces
deux situations 'intégrale est un élément de R, défini sans ambiguité. Pour une fonction
mesurable quelconque, il faut imposer une certaine condition qui est assez naturelle comme

on le verra.

Soit f € £&;. Alors f peut s’écrire sous la forme :

k
f= Z a;la,
=1

ou (Ay,..., Ag) est une partition de 2 par des éléments de A et aq, .. ., a; sont des nombres

réels positifs ou nuls.
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1.1. Lemme. Le nombre positif (fini ou égal a +00) :

k
(HL.1) Z aip(A;)

ne dépend pas de la partition choisie qui représente la fonction f.
Le lemme 1.1 nous permet alors de donner la :

1.2. Définition. On appelle intégrale supérieure de la fonction f = Zle a;la, € E4

le nombre (fini ou égal a +00) :

(111.2) P = [ gau= Y a0,

On a bien entendu [i; 1adp = p(A) pour tout A € A.

1.3. Proposition. Soient f,g € £ et a € Ry. Alors on a :
i) I*(f) 2 0 ;
it) I*(af) = al*(f) ;
ii) I*(f +g) = I"(f) + I"(g) ;
w) f<g=I"(f) < I"(g).
Soit (fn) une suite dans Ey qui tend en croissant vers f. Alors :
v) la suite (I*(f,)) tend en croissant vers I*(f).

La démonstration de cette proposition permet aussi d’établir la propriété qui suit (dite
de Beppo-Levi) :
Si (fn)n>1 est croissante dans E4 telle que lirf fn soit > f alorsim I*(f,) > I*(f).
> Am

n

Nous allons maintenant définir 'intégrale supérieure d’une fonction mesurable positive
quelconque en utilisant le fait qu’une telle fonction est limite d’une suite de fonctions
étagées positives.

1.4. Lemme. Soient f € My et (f,) et (hy) deux suites dans £ tendant en croissant
vers f. Alors :
lim I*(f,)= lm I*(h,).

n—-+00 n—+o0o
On peut donc donner la définition qui suit.

1.5. Définition. On appelle intégrale supérieure d’une fonction mesurable positive sur
(Q, A, u) le nombre :

NﬁzEﬂ@@MZIMIWM

n—-+o0o
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ot (fyn) est une suite quelconque dans E4 tendant en croissant vers f.

Pour les fonctions mesurables positives on a une proposition analogue a la proposition
1.3.

1.6. Proposition. Soient f,g € My eta € R,. Alors on a :
i) I°(f) = 0 ;
it) I*(af) = al*(f) ;
iwi) I*(f +g) = I"(f) + I*(g) ;
w) f<g=I"(f) < I"(9).
Soit (fn) une suite dans M qui tend en croissant vers f. Alors :
v) la suite (I*(f,)) tend en croissant vers I*(f).

2. Intégrale d’une fonction mesurable

On sait que toute fonction mesurable f sur  s’écrit sous forme de différence de deux

fonctions mesurables positives en ’occurrence :

T =sup(f,0) et f~ =sup(—f,0).

Pour avoir la linéarité on est amené a définir l'intégrale de f comme étant la différence
I*(f*) — I*(f~) ; ce qui est parfaitement cohérent mais & condition que cette expression
ait un sens. Par exemple si I*(f1) = I*(f~) = +o0, cette différence reste indéterminée.

Ce qui nous amene a la

2.1. Définition. Soit f € M. On dira que f est intégrable si on a I*(fT) < +oo et
I*(f~) < 4+o0. L'intégrale de f sur (Q, A, ) est alors le nombre réel :

I(f) = / f@)dp(w) = I'(FH) — I°(f).

On dira que f est quasi-intégrable si I*(f+) < 400 ou I*(f~) < +oo0.

On notera dorénavant l'intégrale de f sur (Q,.4, 1), [ f s'il 0’y a aucune confusion
ni sur ) ni sur la mesure p. Si I’ensemble €2 supporte plusieurs mesures, il y a lieu de
préciser (dans la notation de I'intégrale) la mesure par rapport a laquelle on integre ; la
notion d’intégrabilité dépend fortement de la mesure donnée. Sur un méme espace €2, il
existe des fonctions intégrables par rapport a une mesure et non intégrables par rapport a

une autre : prendre deux mesures p et v telles que u(Q) < +oo et v(2) = +o0 et f = 1.
2.2. Exemples

i) Soit (€2,.4) un espace mesurable muni de la mesure de Dirac d,, au point w € Q. Si

f € &4 il existe une partition mesurable (Aj,..., A;) de © et des nombres réels positifs
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ai,...,a tels que :
k
f = ZailAi.
i=1

Comme (A, ..., Ax) est une partition de €2, il existe un et un seul entier i € {1,...,k} tel

que w € A;. D’ou :
/Q Fou = a:6u(A;) = f().

Ainsi toute fonction f € &4 est J,-intégrable et son intégrale est égale a f(w). Par la
décomposition de n’importe quelle fonction f € M sous forme f = f* — f~ et par le fait
que fT et f~ sont limites de suites de fonctions de M on montre que f est toujours
d,-intégrable et son intégrale vaut f(w).

ii) Soit 1 une mesure discréte sur un espace mesurable (€2, .A) i.e

+oo
p= Zpiéwi
=1

ol w; est une suite de points de €2 et p; des réels positifs. Alors f € M est intégrable par

rapport a u si, et seulement si, la série a termes positifs :

sz‘f(wi)

est convergente. Par suite f € M est u-intégrable si, et seulement si, les séries :

00
Zplf wz et sz W'L
i=1

sont convergentes. Comme |f| = fT + f~, ceci est équivalent & la convergence de la série :

sz‘|f(wi)|

Dans ce cas 'intégrale de f par rapport a u est :
/ f(w)dp(w sz flwi).

3. Propriétés de l'intégrale

On note £! I'ensemble des fonctions mesurables et intégrables pour la mesure ju sur € et

Ll ={ferct: f>0}
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3.1. Lemme. Soit f € M. Alors f est intégrable si, et seulement si, il existe g, h € Efr

telles que f = g — h. Dans ce cas on a :

/f=f*<g>—f*<h>.
Q

3.1. Proposition. Soit f € M. Alors :

/ =0 feNNnM,.
Q

De cette proposition on tire les conséquences suivantes.

i) Si A € A est de mesure nulle alors pour toute fonction f € My on a :

/QlA-f:O.

it) Par définition, l'intégrale de f € M sur A € M sera :
/ f= / 1a-f.
A Q

Dans la proposition qui suit nous donnons un certain nombre de propriétés importantes

de l'intégrale.

3.2. Proposition. On a :

i) f € M est intégrable si, et seulement si, |f| est intégrable.
ii) Soient f € M et g € LY ; alors

fl<g= ferL

iii) Soient f € M et g € L' ; alors :

f=9 pn—pp=feLl et /sz/gg-

On note NV l’ensemble des fonctions réelles mesurables sur € nulles presque partout

pour la mesure p ; c’est un espace vectoriel réel.

3.3. Théoréme. L’ensemble L' est un espace vectoriel réel et N en est un sous-espace
vectoriel. En plus, Uapplication qui a toute fonction f € L' associe le nombre ||f||1 =
Jo If (W)]dp(w) € Ry est une norme sur le quotient L' = L' /N .
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4. Le théoreme de Lebesgue

Soit (f,,) une suite de fonctions mesurables convergeant vers une fonction mesurable f. Que
peut-on dire de la convergence de la suite [ f, 7 Si f et les f, sont intégrables, la suite
[ fn converge-t-elle vers I'intégrale de f ? Nous savons déja que si les f,, sont positives et
(fn) tend en croissant vers f alors l'intégrale de f, tend en croissant vers lintégrale de f
(qu’elle soit finie ou non). En général, ce ne sera pas le cas si on supprime ces hypotheses
méme si la suite converge par exemple uniformément vers f comme le prouve I'exemple
qui suit :

On prend Q =Ry, A= BR+ et p = A. Soit (f,)n>1 la suite de fonctions intégrables

données par :
0 siz>n

f”(x):{l sio<x<n

n

Il est clair que (f,) converge uniformément vers 0 mais la suite des intégrales [ f, est
constante égale a 1.
Le probleme du passage & la limite sous le signe d’intégration [ sera résolu, sous

certaines hypotheses, par le théoreme de Lebesgue auquel est consacrée cette section.

4.1. Lemme de Fatou. Soit (f,) une suite de fonctions mesurables positives sur Q telles

que liminf f,, soit une fonction partout finie sur Q). Alors :

/ (liminf f,) < lim inf/ fn-
Q

Q

Ce lemme permet de démontrer le théoreme de Lebesgue connu aussi sous le nom de

théoreme de la convergence dominée.

4.2. Théoreme de Lebesgue. Soit (f,) une suite de fonctions intégrables sur (2, A, u).
On suppose que :

i) fn tend vers f presque partout ;

i1) il existe une fonction intégrable g : @ — R telle que |fn| < g p-pp.

Alors f est intégrable et lintégrale de f,, tend vers celle de f.

La suite (f,) qui converge vers f est dominée par la fonction intégrable g ; c’est ce

qui explique la dénomination convergence dominée.
5. Applications du théoreme de Lebesgue

Du théoreme de Lebesgue, on peut tirer des conséquences importantes telles que la conti-

nuité ou la dérivabilité d’une foncion définie par une intégrale.
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5.1. Théoreme. Soit X un espace métrique et F': Q0 x X — R une application telle que :

i) pour tout x € X, Uapplication partielle F(-,z) : Q@ — R est intégrable ;

i1) pour presque tout w € ), Uappliction partielle F(w,-) : X — R est continue en
xo ;

ii1) il existe une fonction intégrable g : Q@ — R telle que, pour presque tout w € § et
tout z € X, on ait |F(w,x)| < g(w). Alors la fonction :

ﬂm:Lmeww

est continue en xg.

La deuxiéme application concerne la dérivation sous le signe [.

5.2. Théoreme. Soient (E,|| ||) un espace normé, U un ouvert de E et F: Q x U — R
une application telle que :

i) pour tout x € U, la premiére application partielle F(-,x) : Q@ — R est intégrable ;

it) pour presque tout w € ), la deuzieme application partielle F(w,-) : U — R est
différentiable sur U ;

i11) il existe une fonction intégrable g : @ — R telle que, pour presque tout w € Q) et
tout x € U, on ait :

e F'(w, 2)[|] < g(w)

ot d. F' est la différentielle de F' au point x qui est une forme linéaire continue sur E et :

llde F(w, z)[|| = sup [, doF(w, )]
[[Rl]<1

Soit f la fonction définie sur U par :

ﬂ@=AFMMMW)

Alors pour tout vecteur h de E et tout point x de l'ouvert U, la fonction qui a tout point
w € Q associe (h,d,F(w,x)) est intégrable, f est différentiable et :

WAﬁvzlgm%Fwﬂwwmn

Ici (h, @) est l’évaluation de la forme linéaire ¢ en le vecteur h € E.

Nous terminons par un exemple d’application du théoreme de Lebesgue sur les séries

doubles de nombres réels.

5.3. Théoreme Soit (x,,) une suite de réels indexée par N x N. On suppose :
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i) qu’il existe une suite de réels (x,) telle que la limite lirf Ty Soit égale & x, pour
n—-1+oo
tout p e N ;

i) qu’il existe une suite de réels positifs (y,) telle que lon ait :

|Znp| < yp et Zyp < +00.

n=0
Alors, pour tout n € N, on a :
[e%e] 0o 0 .
D Janpl < 400, Y lap| < 4o et lim S wp =Y .
p=0 p=0 " OOPZO p=0
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CHAPITRE IV
MESURE PRODUIT, MESURE IMAGE ET DENSITE

Dans ce chapitre nous étudions trois points importants en théorie de la mesure et de
I'intégration : le théoreme de Fubini qui permet de calculer 'intégrale sur un produit
d’espaces mesurés par intégrations successives sur chacun des facteurs ; le théoreme de
transfert qui généralise la méthode bien connue de changement de variable pour une
intégrale de Riemann ; les mesures a densité ainsi que le théoreme de Radon-Nikodym
qui montre qu’'une condition nécessaire et suffisante pour qu’une mesure p soit “dérivable
et a dérivée” mesurable par rapport a une autre mesure v est que p soit absolument

continue par rapport a v. C’est un résultat fondamental dans le domaine.
1. Le théoreme de Fubini

Rappelons d’abord la définition d’une tribu produit donnée au chapitre I. Soient (€2;,.4;),
it =1,...,n des espaces mesurables, posons 2 = ()7 X ... x (), et notons S la semi-algebre
des parties de la forme Ay x ... x A, ou A; € Ay, ..., A, € A,. La tribu A sur Q
engendrée par S est appelée tribu produit (ou produit tensoriel) de A;,...,A,. On la
notera A=A4; ®...9 A,. En posant :

po(Ar x ... x Ap) = p1(A1) - oo pn(An)

on définit une mesure sur l'algebre de Boole A engendrée par S qui se prolonge de fagon
unique en une mesure j; ® ... ® ly, sur la tribu A = A ® ... ® A, qu'on appelle produit

tensoriel de 1, ..., fin.

Soient (21,41, 11) et (22, Az, p2) deux espaces mesurés. Pour A € A; ® As et pour
w1 € 21, on pose :
Awl = {w2 € QQ : (wl,wg) € .A}

De méme pour tout wy € 5 :

AwQ = {wl e (wl,wz) € ./4}

L’ensemble A,,, (resp. A,,) est appelée section de A suivant w; (resp. suivant ws). Il est
facile de voir que A, € Az et A, € A;.
Soient (E, B) un espace mesurable, f : Q1 x 23 — FE une application mesurable et

désignons par f,, (resp. f.,) Papplication Qs — FE (resp. Q1 — E) qui & ws (resp. a wy)
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associe f(wy,ws). D’autre part pour tout A € A; ® A3 on note ®Y (resp. ®%) 'application
Q1 — R (resp. Qs — R) définie par &L (w1) = p2(A,,) (resp. @2 (w2) = p1(A,,)). On
a alors la proposition qui suit.

1.1. Proposition. Les applications f.,,, f.,, ®Y4 et ®% sont mesurables et pour tout
Ace AL @Ay on a :

1 @ pa(A) :/ @y (wi)dn :/ % (wa)dpia.

Ql Q2

On vérifie facilement que :

—si (A,,) est une suite dans A; ® Ay qui tend en croissant vers A € A; ® A,, alors
pour tout w; € €y (resp. ws € {1y) la section A, ., suivant w; de A, (resp. la section
Ay, de A, suivant wsy) tend en croissant vers A,, (resp. A,,) et :

—si (f,) est une suite croissante de fonctions positives mesurables sur 27 x Q5 tendant
vers f, alors pour tout wy € gy (resp. wy € §1), la suite (fr,w,) (resp. (fnw,)) tend en
croissant vers f,, (resp. fu,).

Cela permet de démontrer un théoreme important en théorie de la mesure. Soit
f Q1 x Qs — R une application mesurable ; pour tout w; € 2y et tout wy € (s, on
définit Uy (w;) et Uo(ws) par :

Uy (wy) = A fun (W2)dpz(wo)

Vs (we) = A fuon (W1)dp1 (wr).

1.2. Théoreme de Fubini. Supposons que f est p11 @ uso-intégrable. Alors pour touti = 1,2,

W, est définie u;-presque partout, est p;-intégrable et on a :

/ flwi,w2)d(p1 ®M2)=/ ‘Pl(wl)dM:/ Wy (wa)dps.
Q1 X0 971 Qo

La condition d’intégrabilité de f est substantielle ; le fait que les fonctions f,, et f.,
soient intégrables respectivement pour tous les w; et les wy ne suffit pas pour appliquer le
théoreme de Fubini. Cependant si f est mesurable positive (qu’elle soit intégrable ou non)

on a toujours :

[ forendtns i) = /( f(M,WQ)sz)dul
Q1 xQ2 Q1 Qo

:/ ( f(wl7w2)d,ul> dpa.
0, \Ja,
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1.3. Corollaire. Soient f; : 93 — R et fo : Q9 — R deux fonctions mesurables et
posons f(wy,ws2) = f1(w1)fa(wz). Supposons que f est pu1 @ ps-intégrable et f; non nulle
wi-presque partout pour tout i = 1,2. Alors pour tout i = 1,2, f; est u;-intégrable et :

/ flwr,wa)d(p1 @ p2) = Ji(wi)dpy - fo(wa)d s
01 X Qs o Qs

Dans le paragraphe 5 nous donnerons des exemples d’application du théoreme de
Fubini.

2. Mesure image et transfert

Le but de ce paragraphe est d’énoncer le théoréme de transfert et la formule de changement
de variable qui sont des instruments puissants pour le calcul des intégrales.

Soient (£2,.A, 1) un espace mesuré, (E,B) un espace mesurable et f : Q — E une
application mesurable. A priori sur (E,B), il n’y pas de mesure ; I'application f va nous
permettre d’en mettre une.

2.1. Proposition. Soit v : B — R lapplication définie par v(B) = u(f~1(B)). Alors v

est une mesure sur (E,B). On l'appelle mesure image de p par Uapplication f.
Le lecteur peut mener aisément la démonstration de cette proposition.

2.2. Théoreme de transfert. Soit h: E — R une fonction mesurable. Alors la fonction

ho f:Q — R est u-intégrable si, et seulement si, h est v-intégrable. Dans ce cas on a :
/hdl/:/hofdu.
E Q

Un cas particulier de ce théoréme est celui ou Q et E sont des ouverts de R, = A
la mesure de Lebesgue sur Q et f:x € Q — f(z) =y € F un difféomorphisme de classe
C' i.e. f est une application bijective dérivable & dérivée continue ainsi que son inverse

f~!. On rappelle que f est définie par n applications fi,..., f, : & — R et que pour

tout i =1,...,n et tout j = 1,...,n, la fonction gj:; () (o & = (x1,...2,)) est continue
; la matrice : of, of,
a(z) ... git(x)
J(f)(x) = : SR
o) ... ()

est appelée matrice jacobienne de f et son déterminant A(f) jacobien de f. Dans cette

situation on a la formule suivante.
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2.3. Formule de changement de variable. La fonction h : E — R est A-intégrable si, et

seulement si, ho f est |A(f)|A-intégrabe. Dans ce cas :

/Mwmwa/Mﬂmmmmwm.
E Q

Cette formule généralise le procédé habituel de changement de variable pour le calcul

de l'intégrale de Riemann dans R dont tout le monde connait 'intérét.
3. Mesures a densité

A partir d’'une mesure donnée p sur un espace mesurable (£2,.4) on peut en construire
d’autres a 'aide de fonctions mesurables positives. De telles mesures ont un “bon com-
portement” par rapport a u. Soient (€2, A, 1) un espace mesuré et f une fonction mesurable

positive sur 2.

3.1. Proposition. L’application v: A — [0, +o0] définie par :

wmzﬁﬂwww

est une mesure sur (§2, A) appelée mesure de densité f.

Habituellement la mesure v est notée f - i ; c’est le produit de la mesure p par la
fonction f.
On dira qu'une mesure v est absolument continue par rapport a une autre mesure g

si pour A € A on a 'implication :
w(A)=0=rv(A)=0.

S’il existe N € A tel que u(N) =0 et v(N¢) = 0, on dira que v est étrangere a p.
3.2. Exemples

— pour toute mesure p sur (£2,.4) et toute fonction réelle mesurable positive f sur €2,

la mesure v = f - pu est absolument continue par rapport a pu.

00
V= Z pnéan
n=1

(olt a,, est une suite de réels et les p, des réels strictement positifs) est étrangere a la

— une mesure discrete :

mesure de Lebesgue A sur R. En effet si on pose N = {a1,...,a,,...} ona A(N) =0
puisque toute partie dénombrable est de mesure nulle pour A et ¥(N¢) = 0 par définition

méme de v.
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On peut bien entendu se poser la question de savoir si, étant donnée une mesure u
sur (€2,.4), les seules mesures absolument continues par rapport a p sont du type f - p ou

f € M. La réponse est positive ; c’est le :

3.3. Théoreme de Radon-Nikodym. Soient (2, A) un espace mesurable et p et v deux
mesures sur (2, A). On suppose u et v sont o-finies et v absolument continue par rapport
a p. Alors il existe une fonction mesurable f : Q — R positive telle que v = f - p. En
plus :

— f est unique a p-équivalence pres i.e. toute autre fonction mesurable g vérifiant
v =g-u est égale p-presque partout a f ;

— si v est bornée, alors f est intégrable.

On dira que f est la dérivée de Radon-Nikodym de v par rapport a u et on écrira
f=g
Une des démonstrations de ce théoreme utilise la représentation de Riesz d’une forme

linéaire continue sur un espace de Hilbert.
4. Exemples

4.1. Calcul de l'intégrale :

400 R
1 :/ e dy

2 . ~
" est continue (de classe C°° méme) ; elle

ot ¢ € RY. La fonction 2 € R — e~
est intégrable et on peut prendre l'intégrale au sens de Riemann. Pour la calculer nous
allons utiliser le théoreme de Fubini d’une part et la formule de changement de variable
d’autre part. On passera par la fonction positive intégrable h : R?> — R définie par

h(z,y) = e=*@+¥") Dapres le théoréme de Fubini on a :

/R2 h(z,y)dxdy = /Re_a‘/Ede-/Re_adey = 2

Il suffit donc de calculer I'intégrale de h pour avoir la valeur de I. Nous restreindrons h a
I'ouvert :
E=R?—{(z,0) : z€0,+00[}

dont le complémentaire est de mesure nulle. Soit 2 'ouvert |0, +00[x]0, 27| et considerons

la transformation :

f:(r0)eQ— (z,y) €FE

définie par :

y =rsinf.

{mzrcos@
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Cette transformation est un difféomorphisme (de classe C*°) de 'ouvert € sur 'ouvert E

dont la matrice jacobienne au point (r,6) est :
cos) —rsinf
sinf rcos#.

et qui a pour déterminant jacobien A(f)(r,0) = r. La formule de changement de variable

nous donne :

[ ha)dady = [ ho.g)dody
R E

2
:/ e " rdrdf
Q
27 “+o0 5
:/ d@-/ re” " dr
0 0
400

1
=27 [——6_‘"2}
2a 0
Par suite :

4.2. Calcul de I'intégrale :

+oo 5
In :/ x2ne—aw dy

—oo
avec a > 0 et n € N. Remarquons d’abord que pour tout n € N, I'intégrale I,, existe.
Reste juste a calculer sa valeur. Le cas n = 0 a été fait en 4.1. Nous supposerons n > 1 et
on fera le calcul de proche en proche en commengant par n = 1. On pose F(a,x) = e—ae’
; on obtient ainsi une fonction définie sur R’ x R qui est telle que :

— pour tout a € R}, F(a,-) : x € R — F(a, ) € R est intégrable ;

—pour tout € R, F(-,z) : a € RL. — F(a,z) € R est dérivable et sa dérivée F, (-, x)

2
2, —azx

est égale a —x“e ; cette dérivée vérifie en plus I'inégalité :

[Fa(2)| < g(x)

ou g(x) = z2e T (avec 7 = §) qui est une fonction intégrable. D’apres le théoreme 5.2.

du chapitre III, la fonction :

+oo
I():I:/ F(a,x)dx

— 00
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est dérivable en a et sa dérivée est égale a :

+oo 5
/ (—x%‘“m >da:.
Ceci donne donc :
oo dl d T 1 /7m\3
I, = 2p-an? g, S _ % (/1 :_<_> ,
! /_Oo ve v da da( a) 2 \a3

En répétant ce raisonnement on montre facilement que I,, vaut :

;1351w 3
" 2m (a2”+1>

En usant du méme type de méthodes, le lecteur peut montrer que l'intégrale :

+oo 5
Jn :/ x2tle—ar” gy

— 00
vaut :
n! 1
2 gntl”

4.3. Encore un exemple

Sur le demi-plan supérieur (qui est un ouvert de R?*) H = {(z,y) € R* : y > 0} on
considere la mesure p = y%)\ ot \ est la mesure de Lebesgue sur R?. Nous allons calculer

'aire (au sens de cette mesure) du domaine (voir Fig. 1) :

Fig. 1
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D={(z,y) €l : 2 +y*>1let — 1<z <+1}.

Cela revient a calculer I'intégrale :

1
A:/ — dzdy.
DY

Comme la fonction f: (z,y) € D — y—12 est positive, le théoreme de Fubini (ou plutot la

version pour les fonctions positives intégrables ou non) nous donne :

1 tortee g
A:/—zdxdy:/ (/ —‘g)d:p
DY -1 Vi—zz Y

c’est-a-dire :

+1 1 +oo +1 1 41
A= / [——1 dr = ———dx = [Arcsinz| " = 7.
—1 y 1—2x2 —1 V 1 - 1132 [ ] !
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CHAPITRE V
VOLUME DES BOULES ET DES SPHERES

On rappelle que la boule B"(R) (pour n > 1) et la sphere S"(R) (pour n > 0) de rayon

R > 0 sont respectivement les parties de R™ et R™™! définies par :

E”(R):{(xl,. ) ER" : Z:c <R2}

et :

n+1
Sn(R) = {(1‘1,.. l‘n_|_1 GRTH_I ZIL’ _RQ}

Le volume d’une partie X qu’on notera Vol(X) sera la mesure de cette partie; par
exemple :

— pour n = 0, S’(R) est réduite & 'ensemble {—R, +R} ; la mesure qu’elle supporte
sera 6_pg + 0, et donc : Vol(SY(R)) =2 ;

— pour n = 1, BY(R) est le segment [~ R, +R] dont le volume n’est rien d’autre que sa
longueur au sens habituel Vol(B'(R)) = 2R ; S'(R) est le cercle de rayon R dont le volume
est le périmetre qui est égal a 27 R ;

—pour n = 2, B*(R) est le disque de rayon R, son volume est égal & son aire habituelle
qui est TR? ; SQ(R) est la sphere de rayon R, elle a pour volume son aire habituelle 47 R2.

Nous allons donner des formules valables pour tout n > 1 et permettant de calculer
les volumes respectifs de B"(R) et S"(R).

1. Volume des boules

La boule B"(R) est une partie de R™ et son volume n’est rien d’autre que l'intégrale de
la fonction indicatrice 1pgn (R)" Les calculs ne seront pas immédiats ; il faut les mener par
récurrence.

On sait que pour n = 1 on a Vol(B*(R)) = 2R. Nous allons traiter le :
1.1. Cas n =2

Il s’agit de calculer l'intégrale :

/ dxdy.
B*(R)
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Nous le ferons en utilisant le théoréme de Fubini. On fixe z € [—R,+R] et on note

B, la section de B*(R) suivant z qui n’est rien d’autre que lintervalle [—b,, +b,] ol

by = VRE 2.

Fig. 2

Vol(B*(R)) = /_ j ( /B I dy) da
([ )

+R
:/ 2V R? — z2dx.

-R

On a alors :

Pour calculer cette derniere intégrale, on fera un changement de variable en posant x =
Rsinf. On obtient :

+R
Vol(B*(R)) =/ 2v/ R? — x2dx

—R

:/2 2R? cos? 0dp

:/ R? (cos(26) + 1) db

. +z
2 [811120 +9]

2

[N

=tR2.
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1.2. Casn=3

Le point courant (zy,z2,x3) de R? sera désigné par (z,7) ot & = z; et y = (x2,23)
via l'identification R* = R x R%. Pour = € [~ R, +R)], B, sera toujours la section de B*(R)
suivant z. La partie By de R? est un disque de rayon vR2 — 22 dont Daire est égale &

s (R2 — .rz). On a comme précédemment :

Vol(B*(R)) = /_ ;R ( /B x dy> da

-R
37 +R
=T |:R21' — x_]
3 —R
4
:7§W}%?

La méme démarche donne pour n =4 :

Vol(B*(R)) = %QR‘*.

On remarque que les calculs font apparaitre des expressions du type :

k
(V.1) Vol(B2*(R)) = %R%‘
et :
2k+1ﬂk
(V.2) Vol(B* 1 (R)) = R2k+1

135 ...-(2k+1)

On va montrer que ces formules donnent effectivement le volume de la boule de rayon
R de R™. On a déja vu que c’était vrai pour n = 1,2,3 et 4. Nous allons supposer que si

on a la formule :

ok
Vol(B™(R)) = ER%
pour n = 2k, alors on a la formule :
2k+1ﬂk
Vol(B"(R)) = R
MBUR) = T35 Tkt

pour n = 2k 4+ 1. Le cas ou on suppose d’abord la formule vraie pour n = 2k + 1 se traite

de la méme manieére.
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On veut donc calculer le volume de la boule B**T!(R) connaissant celui de B?*(R).
Pour simplifier les notations on posera x = x1 et y = (22, ..., Zok4+1) pour un point courant
z=(1,...,T541) de R*T =R x R* ; B, sera toujours la section de B***!(R) suivant
z € [—~R,+R)] (qui est une boule de rayon vVRZ — 22 dans R* et dy = das...doopt

la mesure de Lebesgue sur R?* vu comme le sous-espace de R+ défini par 1’équation

Vol(B**TH(R)) = / ;R ( /B w dy> da

:/*Rﬂ_k (V=) da

z1=0. On a:

_r k!
k ptR

:% (R? — %)k dx
" J-R

En posant x = Rsinf, on obtient :

s

k
Vol(B***+!(R)) = %R%H / " (cos0)2 1 da

-2

Ce qui donne apres calcul de [ t3 (cos 0)2F+1dy -

.
2

Kl
B 2k+171'k R2k+1
T 1-3-5-...-(2k+ 1)
qui montre bien que la formule (2) donne le volume de la boule B****(R). O

1.3. Application : volume d’un ellipsoide

Soit €™ Tellipsoide de R™ défini I’équation cartésienne :

n_o_2
€T
e = {(a:l,...,xn) eR”:Za—; < 1}
i=1 ¢
ou a;, t = 1,...,n sont des nombres réels strictement positifs. Son volume est donné par

I'intégrale :
Vol(&™) = / dzy...dx,.

Pour la calculer nous allons procéder a un changement de variable et ramener le probleme

a une boule de R". Soit ® le difféomorphisme de R"™ défini par :

D(uy,...,up) = (1,...,25)
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avec x; = a;u; pour 1 = 1,...,n. Il transforme la boule unité B" en ’ellipsoide £™. Son
déterminant jacobien est égal & A(®) =a; -...-a,. La formule de changement de variable

nous donne :

Vol(&EM) = / dxy...dz,

= /n A(®)dxy ... dx,

= (ﬁ ai> Vol(B").

=1

En tenant compte des calculs faits antérieurement on obtient :

M our n = 2k
VOI(S") = (a1~...’?(!1 )2k+17rk p
1~3-5-..7(2k+1) pour n = 2k +1

2. Volume des sphéres

Nous allons commencer par définir la mesure canonique sur la sphere S"(R). La con-
struction de cette mesure se fera a l’aide de coordonnées bien adaptées qu’on appelle

habituellement les coordonnées sphériques.

2.1. La mesure canonique sur la sphere

R?’L—i—l

On note 2 'ouvert de donné par :

Qz{(r,ﬁ):r>0, —g<01,...,0n,1<+get0<0n<27r}.

. . . @ . .
ott @ = (A1,...,0,_1). On consideére 'application @ — R"* qui & (r,61,...,6,) associe
le point (z1,...,Zn41) de R™ donné par :

x1 =1cosfy ... -cosb,_q1cosb,
Tog =1cC0osf; ... -cosb,_1sinb,
T3 =1rcosfi ... -cosb,_osinb,_q

Ty, = 7 oS B sin Oy

Tpt1 = rsinby

Il est facile de vérifier que cette application est de classe C'*° (analytique méme), injective

et que I'image ®(Q) est un ouvert E de R"™! dont le complémentaire a une mesure de
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Lebesgue nulle (pour s’en assurer le lecteur pourrait faire un dessin dans le cas de la sphere

S*(R) de R?). L’application ® a pour déterminant jacobien (calcul facile mais indigeste) :
A(®) = 7" cos™ 101 -cos™ 20y -... cosbp_1.

Si h: E — R est une fonction intégrable, le théoreme de changement de variable

nous donne :
/ h(z)d\ = / (f o ®)drdb, ...do,.
E 0

On fixe R > 0 ; la mesure :
do = R"cos" 10 -cos" 20y -...-cosb,_1db; ...do,

est appelée ’élément d’aire sur S"(R). A titre d’exercice, le lecteur peut montrer que cette

R’n+1

mesure est invariante par toute isométrie linéaire de i.e. une application linéaire

@ : R" — R qui vérifie :
(o(@),0(y)) = (z,y)

pour tous z,y € R™™ ol (z,y) = 2191 + ... + Trg1Uns1-
2.2 Le volume de S"(R)

Il est donné par 'intégrale :
Vol(S™(R)) = / do
S™(R)

qui est égale a :

+z +Z 2
R"/ cos" 1 01dby - .. .- / cosB,,_1d0,,_1 - / do,,.
0

. —
2 2

En utilisant les formules :

135 ...-(2k—1)7
2k _ _
/0 cosTadt = 2k 2

[VIE

et :

T et 2-4-6-...-(2k)
dr =
/0 8T T s 2kt 1)

que le lecteur pourrait établir facilement, on obtient :
2k+1,n.k

) 1 S2]€ — 2]€.
(V-3) VOlS™R) = 3@ "
et :
k orktl
(V.4) Vol(S**1(R)) = TR%“.
Ce qui termine les calculs. O
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EXERCICES

Exercice 1

Soit © un ensemble non vide. Pour toute partie finie E de €, on note |E| son cardinal.
On munit 2 de la tribu A = P(£2). Pour tout A € A, on pose :

|A|  si A est fini
+00 sinon.

m(A) = {

1 - Montrer que m est une mesure sur l’espace mesurable (€2,.4). (On dira que m est

la mesure de comptage sur ).)

8 - Montrer que m est o-finie si, et seulement si, €2 est dénombrable.
Exercice 2

On considere l'espace mesuré (N, P(N,m) ou m est la mesure de comptage. Pour tout
A € P(N) on pose :
1
p(A) =limsup —m(AN{L,---,n}).
n

et on note A l’ensemble des parties A de N pour lesquelles la limite qui suit existe :

lim <1m(,4m {1,-~-,n})> .

n—-4oo n

1 - Montrer que si A est fini, u(A4) = 0.
2 - Montrer que p est additive sur A.

3 - Montrer que p n’est pas o-additive.
Exercice 3

Soit (2, P(2), 1) un espace mesuré. On suppose que la mesure p est o-finie. On pose :
E={weQ:u{w}) >0}

Montrer que F est dénombrable.

Indication : Comme p est o-finie, on a Q = |J;2, Q; avec u(€;) < +oo. Pour chaque

n € N*, considérer I’ensemble :
n 1
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Exercice 4

Soient (2, A) un espace mesurable, (i, )n>1 une suite de mesures de probabilités sur (€2, A)
et (an)n>1 une suite de nombres réels strictement positifs tels que la série >~ 7 | a,, converge

et soit de somme 1.

Montrer que g =Y -~ | apfin est une mesure de probabilité sur (2, .A).
Exercice 5

Soit (£2,.A, i) un espace mesuré. On considere la famille :
N,={AeA: pu(A) =0ou p(A°) =0}.

Montrer que N, est une tribu sur Q.
Exercice 6

Soit € = {wy, -+ ,wn, -} un ensemble dénombrable muni de la tribu A = P(£2). Soit
(an)n>1 une suite de nombres réels strictement positifs tels que la série > - | a,, converge.

Pour tout A C €2, on pose :
n(A) = Z anla(wn).
n=1

1 - Montrer que p est une mesure finie sur €.

2 - Montrer que toute mesure finie sur ) est obtenue de cette maniere pour une

certaine suite (a,),>1 de nombres réels strictement tels que la série Y~ a,, converge.
Exercice 7

Soit (€2, A, 1) un espace mesuré. On note Ay la famille des éléments A € A tels que
w(A) < +oo. Pour A, B € Ay, on pose :

d(A, B) = u(AAB)
ou AAB est la différence symétrique des parties A et B :
AAB = (AN B°) U (A°N B).

Montrer que d est une pseudo-métrique sur Ag. Est-elle une métrique 7
Exercice 8 (Espace LP)

Les espaces LP (p € [1,+400]) jouent un role fondamental. Nous allons les définir et donner

leurs principales propriétés.
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Soit (€2, .4, 1) un espace mesuré et notons LP 1’ensemble des classes de fonctions réelles
(on peut les supposer complexes aussi) mesurables de puissance p®™€ p-intégrable sur €.
C’est un espace vectoriel. En effet pour tout o € R et tout élément f de LP, af € LP.

D’autre part la fonction x € R — |z|P étant convexe, on a pour tous f,g € LP :
[f+ 9P < (If1+lg)? < 2271 fP + lglP)

qui montre bien que f + g € LP. Pour f € LP on pose :

171l = (/ Iflpdu)p-

Nous allons montrer que || ||, est une norme sur I'espace vectoriel L? qui en fait un
espace Banach.
On suppose p > 1. Soient g €]1, 4+00] tel que % + é =1 et a et b deux nombres réels
positifs.
1 - Etablir I'inégalité :
al bl
ab < — + —.
p q
2 - En déduire que pour f € LP et g € L9, fg € L' et qu'on a I'inégalité (dite de
Holder) :

1Fglly < [[£1lpllgllq-

3 - Démontrer 'inégalité suivante (dite de Minkowski) valable pour tout p > 1.

1F +gllp < [[f]lp + [lgllp-

4 - En déduire que || ||, est une norme sur LP.
Soit (fy,) une suite de Cauchy dans LP.
5 - Montrer qu’on peut extraire de (f,) une suite (f,, )r telle que
1
||fme+1 - fnka < 2_k
Pour tout & € N* on pose hy = |fn,| + Z§:1 |fnjsr — fn;| et pour tout w € €,
h(w) = limg_, 4 o0 hr(w) (limite qui est finie ou infinie).
6 - Montrer que ||hg||, — |||, et que hy € LP. En déduire que h € L? et donc h est

presque partout finie.
7 - Montrer que la suite (f,,)r est presque partout convergente vers une fonction

mesurable f.
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(Remarquer que la série dont les termes sont uy = f, et up = fn, — fn,_, pour k > 2
a pour somme partielle Sy = f,, et se rappeler qu’elle est absolument convergente (la
limite est précisément h.)

8 - Démontrer que (f,, ), converge vers f dans LP.

(Appliquer le théoreme de convergence dominée a la suite de fonctions gx = | fn, — f|7.)
Exercice 9 (Espace L)

Soit (€2, A, ) un espace mesuré. Pour toute fonction mesurable f on pose :

On dira que f est p-essentiellement bornée si || f||oo < +00 et on note L I'ensemble
de telles fonctions et L™ = L>/N ou N est lespace des fonctions mesurables nulles
presque partout.

1 - Montrer que || || est une norme sur L*°.

2 - Soit f € L°°. Montrer qu’il existe £ € A de mesure nulle tel que :

1fllec = sup [f(w)].
weQ—FE
3 - Soit (f,,) une suite de Cauchy dans L>°. Montrer que (f,) est une suite de Cauchy
pour la norme uniforme en dehors d’un ensemble de mesure nulle FE.
4 - En déduire que (f,) converge vers un élément f € L° pour la norme || [|o et

donc L™ est complet.
Exercice 10

On note 2 'ensemble [a, b] (avec a < b) muni de sa tribu borélienne usuelle et de la mesure
de Lebesgue A. Soient f : {2 — R une fonction intégrable et g : 0 — R décroissante.
Soient a = o < x1 < -+ < &, = b une subdivision de [a, b] et (r;) une suite finie dans

[0,1] telle que 1 =r¢g >ry > ---r,_1 > 1, = 0. Posons :

[a,x

n—1
F(z) = FOAAE) et = riljg, al
1=0

1 - Montrer que F' est continue.

2 - Montrer que I = f[a’b] fl)r(x)d\(z) = S0 F(ai) (re — riga)-
3 - En déduire que I est une combinaison linéaire convexe a coefficients positifs des
points réels F(x1), -, F(x,) et donc que I € F([a,b].
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Dorénavant on supposera que g(a) > 0 et que z; = a + (b — a) pour tout i €

{0,1,---,n}. Pour tout n € N* on pose :

g9()
G(z) = =—=
(=) 9(0)
et :
n—1
Gn=_ G2l 00
=0

On admet que ’ensemble de discontinuité de G est au plus dénombrable et que pour tout

point ¢ < b en lequel G est continue, la suite G, (c) tend vers G(c).

4 - Montrer, en usant le théoreme de convergence dominée, que la suite des intégrales
f[a7b] f(2)Gp(z)X(z) converge vers f[a,b] f(2)G(z)\(x).

5 - En déduire que f[a’b] f(2)G(x)d\(x) € F([a,b]).

6 - Démontrer la seconde formule de la moyenne : étant données f et g vérifiant les

hypotheses du probéme, il existe y € [a, b] tel que :

f(@)g(z)dA(z) = g(a) f(@)dA(z).

[a,b] [a,b]

Exercice 11

Soient (£2,.4, 1) un espace mesuré et f : & — R, une fonction intégrable. On pose
N={we: f(w) =+0c0}.
1 - Montrer que pour tout n € N* on a u(N) < L [ fdu.

2 - En déduire que f est presque partout finie.

Soit ¢, une suite croissante de fonctions étagées positives sur 2. On pose :
M ={we Q:limy,(v) = +oo}

et :
I = sup / Ondp.
nGN* M
3 - Montrer que pu(M) = 0 si, et seulement si, I < +oc.
Exercice 12

Dans cet exercice Ry sera muni de sa tribu borélienne (pour la topologie usuelle) B et de

la mesure de Lebesgue .

43



1 - Pour tout n € R, on considere I'intégrale I,, = f[o n] (1- %)n d\(x). En considérant

les fonction fn,(x) = 1jgqy(2) (1 — £)", montrer que la suite (I,) converge et calculer sa
limite.
2
2- Calculer la limite de la suite (J,) ot J,, = [;° (1+ %)n e d\(x) ou a est un réel
strictement positif.

Exercice 13

Soit (€2, A, i) un espace mesuré. On considére la famille NV, de parties A de 2 appartenant
a A et telles que pu(A) = 0 ou p(A°) = 0}. Montrer que N, est une tribu sur €.
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DUREE : 2 HEURES - DOCUMENTS NON AUTORISES

Question de cours

Soit (€2,.A, 1) un espace mesurable. Soit N une partie de Q2. Quand dit-on que N est de
mesure nulle 7 Soit (INj)r>1 une suite de parties de {2 chacune de mesure nulle. Montrer

que la réunion N de toutes les parties N est de mesure nulle.
Exercice 1

On munit ©Q = [0, 400] de sa tribu borélienne B et de la mesure de Lebesgue A. En utilisant
le théoreme de Lebesgue (ou théoreme de la convergence dominée), calculer les limites des

suites (Ip)n>1 €t (Jn)p>1 Ol :

"o v 1 .
1, = / Ldm et J,= / r+— e ™ du.
0 1 + CL’2 0 n

Exercice 2

On munit R? de sa tribu borélienne B et de la mesure de Lebesgue \. Soient z = (a,b)
un point de R?, R un réel strictement positif et A, la partie de R? constituée des points
(z,y) tels que (z — a)? + (y — b)?> < R%. On note @, la fonction qui & (z,y) de R? associe
le nombre réel (x —a)(y —b)1a, ou 1a_ est la fonction caractéristique de A,.

1 - Montrer que la fonction ®, est intégrable.

2 - En utilisant la formule de changement de variable, montrer que l'intégrale de ®,
vaut [, zyd\(z,y) ot A = {(z,y) € R* : 2% + y? < R?}.

3 - En appliquant le théoréme de Fubini, calculer 'intégrale [ A TYdA(z,y) et en déduire
celle de ®,.

Exercice 3

On munit ©Q = [0, 1] de sa tribu borélienne B et de la mesure de Lebesgue \. Soit a €]0, 1].
o 0 siz=0
On définit f : @ — R par f(z) = {:%a si 2 €]0, 1].

fonction caractéristique du segment [1,1] et on pose f, = xnf.

Pour tout n € N*, on note x, la
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1 - Montrer que toutes les fonctions y, sont intégrables et calculer leurs intégrales.

2 - Montrer que la suite (f,),>1 tend en croissant vers f. Utiliser ce fait pour montrer

que f est intégrable et calculer son intégrale.

Corrigé

Question de cours

Pour tout k € N*, on pose Ej, = U Ny. Alors :
<k

p(ER) =p | [JNe | <D (Vi
/=1

Comme pour tout ¢, 'ensemble N, est de mesure nulle, on en déduit pu(Ey) = 0. D’autre
part, la suite (Ej)x tend en croissant vers N, donc p(Fj) tend en croissant vers u(N) ;
par suite u(N) = khrf w(Ey) = 0. O
Exercice 1
e Pour tout n € N*, on pose f,(z) = 1[0771}11“;1—;;7;, fz) = ﬁ et g(x) = ﬁ Alors :
i) Pour tout z €]0, 400/, fn(z) tend vers f(x) (car e™*" tend vers 0) ; mais f,(0) = 2
ne tend pas vers f(0) = 1. Donc f,, tend vers f presque partout vers f (la mesure A({0})
du singleton {0} est nulle).

ii) pour tout n et tout x € [0, +o0l, on a |f,(x)| < g(z) (car 0 < e "* < 1) ;
iii) g est intégrable d’intégrale :

+o0 9 .
/Qg(x)d)\(m) = /0 T2 dr = Q[Arctg(m)}o = 7.

D’apres le théoreme de Lebesgue, la suite des intégrales I,, = [ f,, tend vers I'intégrale

de la fonction f i.e. :

“+o0 1 .
hm I, —/f YA (x / 1—l—x2d$: [Arctg(x)] =7

n—-+o0o

e On pose fn(x) = 1j0 /m (z+ 1) e~ flx) = ze™ ™ et g(z) = (z+ l)e_”2 pour tout

n € N*. 1l est alors facile de voir que :
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i) Pour tout = € [0, +00[, f,,(z) tend vers f(z) (car 1 tend vers 0) ;
ii) pour tout n et tout x € [0, 400, on a |f,(x)| < g(z) ;
iii) La fonction g est intégrable. En effet, pour x > A (avec A positif assez grand), on

a g(z) < 25 et ¢(z) = & est intégrable sur [A, +ool ;

D’apres le théoréme de Lebesgue, la suite des intégrales J,, = [ f,, tend vers 'intégrale

de la fonction f i.e. :

. oo 2 1 27 1
noeo 0 0 27 0o 27

Exercice 2

1 - Soit K le carré dont les sommets ont pour coordonnées (a—R,b—R), (a+R,b—R),
(a+ R,b+ R) et (a — R,b+ R). La mesure de son c6té est 2R et son aire est donc 4R2.
(La fonction @, est nulle en dehors de K.) On a :

'/ (z,y)d\(z y)’ /R2 1@ (z,y)|dA(z,y)

< su r—a)(ly—b)| | d\(x,
< /K ((WEK (@ —a)y >|> (2,)
< RPMNK)

<4R*

< +00

donc @, est intégrable. O
2 - Soient h : R* — R? D'application définie par h(z,y) = (x — a,y — b) et ® la
fonction ®(z,y) = xy ; h est un automorphisme affine de R? et ®,(z,y) = (® o h)(z,y).

La restriction de h a A, est un difféomorphisme de A, sur A dont la matrice jacobienne
1

0 1
variable nous donne alors :

est dz )h = ) et donc de détermiant jacobien 1. La formule de changement de

/AZ P, (7, y)dA(z,y) Z/Aq)(w,y)dk(w,y) Z/Awydk(w,y)-

3 - Comme @ est intégrable, on peut lui appliquer le théoreme de Fubini pour calculer

son intégrale. On a :

+R +VRZ—z? +R Y21 HVR —2?
/ /:Uy)\xy / x / ydy da::/ x([—} >d.r:().
_VR2_32 R 21 _VRZ_z2
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Exercice 3

1 - Pour tout n € N*, x,, est la fonction indictrice de [%, 0] qui est de mesure finie ;
elle est donc intégrable et son intégrale n’est rien d’autre que A([+,1]) =1 — L. O
2-0On a f,(0) = f(0) = 0 pour tout n, donc f,(0) tend vers f(0). Soit = €]0,1].
Comme [+, 1] tend en croissant vers |0, 1], 111 47 tend en croissant vers 11 ;; et donc fy,(z)
tend en croissant vers f(x). En résumé, la suite (f,), tend en croissant vers f. On en

déduit que l'intégrale de f, :

o= [ o= -5 () )

n

tend en croissant vers celle de f :

/Q f@)dA@) = Tim | fa(z)dA(z) = T 1; (1 - (%)1) - 1i0/
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DUREE : 2 HEURES - DOCUMENTS NON AUTORISES

Question de cours

Soient € un ensemble non vide, P(£2) ’ensemble des parties de 2 et A une partie de P(£2).
Quand dit-on que A est une tribu sur 7 Un couple, (£2,.4) ou £ est un ensemble non
vide et A une tribu sur €2, est appelé espace mesurable. Qu’appelle-t-on mesure sur un

espace mesurable (2,.4) 7
Exercice 1

On munit Q = N de la tribu A = P(N). Pour tout A C N, on pose :

|A|  si A est fini

wA) = {+oo sinon.

1 - Montrer que p est une mesure sur (2.

Soit f : Q2 — R la fonction définie par f(w) = e “.

2 - Dire pourquoi f est mesurable.

Pour tout n € N, on note f,, la fonction {2 — R définie par :
re= {9 503N

3 - Montrer que f,, est une fonction étagée.

4 - Montrer que la suite (f,) tend en croissant vers f.

5 - Montrer que la fonction f,, est intégrable et calculer son intégrale.

6 - Montrer que f est intégrable. Calculer I'intégrale [, f(w)du(w).
Exercice 2

On munit [0, 4+o00[ de sa tribu borélienne usuelle B et de la mesure de Lebesgue . Pour

tout n € N*, soit ¢, : [0, +00[— R la fonction définie comme suit :

—2nY)z 4+ (n+2n°) sixz € [n,n+ 55|

2nY)z + (n—2n°)  siz€[n— 5,n]
On(z) = (
0 sinon.
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Pour tout x € [0, +00], on pose f(z) = Z ¢n (). Pour tout k € N*, on note fi la fonction
n=1

k
> o
n=1
1 - Montrer que f est bien définie et tracer son graphe. Montrer que f est continue.

2 - Montrer que la suite (fx)x tend en croissant vers f.
3 - Calculer l'intégrale de chacune des fonctions fi et en déduire celle de f. (On
oo
1
rappelle que la série Z 2 converge et a pour somme %2)
k=1
4 - Soit [0, —l—oo[L R une fonction continue et intégrable. Est-elle nécessairement

bornée ? (La réponse est a justifier bien str !)

Corrigé

On adoptera les notations suivantes : si A est une partie de {2, A° sera son complémentaire
dans €2 et |A| sera son cardinal (qui est un entier naturel si A est finie et 400 sinon) ; 14

sera la fonction indicatrice de A i.e. 14(w) =1 si w € A et 0 sinon.

Question de cours

On dira que A est une tribu sur € si les axiomes qui suivent sont vérifiés :
i) Qe A;
ii) A € A implique A° € A (stabilité par passage au complémentaire) ;

iii) si (A5 )n>1 est une suite dans A, la réunion A = U A,, est un élément de A (c’est
n>1
la stabilité par réunion dénombrable).

Une mesure sur A est une application A — [0, +00] non constante avec la valeur

+00 et telle que, pour toute suite (A4,),>1 dans A qui vérifie n #p = A, N A, =0, on

+oo +oo
H (U An) = ZN(An)
n=1 n=1
On dira que p est o-additive. O

Exercice 1

1 - Soient (A,,)n>1 une suite de parties de Q qui vérifien #p = A4, NA, =0et A
la réunion U A,,.

n>1
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ler cas : A est finie. Forcément les A,, qui sont non vides sont finis et en nombre fini;
notons les A,,,, -+, A,,. Ona A=A, U...UA,, et A, =0 pourn ¢ {ny,---,ni} (donc
1(Ap) =0 pour n & {ny,---,n}). Par suite |A| = Z§:1 | Ay, |. Dot :

k k
|A| Z |An3 ZM(Anj) = ZN(Anj) + Z M(An) = Z :U(An

J=1 ng¢{ni,,ng} n>1

2¢me cas : A est infinie. Deux sous-cas : i) il existe au moins un ng tel que la partie

A, soit infinie ; ii) toutes les parties A, sont finies mais il existe une sous-suite infinie

(An, )k telle que chaque A, soit non vide. Dans les deux sous-cas on a Z w(Ay,) = +oo.
n>1

Comme par définition de p on a u(A) = +o00, on en conclut que p(A) = Z p(An)

n>1
L’application p est donc o-additive. En plus elle vaut 1 sur les singletons donc non

constante avec la valeur +o00. Ceci montre que p est une mesure. U
2 - Comme A = P(N), pour tout B € By (tribu borélienne de R), f~!(B) € A ; donc
f est mesurable. O

oo
3 - Pour tout 7 € N, on pose A; = {i} et A= U Aj. Alors (Ag, Ay, -+, Ap, A) est
j=n+1
une partition mesurable de et 14, (w ) = 1siw =1 et 0 sinon. Il est alors facile de vérifier

que, pour tout w € N, on a f,(w Za"lA avec a; = e~* = f(i). Cela signifie que
fn = Z a;14, c’est-a-dire f,, est une fonction étagée. O
i=0

4 - Comme frpy1 = fn+ angila,,, et apyr >0, 0n a fr(w) < fry1(w) pour tout
w € N, ce qui signifie que la suite (f,,) est croissante. Soit w € N. Alors, pour tout n > w,
frn(lw) = f(w) ; donc f,(w) tend vers f(w). La suite (f,) tend donc (simplement) en

croissant vers f. O
n

5 - D’apres la question 3, on a f,, = Z a;l4, i.e. f, est une fonction étagée positive
i=0
et tous les A; sont de mesure 1 ; A est de mesure infinie mais f,, est nulle dessus ! La

fonction f, est donc intégrable d’intégrale :

-~ - 1— e (ntD)
/an(w)dﬂ(w) = fn Zazu Z Tl
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6 - Comme (f,,) est une suite de fonctions positives intégrables qui tend en croissant

vers f, la suite des intégrales des f, tend en croissant vers celle de f. On a donc :

[ e = i [ ) = mm (55 ) = 5

n—-+oo n—-4oo

ce qui signifie en particulier que f est intégrable. 0

Exercice 2

1
2n3

dans [0, 400 de la réunion de tous les A,,. Soit = € [0,+o0o[. Siz € B, on a ¢,(z) =0

1 - Pour tout n € N*, posons 4,, =|n — n + 5= et notons B le complémentaire
pour tout n € N* ; si x ¢ B, il existe un unique k& € N* tel que x € Ay et dans ce cas
¢n(x) = 0 pour tout n € N*\ {k}. On a alors f(x) =0 si z € B sinon f(x) = ¢x(x) si
x € Ag ; f(x) est donc une quantité bien définie pour tout x € [0, +00].

Montrons d’abord que, pour tout n € N*, la fonction ¢,, est continue. Le probléme
se pose seulement aux points xop = n, a = n — # et b=mn-+ # Au point zg = n la
fonction ¢,, vaut (—2n*)n + (n + 2n°) = n et lorsque = tend vers rp = n & gauche, la
quantité (2n*)x + (n — 2n°) tend vers n ; donc ¢,, est continue en xy = n. Il est clair que
¢n est continue a droite en a. Pour z suffisamment proche et a gauche de a, ¢,(x) =0

et donc quand x tend vers a & gauche, ¢, (x) tend vers 0 qui est précisément la valeur de

1
2137

continue a gauche en a ; donc ¢,, est continue en a. De la méme maniere on peut montrer

¢n en a donnée par son expression dans l'intervalle [n — n[. Ceci montre que ¢,, est
que ¢, est continue en b. Par suite ¢,, est continue partout.

Soit z € [0, +oo[. Alors il existe £ € N* tel que z € [0, + 5] ; la fonction f coincide
sur U'intervalle [0, ¢ + %] avec la fonction ¢1 + - - - + ¢y qui est continue car somme finie
de fonctions continues. On en conclut que f est continue en x et donc f est continue sur

[0, +00]. O
2 - Pour tout k € N*, on a fri1 = fr + ¢rr1. Comme ¢pi1 > 0, fr < frr1 et donc
la suite (fx) est croissante. Soit x € [0,+o0o[. Alors, pour tout k > x + 1, fr(z) = f(x).

Donc fi(z) tend en croissant vers f(z). O

3 - Pour tout n € N*, soit A,, le triangle dont les sommets sont les points M, =
(n — #,0), N, = (n + ﬁ,()) et L, = (n,n) ; alors A, est isocele de base M, N,
mesurant # et de hauteur mesurant n. Un simple regard sur le graphe de la fonction f,

donne :

kt 53 koo G T LA |
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Comme fj est une fonction positive et que la suite (f;) tend en croissant vers f, on a :

/ fh= B fdh= i 1%1 1*2”1 2
= lim = lim — — | == — = —.
o koo b koo \ 2 £~ 2 2L4n2 12

[O,+OO[ = n=1

4 - Une fonction ¢ : [0,4+o00[— R continue et intégrable n’est pas nécessairement
bornée comme le montre ’exemple de la fonction f qu’on vient d’examiner : pour x = n,

T)=nmn: rend donc des valeurs arbitrairement grandes ! [l
f(z) s fp g
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CONTENU DU PROGRAMME

|. Espaces mesurables
1. Algebres de Boole et tribus

2. Applications mesurables

Il. Espaces mesurés
1. Notion de mesure
2. La mesure de Lebesgue
3. Propriétés vérifiées presque partout
1. Intégrale de Lebesgue
1. Construction de 'intégrale
2. Théoreme de la convergence dominée et ses applications
IV. Mesure produit. Mesures images. Densités
1. Théoreme de Fubini
2. Théoreme de transfert. Formule de changement de variable
3. Densités et théoreme de Radon-Nikodym
V. Volume des boules et des sphéres
1. Volume de la boule B"

2. Volume de la sphere S™
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