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CHAPITRE 1
SURFACES DIFFERENTIABLES

L’espace euclidien R? a une particularité parmi les espaces topologiques : il posseéde des
coordonnées globales (x1,z2). Celles-ci permettent d’y faire de I’analyse. Mais d’autres
n’ayant aucune structure linéaire se comportent toutefois localement comme R? ; on les
appelle surfaces différentiables. L’objet de ce chapitre est d’en donner la définition, de
décrire certaines de leurs propriétés et les divers objets qui leur sont rattachés.

1. Définitions et exemples

Dans ce paragraphe M sera un espace topologique paracompact i.e. M est séparé et tel
que tout recouvrement ouvert {U;} admet un recouvrement ouvert {V;} plus fin (tout
V; est contenu dans un U;) et localement fini (tout compact ne coupe qu'un nombre fini
d’ouverts V).

1.1. Définition. On dira que M est une surface topologique si tout point x € M
possede un voisinage ouvert U homéomorphe a R? i.e. il existe une application bijective

p: R? — U telle que © et son inverse @1 soient continues.

Pour connaitre un point = de U, il suffit donc de connaitre les coordonnées (z1,x2)
dans R? de son image réciproque ¢~ !(z). Pour cette raison, on dira que U est un ouvert
de coordonnées locales de M au voisinage de x. La paire (U, ) est appelée carte locale et
(1,72) = ¢ 1(z) sont les coordonnées de z. Si (U, ) et (V,1)) sont deux cartes locales
telles que l'intersection U NV soit non vide, alors un point x € U NV est repéré par ses
coordonnées (x1,x2) dans U et ses coordonnées (21, 2'3) dans V. Comme le diagramme :

el (UNV) % UNV
i |
b UNv) L Uunv

est commutatif, on doit avoir :

(I.1) (2'1,2'2) = ™" o p(z1,22).

L’application ¢~ o ¢ est appelée changement de coordonnées de la carte (U,¢) A la
carte (V,1). Souvent, on a besoin d’une certaine régularité de cette application ; ce qui
nous amene a définir la notion de surface différentiable. Dorénavant M sera une surface
topologique.

1.2. Définition. Deuzx cartes locales (U, ) et (V, 1) sont dites compatibles si ['une des
conditions suivantes est remplie :
i) UNnV =10,
i) UNV #0 et =t op est un difféomorphisme de classe C™ ; ceci a un sens car cette
application est définie sur un ouvert de R? et est d valeurs dans R>.

Un ensemble de cartes locales (U, ¢;)icr sur M est appelé atlas si (U;);er est un
recouvrement de M et si deux cartes quelconques (U;, ;) et (Uj, ;) sont compatibles.
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Deux atlas (U;, pi)icr et (Vj,9;),es sont dits équivalents si leur réunion est un atlas i.e.
pour tout ¢ € I et tout j € J, les cartes (U, ¢;) et (V},1;) sont compatibles.

1.3. Définition. Une classe d’équivalence d’atlas est appelée structure différentiable
sur M. On dira que M est une surface différentiable.

(Pour simplifier, dans toute la suite on dira simplement “surface” au lieu de “surface
différentiable”.)

Tout ouvert non vide d’une surface est une surface.

Une surface M est dite orientable si elle peut étre définie a ’aide d’un atlas (U;, ¢;)
pour lequel les difféomorphismes (I.1) préservent 'orientation de R? : pour z € U; N Uj, le
déterminant de ’application linéaire d (goj_l o ¥;) (7 (x)) est strictement positif.

Une surface M est dite connexe, compacte... si I’espace topologique sous-jacent M est
connexe, compact...

Dans toute la suite de cette section on ne considérera que les surfaces connexes.
1.4. Exemples

Souvent nous ne spécifierons que la maniere d’obtenir les cartes. Le lecteur peut
vérifier lui-méme leur compatibilité. On peut obtenir des exemples de différentes manieres.
Mais il est clair que le premier est I'espace R? lui-méme puisqu’il constiue le modéle local.

i) Surfaces de R*

Une application différentiable U R (U ouvert de R?) est dite de rang constant si
le rang de Iapplication linéaire d, f : R®> — R (différentielle de f au point ) ne dépend
pas de x, donc égal a 0 ou 1. On dira que f est une submersion si pour tout x € U, d, f
est surjective, donc de rang 1. Pour tout ¢ € f(U), posons :

M={zeU: f(x)=c}.

Supposons que f est une submersion. On montre alors, par le théoréme des fonctions
implicites (voir [Ct]), que M est une surface. On dira que f est une fonction definissant
la surface M.

On appelle surface de R? toute partie fermée M telle que, pour tout = € M, il existe

un voisinage ouvert U de z et une application différentiable U I R définissant M N U.
ii) La sphere S*

C’est la partie fermée de R® : S* = {(z1,22,23) € R® : 23423423 = 1}. Clest
évidemment une surface de R?® définie par une submersion ; mais on peut voir aussi sa
structure de surface en exhibant explicitement un atlas. Considérons le recouvrement
ouvert suivant U; = S*\{N} et Uy = S*\{S} ott N et S sont respectivement le péle nord
et le pole sud de la sphere. Alors 'application ¢y : R? — U; C R? définie par :

211 2x9 —1+2?+ x%)

l‘,l‘ - 9 Y
Pr(wr, 22) (1+x%—|—x§ 1+a22 423" 1+ a3 + 23
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/x,

, . 2 . . . ,
est un homéomorphisme de R* sur U;. L’application inverse est donnée par :

_ X X
(1011(X17X27X3): ( . 2 >

1— X371 X3

De méme application ¢s : R* — U, donnée par :

211 229 l—x%—x%
1+22+22" 1+ 22+ 22" 1+ 22 + 23

P2(w1, w2) = (

. , . . _ 2 .
est aussi un homéomorphisme ; l'inverse ¢, 1. Uy — R? a pour expression :

X1 Xo
1+ X3 14+X3/)°

Spg_l(le X27 X3) = (
L’application de changement de cartes :

03 o1 1o (UL NU) = RMN\{(0,0)} — R*\{(0,0)} = 5 (U1 N V)

s’écrit :

(F O (151 11 12
2 ’ $%+$227$%+$%

qui est clairement différentiable ainsi que son inverse. Nous avons donc exhibé de facon
explicite un atlas de la sphere S®. Les applications gpl_l et p5 L sont appelées projections
steréographiques de poles respectifs N et S.

iii) L’ellipsoide
Un exemple ressemblant de tres pres a celui de la sphere. Prenons 'ellipsoide M de

2 2 2
R3 d’équation : 2+ 73+ % =1 ol q, b et ¢ sont trois nombres réels strictement positifs.
Considérons ’application :



Elle a pour différentielle au point x = (x1, 22, x3) : df = (QQ%, 21%, 2(%) . Elle est surjective

en tout point (z,y, z) # (0,0,0) ((0,0,0) ne fait pas partie de M). En vertu du théoréme
des fonctions implicites, M est une surface différentiable.

Donnons-en une paramétrisation réguliére, c’est-a~dire une carte locale (ou systéme
de coordonnées locales). Soient L le demi-plan fermé de R3 défini parzo =0et ;1 >0,V
Pouvert R*\L (i.e. R privé de L) et S = M NV ; S est un ouvert de M.

On prend U =]0, 27[x]0, w[. Le paramétrage de l'ouvert S de la surface M peut étre
donné, comme dans le cas de la sphere de centre 1'origine et de rayon R par ’application
suivante :

x1 = acosfsinp
O:(0,p) €U+ (z1,22,23) €S olu xo = bsinfsin ¢

T3 = CCOS .

L’isomorphisme linéaire (z1,z2,x3) € R? — (axy,bre, cry) € R? induit de facon
évidente un difféomorphisme h : S — M.

iv) Le plan projectif P%(R)

Nous donnerons d’abord la définition en dimension quelconque. Soit n > 0 un entier.
Sur R™™'\ {0} on consideére la relation d’équivalence 2 ~ y si, et seulement si, il existe
A € R* tel que y = \z. Le quotient :

P"(R) = (R"1\{0})/ ~

est Iespace projectif réel de dimension n. C’est ’ensemble des droites vectorielles (privées
de Porigine) de 'espace R™™'. Un point = de P"(R) est représenté par un vecteur non
nul de R"*! ; les coordonnées (x1,---,xp41) de ce vecteur donnent donc z ; mais, pour
tout A € R*, (Axq, -+, Ax,11) donnent aussi le méme point x. Ces coordonnées ne sont
donc définies qu’a un facteur multiplicatif pres ; on les note [z, -+, z,+1] et on les appelle
coordonnées homogénes de . On note 7 la projection canonique R™™\{0} — P™(R).
On munit P"(R) de la topologie quotient, c’est-a-dire la topologie 7 la plus fine parmi
toutes celles qui rendent continue la projection 7.

On prend n = 3. Pour i = 1,2,3, on pose U; = {(z1,22,23) € R® : x; # 0} et

U; = n(U;). Les U; forment un recouvrement ouvert de P?(R) pour 7.

6



On considere les applications ¢; : R? —s U; définies par :

o1(u,v) = [1, u,v]
wa2(u,v) = [u,1,]
o3(u,v) = [u,v,1].

"L‘L:l -,

\
e e - -

;=0 -7 P’ Hl',

s

H; et H] sont les plans d’équations

respectives x; = 1 et ; =0

Vérifinons la compatibilité entre les cartes. Faisons-le par exemple pour (Ui, 1) et
(U, ¢2) en explicitant 902_1 o1 qui est une application de gol_l(Ul NUs) dans g02_1(U1 NUsz).
L’élément (u,v) qu’on va prendre dans o] (U1 NUs) C R? est tel que u # 0. On a :

ertomu =g () =t (|1 50 ]) = (1) =),

)
u u

Ceci montre que le changement de coordonnées (u',v') = @5 0 1 (u,v) est C> (et méme
analytique réel). Le recouvrement ouvert {U;} et les applications ¢; forment donc un atlas
définissant une structure de surface différentiable sur P?(R).

Cette surface n’est pas orientable. En effet, la matrice jacobienne de la transformation
(u,v) — (u,v") s’écrit :

ou’  ou’ 1 0
ou ov u?

o’ o’ —v 1
ou v u? u

et a pour déterminant jacobien —% qui est strictement négatif pour u > 0 et strictement
positif pour u < 0.

2. Applications différentiables

2.1. Définition. On dira qu’une application f : M — N entre deux surfaces est
différentiable au point © € M si, pour toute carte locale (U, ) de M contenant x, toute
carte locale (V1) de N contenant f(x) et tout voisinage ouvert W de x contenu dans U
et tel que f(W) C V', Uapplication :

(1.2) Vv lofop: Y (W) CR? — ¢~ (V) Cc R?
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est différentiable au point o~(x). On dit que f est différentiable, si elle est différentiable
en tout point de M.

En particulier, on dira qu'une fonction f : M — R est différentiable si, pour toute
carte locale (U, ¢), la fonction :

fop:p ' (U)cR* —-U —R
est différentiable. La dérivée partielle de %(w) sera donc par définition :

of I(f o)

axk 8$k

(L.3) (z) = (o™ (@)).

Si 'application f est différentiable, bijective et f~! différentiable, on dira que f est
un diffeomorphisme de M sur N.

On notera C°°(M, N) l'ensemble des applications différentiables de M dans N et
simplement C*°(M) lorsque N = K (K = R ou C) ; ce dernier est une algebre pour la

multiplication des fonctions. L’ensemble des difféomorphismes d’une surface est un groupe
(pour la composition des applications) noté Diff(M).

2.2. Partition de 'unité.

C’est I'un des instruments les plus puissants en Analyse ; il permet de recoller des
objets définis localement en objets globaux.

Soient M une surface et p : M — K une fonction. On appelle support de p et on
note supp(p) 'adhérence de I'ensemble {x € M : p(x) # 0}.

Soit U = (U;); un recouvrement ouvert de M. On dira que U est localement fini
si tout point x € M possede un voisinage qui ne rencontre qu'un nombre fini d’ouverts
de la famille #. Sur une surface (paracompacte comme cela a été supposé avant) un tel
recouvrement existe toujours ; on peut méme le choisir dénombrable.

Soit U = (U;); un recouvrement localement fini sur M. On appelle partition de 'unité
subordonnée a U une famille de fonctions réelles différentiables positives (p;); telles que :

- pour tout i € I, supp(p;) est contenu dans Uy,

'Zpizl-

iel
Proposition. Tout recouvrement localement fini U = (U;);cr admet une partion de
Vunité différentiable (p;)icr-

3. Espace tangent

Soient M une surface et (U, ¢i)icr un atlas définissant M. On a vu qu’une fonction
f: M — R est différentiable si, pour tout ¢ € I, la fonction :

fopitp ' (U) CR®* — U; — R
est différentiable et que la dérivée partielle %(m) est donnée par :

of I(f o i)
6$k 8$k

(z) = (¢ (2))-
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Pour tout £ = 1,2, on obtient donc un opérateur aaTk qui a toute fonction différentiable f

sur U; associe la fonction %. En chaque point x € U;, les opérateurs aa—wl(ac), aa—m(x) sont
linéairement indépendants. Si (Uj, ;) est une autre carte locale de systeme de coordonnées
(x,25), un point & € U; N U; est repéré par ses coordonnées (z1,x2) dans U; et ses

coordonnées (z7,z5) dans U; et on a :

(21, 23) = @ij(21, 72)
avec @;; = gpj_l o ;. Il est alors facile de montrer que, pour tout £k = 1,2, on a :

0 ox 0 Oxh 0

(1.4 5o ) = G @) gy (1) + 52 (@) 57 (2).

En tout point x € M, les opérateurs a%l(x), 8%2(1') engendrent donc sur R un espace

vectoriel de dimension 2 indépendant de la carte choisie (U;, ¢;) pour le définir.

3.1. Définition. On appelle espace tangent o M en x, l’espace vectoriel T, M engendré

par les opérateurs a%l(:c), %(m) a laide d’une carte quelconque (U;, p;).

Pour les surfaces M de R®, on peut percevoir de maniére trés concréte la notion
d’espace tangent. Si M est une surface de R? définie localement sur un ouvert U C R® par
une équation du type F(x1,x9,23) = 0 ou F : U — R est C°°, alors 'espace tangent a
M au point a = (ay,a2,a3) est le noyau de la forme affine sur R3 .

(15) o | (@) — ) + (o) — aa) + §—£<a><x3 ~a).

Par exemple la sphere S* de R? est définie par équation F(x1, 2o, z3) = 1 — 22:1 3 =0

et a pour espace tangent au point a = (L 1L

V37 V37 V3
d’équation : x1 + a9 + x3 = V3.

Pour tout x € M, T, M est un espace vectoriel réel mais il dépend du point par lequel
il “passe”. On définit I’ensemble T'M comme suit :

) le plan affine de l’espace euclidien R?

TM = U T, M.
xeM

Un élément de T'M est la donnée d’un couple (x,u;) ot x est un point de M et u, un
vecteur de T, M. On a une projection canonique 7 : TM — M définie par 7(x,u,) = x.

3.2. Définition. On appelle champ de vecteurs sur M toute application X : M — T M

34 s o o \

telle que, sur toute carte locale (U, ), X s'écrit X(z) = fi1(x)z5-(2) + fa(z) 55, (z) ou
f1, fo : U — R sont des fonctions C'°.

L’ensemble X (M) des champs de vecteurs sur M est un module sur 'anneau C'*° (M)

des fonctions de classe C°°. On peut y définir une structure multiplicative de la fagon

suivante : soient X et Y deux champs de vecteurs sur M qu’on peut écrire sur la carte

locale (U, p) :
X(2) = ia) o () + fo0) 5 (0) et V(@) = 1) 5 (0) + 2(2) 5 (o)
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Un calcul facile montre que pour toute fonction h : M — R, de classe C*°, on a :

8gg oh . 8fk oh
kaxk 8934 ge &'Iw axk .

X(Y () - Y(X(h) =Y

k0

On définit ainsi un nouveau champ (local) de vecteurs XY — Y X ; on montre que ceci ne
dépend pas de la carte choisie ; on obtient alors un champ de vecteurs global XY — Y X
qu’on note [X,Y] et qu'on appelle crochet de X et Y ; [X,Y] est le commutateur de X
et Y vus comme opérateurs (différentiels d’ordre 1) sur C*°(M). On vérifie facilement
I'identité suivante dite identité de Jacobi :

(L.6) (X, [Y, 2] + [V, [Z, X]| + [2,[Y, X]] = 0.

On dira que (X(M),[, ]) est 'algébre de Lie des champs de vecteurs sur M.
3.3. Application tangente

Soit h une application différentiable d’une surface M dans une autre surface N. On
supposera que M et N sont définies par les atlas respectifs (U, ¢;)icr et (Vj, 1) e et,
pour ne pas alourdir les notations, on fera comme si les ouverts de coordonnées U; et V;
étaient en fait Pespace euclidien R%. Pour tout z € M de coordonnées (21, z2), 'application
h définit une application linéaire :

(L.7) doh s TM — Ty N
qui a tout opérateur %(m), k = 1,2, associe l'opérateur d,h (%(m)) donné sur une
fonction f: N — R par :

s) i (@) (1) = S @ 5L o) + F2 @) 5L (o)

ou (y1,y2) sont les coordonnées du point h(z) pour tout x € M. On peut vérifier que
la définition de ’application d,h ne dépend pas du systeme de coordonnées locales. On
I’appelle application tangente a h au point x € M.

4. Formes différentielles

Nous les introduisons d’abord sur un ouvert M de R? ensuite nous transposerons la
définition au cas général par le biais des cartes locales (Uj;, ;). Nous verrons aussi comment
se transportent les formes différentielles par une application différentiable et comment, en
degré maximum, elles définissent des mesures sur une surface.

4.1. Généralités

Soient M un ouvert de R? et r un entier naturel. On note A"R? lespace des r-formes
extérieures sur R? (dont on sait qu'il est réduit & {0} pour r < 0 et r > 2).

Une forme différentielle de degré r (ou simplemen r-forme) sur M est une application
o : M — A"R? de classe C™. Pour chaque z € M, o(x) est une r-forme linéaire alternée
sur R?. L’ensemble des r-formes différentielles sur M est un espace vectoriel réel qu’on
notera Q" (M) ; décrivons-le explicitement pour r = 0, 1, 2.
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i) Pour r = 0, A°R? = R. Les O-forme sont donc les fonctions C*°, f: M —» R.

ii) Prenons r = 1. Soit f : M — R une fonction de classe C*°. On sait qu’en tout
point x = (z1,x2) € M la différentielle d, f est une application linéaire de R? & valeurs
dans R i.e. dyf est un élément de A'R? ; elle a pour expression :

(1.9) d.f = g—ai(x)dxl + g—ai(x)dxg.

Les 1-formes dx1, dxo sont les différentielles des fonctions coordonnées x € M —— zp, € R
pour k = 1,2. Prises en un point, elles constituent une base de l'espace vectoriel ATR?.
Comme une 1-forme « sur M est une application M —s A'R?, elle s’écrit sous la forme
a = a1dry + asdry ou o et g sont des fonction C*° sur M.

iii) Prenons r = 2. La 2-forme dx; Adzo définit une base de A2R?. Ainsi toute 2-forme
différentielle o sur M est du type 8 = [odz1 N dxs ou [y est une fonction C° sur M.

On pose Q* (M) = Q°(M)®Q (M)®Q?(M). C’est un espace vectoriel réel qui possede
en plus une structure de module sur I'algebre C'*° (M) des fonctions C*°. Le produit fw
d’une r-forme w par une fonction f s’étend aux formes de degré supérieur ou égal a 1. On
le définit comme suit :

aA B = (ardry + aadra) A (Brdzy + Badrz) = (a1f2 — azfi)dzy A dzs.
Bien sur, on a a A 5 = 0 lorsque degré(a) + degré(/3) > 3. On peut vérifier facilement que
aNB=(-1)"BAa et aA(BAy)=(aANB)AY.

L’espace Q*(M) est ainsi muni d’une structure d’algébre graduée anticommutative.
4.2. Effet d’une application différentiable

Soient M et N deux ouverts de R? et ¢ : M — N une application C*°. Alors pour
tout point x € M, la différentielle d,p est une application linéaire de l'espace R? dans
lui-méme. Pour tout r € N, elle induit une application linéaire :

0" QN (N) — Q7 (M)

définie pour toute r-forme 5 sur N de la facon suivante (I’expression sera donnée suivant
les valeurs de r) en x € M :

o (B)(x) = Ble(x), ¢ (B)(@)(u) = Ble(x))(dep(u))

si B est une fonction ou une 1-forme. Si c’est une 2-forme, ce sera :

2" (8)(@)(ur, uz) = Blp(2))(dep(ur), dep(uz))-

Ici, u, uy et ug sont des vecteurs tangents a M au point z. On dira que ¢* () est I'image
réciproque de 8 par .

On peut préciser I’écriture a ’aide des composantes 1, 2 de ¢ qui sont des fonctions
réelles C* sur M. Notons (z1,x2) et (y1,y2) les coordonnées respectivement sur M et N.
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Pour les fonctions, la situation est claire, faisons-le uniquement pour les 1-formes et les
2-formes.

Pour tout k£ = 1,2 la composante ¢, n’est rien d’autre que la composée yi o ¢, yx
étant considérée comme la restriction & M de la projection (y1,v2) € R? — y;, € R. Alors
si 8 a pour écriture :

B = Bi(y1,y2)dyr + B2(y1,y2)dys  ou = h(y1,y2)dyr A dya

¢*(B) s'écrira sur M = " () = (b1 0 p)dipr + (B2 0 p)dipz ou *(8) = (h o p)dp1 A dps,
c’est-a-dire, en termes de coordonnées (z1,x2) :

O

(70*(/8) (Blo(pal—i_/BQo(pa )dfl?l"i’(ﬂlogo%ﬁ-ﬂQOgoggp)de

Ox

ou :
QCRLIE i 7
Les propriétés essentielles de I'application ¢* : Q" (N) — Q7(M) sont les suivantes :
(1) Si ¢ est I'identité de M C R?, p* est I'identité de Iespace Q" (M) pour tout r ; si
M 25 N % L sont deux applications C* alors (¢ o p)* = ¢* o ¢*.

) dl‘l N d.’L‘Q.

(2) Si ¢ est un difféomorphisme alors ¢* est un isomorphisme entre Q*(N) et Q*(M)
tel que (¢*)~1 = (p~1)* et vérifiant en plus o*(a A B) = ¢*(a) A ©*(B).

Mettons-nous maintenant dans le cas général i.e. M n’est plus forcément un ouvert
de R? mais une surface quelconque définie comme toujours par un atlas (Ui, ¢i)icr- On
posera @;; = goj_l 0 ;.

Une r-forme différentielle sur M est une collection oo = ()i ol «; est une r-forme

sur l'ouvert goi_l(Ui) telle que sur toute intersection non vide U; N U; on ait la condition
de recollement :

(L.10) a; = pi;(ag).

L’espace des r-formes différentielles sur M sera toujours noté Q7 (M). Toutes les propriétés
qu’on vient de donner de 'espace Q" (M) dans le cas M difféomorphe a R? se transportent
systématiquement au cas ou M est une surface.

On conviendra que dorénavant I’écriture dans une carte locale (U, 21, z2) d’une r-forme
«a sur M sera comme celles qu’on a données dans 4.1 :

Une fonction f, une 1-forme o = ajdxy + asdxrs ou une 2-forme § = hdxy A dxs.

4.3. Intégration d’une forme volume

Soit @ un ouvert de R? ; la restriction de la mesure de Lebesgue A = dx1 ® dxo induit
une mesure A sur O. Soient @’ un autre ouvert de R? et ¢ : @ — 0’ un difféomorphisme
de classe C''. Rappelons d’abord la formule de changement de variable pour I'intégrale de
Lebesgue :

Une fonction mesurable f : O — R est M-intégrable si, et seulement si, la fonction
fop est p-intégrable (u étant la mesure |J(p)|\ et J(p) le déterminant jacobien de @) et

on a en plus [, fdX = [, fop|J(@)|dA.
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Soit maintenant w une 2-forme différentielle & support compact sur R? ; alors w s’écrit
w = fdx1 A dxg ou f est une fonction a support compact. On définit I'intégrale de w sur

R? comme étant le nombre :
/ w= / fdri ® dxs.
R? R™

On vérifie facilement que, si ¢ : R*> — R? est un difféomorphisme, alors :

Jo = (sieme de () [ o

Ceci étant, nous allons préciser quand et comment on peut intégrer sur une surface
M définie par un atlas U = (U;, ;)ier ou U; est un recouvrement (localement fini de M).
Alors M est orientable si elle vérifie l'une des assertions équivalentes suivantes :

i) Les déterminants jacobiens de tous les difféomorphismes de changement de cartes

gojfl o ; sont positifs ;

ii) Il existe sur M une forme différentielle w de degré 2 partout non nulle ; w est appelée
forme volume sur M.

Supposons M connexe orientée par la donnée d’une 2-forme volume w. Soit (p;)ics
une partition de 'unité différentiable subordonnée au recouvrement Y. Alors la 2-forme
piw est a support dans U; et on a w = Z piw. Le nombre :

iel

; /R , @i (piw)

(s’il existe) ne dépend ni du choiz de l'atlas (U;, p;) ni de la partition de 'unité (p;). On
Iappelle intégrale de w sur M et on note [ 1 w- L'intégrale vérifie les propriétés de linéarité
évidentes :

/w+7=/w—|—/7' et //\wz)\/w pour tout A € R
M M M M M

sous réserve, bien sur, de 'existence de ces différentes quantités.

Ainsi, toute forme volume w sur M induit une mesure u sur la surface, définie pour
toute fonction f continue a support compact par :

Aﬁwwmzlﬁm

5. Actions de groupes

Nous présentons de maniere bréve la notion d’action d’un groupe. Elle sert, entre autres,
a construire des exemples divers de surfaces.

Soit M une surface munie d’une relation d’équivalence R. Pour tout x € M, on
notera O, sa classe d’équivalence. Si U est une partie de M, Sat(U) sera son saturé i.e.
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Sat(A) = U O,. On dira que R est ouverte si, pour tout ouvert U de M, Sat(U) est un

€A
ouvert de M. Soient R une telle relation d’équivalence, B = M /R le quotient et notons

m : M — B la projection canonique. On munit B de la topologie quotient : V est un
ouvert de B si, et seulement si, 77!(V) est un ouvert de M. Cette topologie sur B rend
la projection 7w continue.

Soient I" un groupe dénombrable discret (cela signifie qu’il est muni de la topologie
discrete i.e. tout singleton {y} est un ouvert) et M une surface. On notera Diff(M) le
groupe des difféomorphismes de M.

5.1. Définition. Une action de I' sur M est une application continue ® : I' x M — M
telle que :
i) ®(e,x) =z pour tout x € M, e étant ’élément neutre de T ;
i) ®(yy,z) = @(v, (v, x)) pour tous v,7 €' et tout point x € M ;
iii) pour tout~y € ', Uapplication partielle ®(~y, ) : x € M — ®(y,x) € M est un élément
de Diff(M).

La donnée d’une action ® de I' sur M permet de définir une représentation de I' dans
le groupe Diff(M) i.e. un morphisme de groupes p : v € I' — ®(~,-) € Diff(M). Tout
élément v € I" sera confondu avec p(vy) et pour tout point x € M, p(v)(x) = ®(vy,x) sera
noté simplement yz. L’ensemble O, = {vx : v € I'} est appelé orbite de x.

i) On dira que x € M est un point fize de ® si yxr = x pour tout v € I'. L’ensemble

Fix(®) des points fixes de ¢ est un fermé de M.

ii) Pour tout x € M, posons I';, = {y €' : vx =z} ; alors ', est un sous-groupe de I"

appelé groupe d’isotropie de x.

iii) On dira que laction ® est libre si, pour tout z € M, I',, = {e}.

iv) Une partie My de M est dite invariante par ® si, pour tout x € My, 'orbite O, est
entierement contenue dans M.

Toute action ® de I' sur M définit une relation d’équivalence R :
(I.11) xRy <= il existe v € I tel que y = .
Cette relation d’équivalence est ouverte ; en effet, pour tout ouvert U de M, son saturé :

Sat(U) = | J yU

vyel

est un ouvert car, pour tout v, YU est ouvert puisque v est un difféomorphisme. On munit
X = M/® = M/R de la topologie quotient. On dira que l'action & : I' x M — M est :

v) totalement discontinue si tout point € M admet un voisinage ouvert U tel que, pour
tous 71,72 € I' distincts, on ait U NyU =0 ;

vi) séparante si tous points x,y € M non équivalents admettent des voisinages ouverts
respectifs U et V tels que, pour tous 71,72 € I, on ait 11U NV =0 ;

vii) propre si, pour tout compact K C M, l'ensemble {y € T': yK N K # ()} est fini.

Si I est fini et agit librement, alors il agit de fagcon séparante et totalement discontinue
(démonstration laissée au lecteur).

14



On dira que deux actions ®; et ®5 définies respectivement sur les surfaces M; et My
sont conjuguées, s’il existe un difféomorphisme h : M7 — M, tel que, pour tout v € T, le
diagramme suivant commute :

P, 'Ya')

My — My
(1.12) hl Lh
My 29 g,

Dans toute la suite de cette section, I' sera un groupe topologique, dénombrable et
discret. Dans ce cas, si I' agit librement et proprement, il agit de fagon séparante et
totalement discontinue.

5.2. Proposition. Soient M wune surface et ® une action libre et propre de I' sur M.
Alors le quotient X¢ = M/® est une surface et la projection canonique m : M — Xg
est un difféomorphisme local i.e. tout point x € M admet un vosinage ouvert U tel que la
restriction m : U — w(U) soit un difféomorphisme. Si ¥ est une action conjuguée a P,
les surfaces X et Xy sont difféomorphes.

I1 est souvent utile de savoir s’il existe une partie d’une surface M (géométriquement,
intérssante) qui contient le moins possible d’éléments dans chaque orbite. Ceci nous amene
a la définition qui suit.

5.3. Définition. Soit ® une action libre et propre de I' sur une surface M. On appelle
domaine fondamental de cette action toute partie fermée A de M telle que :
i) L’intérieur int(A) de A est non vide.
) La réunion de tous les 7y(A) (pour v parcourant I') est égale a M.
iii) y(int(A)) Nint(A) = 0 pour tout v € I'\{identité}.
)

La famille {7(int(A)) : v € I'} est localement finie : un compact ne rencontre qu’'un
nombre fini de cette famille.

L’ensemble 0A = A\int(A) est le bord du domaine fondamental ; il est de mesure
nulle (pour la mesure canonique de M : celle donnée par la mesure de Lebesgue de R?
a 'aide des cartes locales). La surface quotient X = M/I" est obtenue a partir de A en
identifiant les points de 0A qui sont I'-équivalents. On admet la :

Proposition. Toute action libre propre de I sur une surface M admet un domaine
fondamental. Ce domaine est compact si, et seulement si, X = M /T [’est.

5.4. Quelques exemples
i) Soient M = R? et ' = Z*, 7 = (1, 72) un vecteur de R? dont les composantes sont

toutes non nulles. On définit une action ® : I' x M — M par ®(¢,x) =z + 7q ou :

= (r1,22) ER®, q=(q,q2) €Z* et qr = (q171,q2T2)-

Alors @ est une action libre et propre ; le quotient M /T est une surface. La structure
différentiable sur M/T" ne dépend pas du 7 choisi. Cette variété est le tore T? ; elle
est obtenue en identifiant deux a deux les cotés opposés d'un parallélogramme (voir sa
construction géométrique précise dans Complément 5).
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ii) Voici une autre maniere de définir le tore T?. Soient A tel que 0 < XA < 1 et v de
difféomorphisme de R? donné par v(z) = Az. L’action de I' = () ~ Z engendrée par 7y
n’est pas libre puisque ~y fixe l'origine 0 mais elle I’est, de fa(;on évidente, sur M= ]RQ\{O}

Elle est aussi propre sur M. En effet, soit K un compact de M alors il existe un entier
n > 0 tel que K soit contenu dans la couronne ouverte :

C={z:\"<|z| <A™}

(voir (a) dans le dessin ci-dessous). Il est alors évident que A" (K)NK = (et A™"(K)NK = ()
pour tout entier r > 2n.

Il n’est pas difficile de voir que la couronne fermée A = {z : A < |z| < 1} est
un domaine fondamental de l’action en question. Le quotient M = M /T s’obtient en

identifiant le point z sur le cercle de rayon 1 au point Az sur le cercle de rayon A (¢f. (b)).
Naturellement, ce quotient est un tore T2.

iii) Soient M la sphere S?, ensemble des vecteurs de Pespace R? vérifiant la relation
23+ 22+ 232 =1 et T le groupe multiplicatif {1, —1} (qu'on peut aussi identifier au groupe
additif Z/2Z) ; T agit sur S? de la facon suivante :

®:(y,2) €T x S* — vz € $2
L’action ® est libre et le quotient S? /T est une surface non orientable ; c’est le plan projectif
P?(R) que nous avons défini dans la sous-section 1.4.
6. Courbes complexes

Elles se définissent de la méme maniere que les surfaces différentiables : la notion de
difféomorphisme entre ouverts de R? est remplacée par celle d’application biholomorphe
entre ouverts de C. Soit M une surface topologique de dimension 2.

6.1. Définition. On dira que M est une courbe complexe si elle admet un atlas
(Uk, ¢r)ker ou, pour tout k € I, pp est un homéomorphisme d’un ouvert de C sur Uy
tel que si Uy N U; # O 'homéomorphisme qui suit soit biholomorphe :

0ok @r (UeNU;) € C— 7 (U, NU;) C C.
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Par définition méme, toute courbe complexe est munie naturellement d’une structure
de surface analytique réelle ; c’est donc a fortiori une surface différentiable.

Toute partie ouverte d’une courbe complexe (en particulier tout ouvert de C) est une
courbe compleze.

6.2. Exemples

Ils seront définis de maniere presque similaire que pour le cas réel. Evidemment, le
premier exemple de courbe complexe est ’espace C.

i) Courbes complexes de C?

Soient U un ouvert de C?, f : U — C une fonction holomorphe et ¢ € f(U). On
note M lensemble {z € U : f(z) = ¢} . Supposons qu’en tout point z = (z1,22) de M, la
différentielle d, f : C2 — C (qui est une application C-linéaire) est surjective. Alors la
version complexe du théoréme des fonctions implicites montre que M posséde une structure
de courbe complexe. On dira que f est une fonction définissant M.

Contrairement au cas réel, il existe beaucoup de courbes complexes qui ne peuvent
pas étre obtenues de cette maniere : il n’existe pas de version holomorphe du théoreme de
plongement de Whitney. Par exemple, une courbe complexe compacte M ne peut jamais
étre plongée (de maniere holomorphe bien siir) dans un C* (ni méme dans aucun C") : en
effet, un plongement serait obtenu a ’aide de deux fonctions holomorphes f1, fo : M —— C
qui seraient donc bornées puisque M est compacte, et par suite constantes d’apres le
principe du maximum.

ii) La sphere S?

Reprenons les notations de 1.4. ii). On a deux ouverts U; = S*—{N} et Uy = S*—{S}
et deux applications ¢ : R? — U; C R® et Y2 : R? — U, CR? qui, en identifiant R? &
C et en posant z = x1 + ix9, peuvent sécrire sous la forme :

242z i(Zz—2) —1+22
p1(z) = -, -, —
142z 142z 1+ 2z

1422 1422 1422

eale) =

Leurs inverses s’écrivent respectivement

247 i(Z—2) 1—22)

X X
1 1 . 2
©1 ( 1, A2, 3) 1 X Zl X

et :

X X
1 1 . 2
2 ( 1, 2 3) 1 )73 7/1 )73

On pose 11 = ¢ ox ou * : C — C est la conjugaison complexe et 12 = @s5. Il est
alors facile de vérifier que I'application :

YT oahy 1 HUL N UL) = CF — 7 H UL N Uy) = C*

s'écrit ¢; Totha(2) = 1. C’est une transformation biholomorphe de C*. L’atlas (Uy, Vi) =19

munit donc la sphére S? d’une structure de courbe complexe.
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iii) La droite projective complexe

De maniére analogue au cas réel, sur C*\{0} on considere la relation d’équivalence :
2z ~w <= 3\ € C" tel que w = Az.

Le quotient P'(C) de C*\{0} par cette relation d’équivalence est appelé droite projective
complexe. On peut montrer, en suivant exactement la démarche entreprise pour le cas réel,
que P!(C) posseéde une structure de courbe complexe : il suffit de remplacer tout objet
réel par son analogue complexe.

6.3. Applications holomorphes

Soient M et N deux courbes complexes. On dira qu’une application f: M —> N est
holomorphe au point z € M si, pour toute carte locale de M, (U, ) contenant z et toute
carte locale (V,v) de N contenant f(z) et tout voisinage ouvert W de z contenu dans U
et tel que f(W) C V, Uapplication :

(I.13) v rofop:p (W)ycC— oy Y (V)cCC

est holomorphe au point o~1(2). On dira que f est holomorphe si elle est holomorphe
en tout point de M .

Une fonction f : M — C est dite holomorphe si pour toute carte locale (U, ) la
fonction qui suit est holomorphe :

fop:p ' (U)cC" — U —C.

Si f est holomorphe, bijective et f~! holomorphe on dira que f est un biholomorphisme
de M sur N. On dit aussi que M et N sont biholomorphiquement équivalentes.

On notera H(M, N) 'ensemble des applications holomorphes de M dans N et tout
simplement H (M) lorsque N = C ; ce dernier est une algebre pour la multiplication des
fonctions. L’ensemble des biholomorphismes (ou automorphismes) d’une courbe complexe
est un groupe (pour la composition des applications) noté Aut(M) ; c’est bien sur un
sous-groupe de Diff(M).

Une surface différentiable ou courbe complexe est dite connere, compacte etc. si elle
est connexe, compacte etc. en tant qu'espace topologique. Par exemple S?, P2(R) et
P1(C) sont connexes et compactes.

On dira qu’un groupe I' (dénombrable, discret) agit holomorphiquement sur une courbe
complexe M si, pour tout élément v € I', 'homéomorphisme z € M —— ~vz € M est un
biholomorphisme. La définition de la conjugaison de deux actions se transpose au cas des
courbes complexes : on demande a h dans le diagramme (VII.12) d’étre biholomorphe et
on dira que les actions sont holomorphiquement conjuguées. On a une version complexe
de la proposition 5.2.

6.4. Proposition. Soient M une courbe complexe et ® une action holomorphe, libre et
propre de I' sur M. Alors le quotient Zg = M /P est une courbe complexe et la projection
canonique w : M — Zg est un biholomorphisme local i.e. tout point z € M admet un
vosinage ouvert U tel que la restriction 7 : U — w(U) soit un biholomorphisme. Si W
est une action holomorphiquement conjuguée a P, les courbes complexes Zg et Zg sont
holomorphiquement équivalentes.
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A titre d’exemple, reprenons celui que nous avons donné en 5.4.i). Soient M = C,
I' = 7% et 7 = (71, 72) un vecteur de R? dont les composantes sont toutes non nulles. On
définit une action ® : I' x M — M par ®(¢,2) = z+1q ot z € C, ¢ = (q1,q2) € Z* et
qT = 171 + igaTe. Alors ® est une action holomorphe, libre et propre ; le quotient M /T’
est une courbe complexe notée T, et appelée courbe elliptique.

Contrairement au cas réel, la structure complexe de T, dépend fortement du choix du
vecteur 7 € R%. Nous développons tout cela dans Complément 5.
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CHAPITRE II
SURFACES RIEMANNIENNES

Dans ce chapitre nous introduisons la notion de métrique riemannienne sur une surface et
le premier élément géométrique qu’elle permet de définir : la longueur d’une courbe tracée
sur celle-ci. Nous donnons quelques exemples fondamentaux.

1. Métriques riemanniennes

Soit M une surface définie par un atlas (U;, ¢;)icr. Pour tout = € M, T,,M est un espace

vectoriel réel de dimension 2. Soient 1) M le dual de T, M et T*M = U T M. Sur une
xeM

carte locale (U, ) de coordonnées (z1,x2), a%l(x) et 8%2(1;) sont des vecteurs tangents a

M au point z ; notons dx; et drg les éléments de T M définis par :

inn (@) =1 i (L) =0 aes(w) =0, i (L) <.

Rappelons qu'une 1-forme différentielle sur M est une application w : M — T*M
qui & tout z associe une forme linéaire w, sur T, M de telle sorte que, sur toute carte (U, ¢)
de coordonnées locales (z1,x3), w s’écrive :

w(z) = wi(z)dry + wo(x)dxs

ol wj et wy sont des fonctions C° sur U.

Soit S2?T,, M D’espace vectoriel réel des formes bilinéaires symétriques sur T, M i.e. les
applications ¢ : T, M x T, M — R telles que :

i) les applications p(u, ) : v — @(u,v) et ¢(-,v) : u — p(u,v) soient linéaires ;
ii) pour tous u,v € T, M, o(u,v) = p(v,u).

Tout endomorphisme y, : T,M — T, M induit un endomorphisme de S%T,, M noté
vz défini par v: (o) (u, v) = ©(v2(u),v.(v)) pour ¢ € S?T, M et u,v € T, M. Posons :

§*= | s*T.Mm
zeM
C’est I'ensemble des couples (x, g(z)) ou z € M et g(x) une forme bilinéaire symétrique.

Par exemple, deux 1-formes a et 5 sur M permettent de définir une 2-forme symétrique
sur M notée a® (3 par (a® () (u,v) = a(z)(uw)B(z)(v) pour u,v € T, M. On dira que a® 3
est le produit tensoriel de a et 3.

1.1. Définition. Une métrique riemannienne sur M est une application g : M — S?
ot, pour tout x € M, g(x) est une forme bilinéaire symétrique définie positive et telle que,
sur toute carte (U, p) de coordonnées locales (x1,x2), g s’écrive :

g9(x) = g11(z)dxr; ® dr1 + g12(x)dr1 @ drs + go1(2)dre ® d1 + goo(x)dre @ do

ot les gre sont des fonctions C*° sur U avec g2 = go1.-
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Cela signifie que, pour tout x € M, g(x) est un produit scalaire sur T, M et que
la famille (g(x))zen varie de maniere C* en x. Les fonctions gge sont définies par les
formules :

gre(x) = g(x) <aixk(x), aiw(m)) avec k,0=1,2.

1.2. Construction de métriques

Nous allons donner une construction explicite des métriques riemanniennes en utilisant
la structure différentiable de M décrite a I'aide d’un atlas U = (U;, ;)ier ; ceci montrera
en particulier que de tels objets existent toujours. On supposera que le recouvrement {U;}
est localement fini (i.e. tout point de M admet un voisinage compact qui ne rencontre
qu’un nombre fini d’ouverts U ).

Soit (U, ¢) un élément de latlas U. Pour la structure différentiable usuelle sur R?,
I’homéomorphisme ¢ : R? — U est un difféomorphisme de classe C*°. Pour tout z € R?,
I’application dyp : R? — Z;SD(QC)U est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Soit ( , ) le
produit scalaire usuel sur R* ; pour tous u,v € T,,(;,)U on pose :

9(x)(u,v) = (¢~ (w), 97 (v)).

Soit (z1,22) un systeme de coordonnées sur U. Alors en chaque point = € U, g a pour
expression :

2
(H.l) g(:l;) = Z gkg(.%’)dl'k ® dxy
ke f—1

qui n’est rien d’autre que celle donnée dans la définition 1.1.

Notons ¢° la métrique riemannienne sur U; que I'on vient de construire. Soit (p;)ier
une partition de I'unité C'* subordonnée au recouvrement U = {U, };c;. Pour tout z € M

on pose :
g(x) =>_ pi(x)g'(x).
icl
Il est facile de vérifier que ¢ ainsi définie est une métrique riemannienne sur M. Une
surface M munie d’une métrique riemannienne g est appelée surface riemannienne ; elle
sera notée (M, g).

1.3. Longueur d’une courbe

On appelle courbe dans une surface M toute application v continue d’un intervalle
ouvert I de R dans M ; on dira que v est C' par morceauz s’il existe une partition
dénombrable de I en intervalles I,, tels que la restriction de v a l'intérieur de chacun des
I,, soit une courbe de classe O et les dérivées & gauche et & droite aux extrémités des I,,
existent. On appelle champ de vecteurs le long d’une courbe v : I — M toute application
différentiable qui a tout ¢ € I associe un vecteur tangent X (t) € T ) M. Par exemple, si
~ est différentiable, I'image d;~y (%) du champ canonique % sur I par la dérivée de ~ est
un champ de vecteurs le long de ~.

Supposons M munie d’une métrique riemannienne g = ( , ) et soit v : I — M une
courbe C! par morceaux. On appelle longueur du segment ~([to,#1]) le nombre positif :

12 IRIETET
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ou l'intégrale est, bien entendu, calculée en dehors des points de discontinuité de Z—z(t).

1.4. Définition. Soient (M, g) et (N, h) deux surfaces riemanniennes et ¢ : M — N une
application de classe C*°. On dira que :

(1) ¢ est une isométrie locale si pour tout point © € M et tous vecteurs u et v
tangents a M en x, on a : h(y)(dzp(u),dsp(v)) = g(x)(u,v) oty = p(x). Ceci signifie
que l’application linéaire dy : Ty M — T, N est une isométrie. Si en plus ¢ est bijective
on dira que o est une isométrie ;

(2) ¢ est conforme s’il existe une fonction f: M — R de classe C™ telle que, pour
tout & € M, on ait : h(y)(dew(u),dzp(v)) = ef @ . g(x)(u,v). La fonction ef est appelée
facteur de conformité de .

Comme on peut le voir facilement, une isométrie est une application conforme de
facteur de conformité 1 et une application conforme préserve les angles. L’ensemble
Isom(M, g) des isométries de la surface riemannienne (M, g) est un groupe appelé groupe
des isométries de (M, g). L’ensemble Conf(M, g) des transformations bijectives conformes
de M est appelé groupe conforme de (M, g). On a bien sur :

Isom(M) C Conf(M) C Diff(M).

2. Exemples de surfaces riemanniennes
Nous allons en donner parmi celles dites usuelles car elles sont naturelles et apparaissent
souvent en téte des exemples.

2.1. Métrique usuelle sur R?
Sur R? on a une base de champs de vecteurs globaux (%, %). On définit une
1 T2

métrique riemannienne sur R? par :
(11.3) g(z) = drq ® dxy + dry ® dxs.

Le groupe des isométries Isom(]RQ, g) de cette surface riemannienne n’est rien d’autre que
celui des isométries affines de R? muni du produit scalaire ((x1,22), (y1,Y2)) = T1Yy1 +X2Ys2.
C’est le produit semi-direct R? x 0O(2) ou R? est vu comme le groupe des translations et
O(2) est engendré par les rotations de centre 'origine et la réflexion d’axe une droite
vectorielle.

2.2. Graphe d’une fonction

Soient U un ouvert de R* et f : U —» R une application C*°. Alors son graphe
M = {(x1,22,23) € U xR : x3 = f(x1,22)} est une surface plongée dans R* & I’aide de
I’application C*° :
F:(21,22) € U —> (21,2, f(21,72)) € R’
Pour tout = € U, les vecteurs 8%1’ 8%2 forment une base de ’espace tangent T,U. Leurs

images par la différentielle d,F' sont les vecteurs de T, M C R3 :

1 0
e = 60 et ey = 81
97 (T) 9 ()
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Sur R® on considere le produit scalaire usuel (, ) ; on le restreint a chaque espace tangent
Tr(y) M et on obtient ainsi une métrique riemannienne g sur M. Pour tout k& = 1,2 posons
Pr = %' Alors :

2
<ek,ee>:{1+pk s%k:—é
PrDe S1101.

D’ou l'expression de la métrique dans le systéme de coordonnées (x1, ) :
(I1.4) g=(14p))dr; @ dry + (1 + p3)des @ dry + 2p1padr, @ ds.

2.3. La sphere

On note S? la sphére unité de I’espace euclidien R®. Si on éte le pole nord = (0,0,1)
et le pole sud =(0,0,—1) l'ouvert M qui reste a pour repésentation paramétrique par les
variables 0 € R et ¢ €]0, 7] :

o = sinfsinp

{xl = cosfsinp
3 = COS

L’application F' : (0, ) € Rx]0,n1[— (z1,x2,23) € M n’est pas injective mais sa
différentielle I’est en tout point (0, ). Elle est donnée par la matrice :

—sinfsinp cosfcosp
cosfsingy  sinfcosgp
0 —singp

L’espace tangent & M au point F'(6, ) est donc engendré par les vecteurs :

—sinfsin @ cos 6 cos
epr = | cosfsingp et es = | sinfcosyp
0 —sin

Les différents produits scalaires (eg, es), pris dans R3, donnent la métrique riemannienne
sur M :

(I1.5) g = sin® pdf @ df + dp @ de.
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Le groupe Isom(S?) s’identifie au groupe O(3) des isométries linéaires de ’espace euclidien
R? ou groupe des matrices orthogonales 3 x 3.

2.4. Le demi-plan H

On note H le demi-espace {(z1,z2) € R* : x5 > 0} sur lequel on définit la métrique
riemannienne :

d d d d
(11.6) g= r1 & 1‘1;—2 To @ dTo
2

Par la suite, nous donnerons de maniere explicite le groupe d’isométries de cette surface
riemannienne ainsi que d’autres propriétés en remarquant que :

H:{Z:$1+i$2€C : $2>0}

et que la métrique en question s’écrit aussi sous la forme :

_4dz ® dz

(I1.7) h = 7

ou dz = dxy + idxy et dZ = dxy — idxy. (L’utilisation de la coordonnée complexe se préte
mieux au calcul que celle des coordonnées réelles.)
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CHAPITRE 11
COURBURE

La courbure est le premier des invariants importants en géométrie riemannienne. Pour les
surfaces, il y a différentes maniéres de l'introduire, notamment en passant par celle des
courbes, mais nous avons choisi d’utiliser la notion de connexion. Nous ne faisons pas
beaucoup de démonstrations mais nous détaillons le calcul des courbures des exemples
fondamentaux. Les sections 1 et 2 sont une adaptation aux surfaces de ce qui est exposé
pour les variétés en général dans [Ca).

1. Connexions

Soit M une surface de R®. Un champ de vecteurs sur M le long d’une courbe différentiable
~v: I — M est une application différentiable :

X:teM — (Xl(t),XQ(t),Xg(t)) S T,y(t)M.

On aimerait trouver une maniere de dériver le champ X en demandant a la dérivée de
rester tangente a M. Ce probleme ne se pose pas uniquement dans ce cadre : de maniere
générale on est amené a chercher des lois permettant de dériver des objets tels que champ
de vecteurs. Cela se fait a 'aide d’un outil géométrique appelé connezion, et qui est tres
utile en géométrie différentielle.

1.1. Connexions affines

Soit M une surface. On note T'M son fibré tangent et X(M) le C°°(M)-module des
champs de vecteurs sur M. On appelle connexion affine sur M toute application :

V:(X,Y) € X(M) x X(M) — VxY € X(M)

C°°(M)-linéaire par rapport au premier facteur, additive par rapport au second et telle
que Vx(fY) = fVxY + X(f)Y pour tous X,Y € X(M) et toute fonction f € C*(M)
(ot X(f) est la dérivée de f dans la direction de X).

Mettons-nous dans un ouvert de coordonnées locales (U, z1,z2). Alors on a une base
de champs de vecteurs sur U : X; = 8%1 et Xo = 8%2. Pour connaitre la connexion V, il
suffit de connaitre les quantités Vx, X; avec 4, j = 1,2 ; mais celles-ci s’écrivent :

2
(I11.1) Vi X;=> ThHX;
k=1

ol Ffj sont des fonctions C* sur U. La connaissance (localement) de V revient donc a
celle des fonctions I‘fj, 1,7,k = 1,2 appelées symboles de Christoffel de la connexion V.
On suppose M munie d’une connexion affine V. Soient v : I — M une courbe
différentiable et X un champ de vecteurs le long de ~. Alors :
Il existe une unique loi qui associe ¢ X un champ de vecteurs le long de ~ noté 2X

dt
appelé dérivée covariante de X le long de v et vérifiant les proporiétés suivantes :
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i) dQ(X+Y)_ dt ‘Z dt’

i) 2 (fX)=f2X + dx

iii) si X est la restriction a l'image de v d’un champ X sur M alors 2X Vd
Ecriture locale explicite

On suppose que Pouvert (U, x1, x2) de coordonnées locales est tel que UN~y(I) # (. On
peut écrire y(t) = (z1(t), z2(t)) et X = Z?Zl [;X; avec f; € C>°(U). Alors, en utilisant
les propriétés énoncées de la dérivée covariante, on établit :

2

DX _v¥ix Z d“”fijX

dt dt .
Jj=1 1,j=1
ou encore :
2
I11.2 — = F X.

Soit X un Champ de vecteurs le long d’une courbe 7. On dira que X est paralléle si
sa dérivée covariante 2% est identiquement nulle.

Soit v : I — M une courbe, to € I et Xy un vecteur de T,y M. Alors on peut
construire un champ unique X parallele le long de toute la courbe ~ et prenant la valeur
X au point tg. Un tel champ est appelé transport paralléle de X le long de . Si on I’écrit

2

sous la forme X = Z fiX;, ses composantes f; sont les solutions du systéme différentiel :
j=1

d, dx;
fk ijka—O avec k=12

i,j=1
qui sont uniques en raison de la condition initiale (f (o), f2(to)) = Xo.

Une connexion affine V sur M est dite symétrique si elle vérifie pour tous champs
X,Y € X(M) la relation :

(IX.3) VxY — VyX = [X,Y].
Localement pour X; = 8(332- on a Vx,X; — Vx,X; = [X;,Y;] = 0 et donc pour tous
i,j,k=1,2:TF =Tk,

1.2. Connexions riemanniennes

Soit (M, g) (g = (, )) une surface riemannienne munie d’une connexion affine V. On
dira que V est compatible avec g si, pour tous X,Y,Z € X(M), on a :

(I11.4) XY, Z)=(VxY,Z)+ (Y, VxZ).
En particulier si X,Y sont des champs de vecteurs définis le long d’une courbe v on a :
d DX DY
XY —Y X, —
i = (5 + (x ).
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On arrive a un théoreme fondamental qui assure l’existence d’une connexion affine
symétrique compatible avec une métrique g.

Théoreme de Levi-Civita. Soit M une surface munie d’une métrique riemannienne g
qu’on notera aussi { , ). Alors, il existe sur M une unique connezion affine V symétrique et
compatible avec g. Elle est appelée connexion de Levi-Civita de la surface riemannienne

(M, g).
Un calcul simple montre que V est définie de facon unique par 'identité :

(VyX,Z) —{X Y, 2)+Y(Z,X) — Z(X,Y) — (X, Z],Y) = ([Y, Z], X) — ([X,Y],2)}

Faisant X = X, Y = X, et Z = X}, et (X;, X;) = ¢;; on obtient :

i p_l(o o 9
— gtk A 2 8$Z 8Ij ki aﬁk Jig | -

D’ot1 'on déduit, en notant (g%*) I'inverse de la matrice (gz) :

0 0 0
14 L

k 1

1.3. Géodésiques

Soit ¢ = (, ) une métrique riemannienne sur M. Une courbe v : I — M est

dite géodésique si % (i—l) = 0 identiquement. Cela se traduit par le systéme d’équations
différentielles :
dx; dx;
pk @i 4T5 _
(I11.6) dt2 + Z G o =0 avec k=1,

t,5=1

ou les z;(t) sont les composantes de v dans le systeme de coordonnées (U, 1, z2).

Si « est une géodésique, la restriction de v & tout intervalle fermé [tg, ¢1] est appelée
segment de géodésique de y(tg) a y(t1). On a :

d fdy dr\ /D () dy\
dt \dt’ dt/ ~\dt \dt) dt/

La norme o = H H du vecteur ‘fi—t est donc constante. On en déduit alors que :

d
l“dt:a(t—to).

s(t) = longueur([vy(tg),v(t)]) = /t di

Si o = 1 la géodésique est dite normalisée. En remplacant ¢t par s on parametre v par la
longueur de l’arc. Quand on peut faire cela sur tout I'intervalle | — 0o, +00[ on dira que 7y
est complete. La surface riemannienne (M, g) est alors dite compléte si toute géodésique
est complete.
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Les géodésiques sont les courbes qui minimisent localement la distance entre les points
de la surface.

2. Courbure

Une métrique riemannienne sur une surface permet d’y introduire un invariant fondamental
appelé courbure. Celle-ci a pour fonction de distinguer a quel point un morceau de cette
surface peut étre “loin” d’un disque plan. On peut illustrer cela en constatant qu’il est
impossible de coller de facon isométrique la pelure d’une orange sur le plan d’une table !
C’est cet invariant que nous nous proposons de définir dans ce paragraphe.

Dans toute la suite, M sera une surface munie d’'une métrique riemannienne g et de
sa connexion de Levi-Civita V associée.

2.1. Tenseur de courbure

On appelle courbure de (M, g) 'application qui a tout (X,Y) € X(M) x X(M) associe
I'application R(X,Y) : X(M) — X(M) définie par :

(IX.7) R(X,Y)Z =Vixy1Z — (VxVyZ — VyVx2).
Pour tous X, Y, Z, T € X(M), posons :
(I11.8) (X.Y,Z,T) = (R(X,Y)Z,T).

La courbure R de (M, g) vérifie les propriétés qui suivent dont la démonstration consiste
en de simples calculs.

i) L’application (X,Y) — R(X,Y) est C°°(M)-bilinéaire.
ii) Pour tous (X,Y) € X(M)xX(M), lapphcatlon Z — R(X,Y)Z est C*°(M)-linéaire.
iii) R(X,Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z X)Y =0 (identité de Bianchi).
) (X.Y.Z.T) = —(Y. X, Z.T) et (X.Y, Z.T) = —(X,Y.T, Z).
V) (X,Y,2,T) = (Z,T,X,Y).
Ecriture locale

Comme toujours on pose X; = 6%1- avec 1 = 1,2. Le champ R(X;, X;) X}, s’écrit dans

la base (X1, X32) :

(I11.9) R(Xi, X)Xy = ZR 1+ X0
=1
ou les Rmk, i,7,k, £ = 1,2 sont des fonctions C'*° sur I'ouvert de coordonnées locales

(U, x1,x2). Elles s’expriment en fonction des symboles de Christoffell Fé“j. Il suffit de voir
que R(X;, X;)Xr = Vx,Vx, Xx — Vx,Vx, X qui donne :

2
s s s 9 s
(HIlO) ijk — erkr ZF szE + sz ax,rjk'
=1 ’
De méme :
(IIIll) (Xian;Xk;Xs) = Rijks = <R(X“X Xk;, Zkagfs



Les fonctions R; ;s vérifient les relations suivantes découlant immédiatement de celles du
“crochet” (1, ,, ):

Rijrs + Rjris + Riijs = 0
Rijks = _Rjiks

Rijrs = —Rijsk

Rijks = Risij

(111.12)

2.2. La courbure sectionnelle

On consideére toujours une surface M munie d’une métrique riemannienne g = (, ) et
de la connexion de Levi-Civita associée.

Lemme. Soient x € M et (X,Y) une base de T, M. Alors la quantité qui suit ne
dépend pas de (X,Y) :

(X,Y,X,Y)
(IT1.13) K(X,Y) = .
I X272 = (X, Y)?

La démonstration est facile bien qu’elle soit un peu calculatoire. Le nombre x(X,Y")
(ot (X,Y) est une base quelconque de T, M) sera noté k(z) et appelé courbure sectionnelle
de (M, g) au point x. C’est une fonction C*° sur la surface M. On dira que (M, g) est a
courbure constante si cette fonction est constante.

3. Exemples de calcul

3.1. La surface euclidienne R?
)

8%-; )

base de l'espace tangent en chaque point 2 € R?. On munit R? de la métrique ;

Les champs X; = i = 1,2 sont définis globalement, commutent et forment une

g=dr1 @dri + drs ® dxs

qui a pour matrice associée la matrice identité i.e. :

1 sii=j
i = (X5, Xj) = { )
9is = 3) 0 sinon
On vérifie facilement que Vx, X; = 0 pour tous ¢,j = 1,2. Comme, par définition, les
symboles de Christoffel sont donnés par :

2
1 0 0 0
TI1.14 TR N A L

ils sont identiquement nuls. Par suite la courbure sectionnelle est identiquement nulle.

Les géodésiques de R? sont les courbes () = (x1(t), z2(t)) qui vérifient le systeme

différentiel : ) )
d 1 d X9
— () =0 et ——
az ) e

et sont les droites affines v(t) = (a1t + by, ast + bo). Elles sont donc compleétes.

(t) =0
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3.2. La sphere S?

La sphére S? étant plongée dans R?, elle hérite d’une métrique riemannienne dont
I’écriture en coordonnées sphériques est g = sin® pdf @ df + dp ® dp. La matrice de ¢
s’écrit donc :

.9 1
— L) — sSm- @ 0 -1 _ 1) — sin2 0
g_(glj)_< 0 1) avec g _<g )_( O(P 1>

Pour adapter les calculs aux formules dont on dispose on posera x; = 0 et xo = . Les

champs 8%1 et 8%2 seront respectivement % et %. On a bien entendu [X7, X3] = 0. La

formule (IX.13) donne :
Th TR\ _ (0 &
Iy T) \&@E 0

2, TI2,\ [ —cospsing 0
F%l F%Q N 0 0
Calculons maintenant la quantité (X7, Xo, X1, X2) = (R(X1, X2) X1, X2). On a :

Vx,Vx, X1 =Vx, (F%le + F%]_XQ) = Vx, (—cosgsin pXs) = — cos(2¢) Xy

et :

COS
Vx,Vx, X1 =Vx, (I X1 + T3, X5) =V, (sinf;X1> = —(cos )’ Xo.

Finalement on obtient R(X1, X2)X; = Vx,Vx, X1 — Vx,Vx, X5 = sin? pXy et donc
(X1, X5, X1, X5) = sin? . La formule donnant la courbure sectionnelle par rapport a la
base (X1, X3) est :

(X17X27X17X2)
Kk(X1,Xo) =
(X0 X2) = 1 RIGI = o, Xa)?

Comme || X1||? = sin? ¢, || X2|| = 1 et X; et Xy orthogonaux on obtient x(X1, X) = 1.

La sphere S? munie de sa métrique standard (celle induite par la métrique euclidienne
de RB) est une surface riemannienne compacte orientable simplement connexe de courbure
sectionnelle constante égale a 1.

Déterminons les géodésiques de S®. Soient My et M; deux points sur la sphere S?
non diamétralement opposés. Quitte a effectuer un changement de repere a 1’aide d’'une
rotation linéaire (qui est une isométrie de SQ), on peut supposer qu’ils se situent sur un
méme méridien (cf. dessin ci-dessous). Soit v : [0,1] — S* de classe C! tel que v(0) = M
et (1) = M; et que, pour tout t € [0, 1], le point (¢) ait pour coordonnées angulaires
(6(t), p(t)) avec 8 €]0, 27| et ¢ €]0, 7.
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S 1

La métrique riemannienne sur Pouvert de S?, image de ]0, 27[x]0, 7| par la représentation
paramétrique, s'écrit ¢ = (sin)2df ® df + dp @ dp. Donc la longueur du chemin ~ est
donnée par la formule :

0(y; My, My) / V (sin(p(t))20/ ()2 + ¢’ (t)2dt.

D’ou 'estimation :

0y Mo, M) /¢sm EAGEERZIC 2dt>/ @Bt > [o(1) — (0)].

L’égalité a lieu si €'(t) = 0 i.e. si la fonction (t) est constante. Cela signifie que la courbe
est sur le plan passant par les trois points O, My et My, donc ~ est un arc du grand cercle
que trace ce plan sur la sphere.

Le méme raisonnement peut étre mené sur une sphere de rayon quelconque (et pas
forcément centrée a ’origine). On a donc 'assertion suivante :

Soit S(0, R) la sphere de rayon R centrée a l'origine et munie de la métrique induite par
celle de Uespace euclidien R3. Alors les géodésiques de cette surface riemannienne sont les
grands cercles i.e. les cercles de R® centrés a Uorigine et de rayon R.

3.3. Le demi-espace H

On rappelle que H est le demi-plan supérieur {(z1,z2) € R? : 29 > 0} muni de la

métrique riemannienne :
dry ® dri + dre ® dzs
9= 3

P
= 0

dont la matrice associée est g = (g;;) = %2 1 > . On calcule les symboles de Christoffel
@3

de la méme maniere que précédemment :



Ceci nous donne : 1 9
Vx,Vx, X1 =Vx,(I'1; X1 + T Xo)

1 1
:_VXQXQ —2X2
2
L ryx, 4 Tx Lx
_az_g( 2081+ 159 2)—90—% 2
2
=——X
3 2
et : ) ;
VleXZXl :le (F21X1 + F21X2)
1
=Vx, <__X1>
Z2
1
=— =X,
3
D’ou : 1
R(X17X2)X1 — VXQVX]_X:[ — VX1VX2X]_ = _PXQ
2
et par suite :
1 1 1
(X1, X2, X1, X5) = (R(X1, X2) X1, X3) = (——5 X2, Xo) = ——5 (X2, Xo) = ——
D) x5 x5
La courbure sectionnelle est finalement :
X1,X0, X1, X
K/(Xl,XQ) ( 1,22, 1 2) 1

X [PIX]? - (X0, X2)2

car || X1 )% X2|)? = (%) (x%) et (X1, Xo) = 0 (les vecteurs X; et X, étant orthogonaux).
2

T3

da? +da? . . . .
1:2 2 ) est une surface riemannienne orientable et simplement
2

connexe de courbure sectionnelle constante égale a —1.

Le demi-plan (H,

2 2 , . . L
Les surfaces R, S® et H seront supposées munies respectivement des métriques que
l’on vient de considérer.

3.4. Un théoreme de classification. Soit (M,g) une surface riemannienne compléte
simplement connexe de courbure sectionnelle xk constante. Alors si :

(1) k = 0, M est isométrique & R* (cas parabolique) ;
(2) k =1, M est isométrique o S* (cas elliptique) ;
(3) k= —1, M est isométrique a H (cas hyperbolique).
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CHAPITRE IV
CEOMETRIE HYPERBOLIQUE DES SURFACES

Ce chapitre est consacré exclusivement au demi-plan hyperbolique H. Nous y étudions son
groupe d’isométries et ses géodésiques ainsi qu'un exemple de ses sous-groupes discrets
[' opérant proprement et librement sur H. Les quotients H/T' sont ainsi des surfaces
riemanniennes a courbure constante égale a —1 ; on les appelle surfaces hyperboliques.
Pour en savoir plus sur la géométrie hyperbolique voir [BP], [Ra], [ST] et [Ve].

1. Groupe d’isométries de H

Selon le besoin, on utilisera les coordonnées réelles (z,y) pour repérer un point ou sa
coordonnée complexe z = x + iy. Rappelons la :

1.1. Définition. Soient (M,g) et (N,h) deux surfaces riemanniennes. Une application
v : M — N est dite conforme s’il existe une fonction f : M — R telle que, pour tout
point z € M (d’tmage w = y(z) € N) et tous vecteurs u,v € T, M, on ait :

(IV.1) h(dzy(u), dor(v) = e P g(u,v).

(La fonction e/ est appelée facteur de conformité de v.) C’est aussi équivalent a dire
que y préserve les angles orientés : 'angle (u,v) dans T, M est égal a l’angle (d.(u),d,(v))
dans T, N .

Une isométrie locale directe v est une application conforme ; son facteur de conformité
est la fonction identiquement égale a 1. Si v : M — N est bijective et conforme, on dira
que 7y est une équivalence conforme entre M et N ; une équivalence conforme de (M, g) sur
elle-méme est appelée transformation conforme de (M, g). L’ensemble des transformations
conformes de (M, g) est un groupe qu’on note Conf(M, g) et qu’on appelle groupe conforme
de la surface riemannienne (M, g). Bien stir, Isom™ (M, g) (groupe des isométries directes)
est un sous-groupe de Conf(M, g).

1.2. Quelques rappels

On se situe dans le plan R? qu’on identifie au plan complexe par (r,y) — z = z+1y.
Le produit scalaire usuel ((z,y), (z',y')) = zz’ +yy’ sur R? n’est rien d’autre que la partie
réelle du produit hermitien (z,w) = 2w sur C. L’orientation sur R* est celle donnée par
sa base canonique e; = (1,0) et e; = (0,1).
e Une application linéaire ¢ : R? — R? non nulle qui conserve les angles (orientés ou
pas) est une similitude, c’est-a-dire :
- le produit d’une rotation et d’une homothétie de méme centre si la transformation ¢
préserve les angles orientés ;
- le produit d’une réflexion, d’une rotation et d’une homothétie de méme centre si p ne
préserve pas les angles orientés.

Preuve. Quitte a remplacer ¢ par ¢ o s ou s est la réflexion d’axe celui des abscisses,
on peut supposer que ¢ préserve l'orientation.

Soit 7 la rotation qui amene le vecteur ¢(ej) sur 7ye; avec 71 > 0. Posons ¢ = r o .
Comme 1 préserve les angles orientés et qu’elle fixe la direction et le sens de eq, I'image de
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es par 1 est un vecteur du type mees. Ce qui nous donne ¥(ej +e3) = 1161 + T2e2. Comme,
encore une fois 1) préserve les angles orientés et fixe la direction et le sens de ey, ¥(e; +e3)
est de la forme 7(e; + e2), ce qui impose 71 = 7 = 7. Donc r o ¢ est 'homothétie centrée
a l'origine et de rapport 7 ; par suite, ¢ est la similitude directe centrée a l’origine et de
rapport 7 et d’angle 6 = (e1, p(eq1)). O

En coordonnées complexes, une similitude ¢ : C — C s’écrit p(z) = Az si elle conseve
Iorientation et ¢(z) = AZ sinon (avec A € C¥).

o Soient U et V deux ouverts de C. Une application f : U — V est conforme si, et
seulement si, f est holomorphe et vérifie f'(z) # 0 pour tout z € U.

Preuve. L’implication (f conforme = f holomorphe et f’(z) # 0) résulte de ce qu’'on
vient de voir précédemment. L’implication réciproque est une conséquence du fait que les
conditions de Cauchy-Riemann disent exactement que la différentielle ¢ = d.f de f est
une similitude. Nous laissons le soin au lecteur de mettre tout cela en forme. U

Comme pour le plan euclidien et la sphere, nous allons déterminer explicitement le
groupe des isométries du demi-plan hyperbolique H.

1.3. Théoréme. Toute isométrie du demi-plan ouvert H = {x +iy € C:y > 0} est de la

forme f(z) = % ou f(z) = %is avec a, b, c,d réels tels que ad — bc = 1.

Démonstration. Une isométrie qui préserve 'orientation est une transformation conforme.
Elle est donc de la forme f(z) = % ou a,b,c,d sont des réels tels que ad — be = 1
(découle du lemme de Schwarz qu’on peut trouver dans [Ct] par exemple). Si elle ne
préserve pas l'orientation, elle est du type f(z) = %is ou a,b,c,d sont aussi des réels
tels que ad — bc = 1.

Reste & montrer qu’une transformation de la forme f(z) = zzzis ou f(z) = :ZEELZ

avec a, b, c,d réels tels que ad — bc = 1 est une isométrie de H. On traitera seulement la
premiere forme ; le cas de la seconde s’en déduit immédiatement.

Comme on I’'a déja fait remarquer, la métrique hyperbolique peut aussi s’écrire en la
coordonnée complexe z sous la forme :
4dz ® dz
(z—2)*
Dire que f est une isométrie, c’est dire qu’elle préserve cette métrique. Ceci signifie de
facon concrete que, pour tout z € H, on a :

(IV.2) (, )=

) :_4d(f(z))®d (j) :_4dz®d22 ().

(1) - 7)) (z=2)
(i) La métrique (, ), est invariante par toute translation z — z + b (avec b réel) car :
4d(z+b) @ d (2 +b) 4dz @ dz
NN e

(ii) Elle est invariante par I’application z — —% car :

B 4(2%)dz®(z%)d2_ ddz® dz
oY) (z=2)* T (222 =0
(-1-(9) )
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(iii) Et finalement, il est immédiat de voir qu’elle est aussi invariante par toute homothétie
z — az avec a € R7.

Considérons la transformation f(z) = Zjig Sic=0, ad =1 et par suite § > 0 ; donc

f est de la forme f(z) = az + § avec a = § > 0 ; f est donc une isométrie en vertu des
points (i) et (iii). Si ¢ # 0, on peut écrire f sous la forme :

(IV.3) flz) =2 L

¢ Cz+cd
Par suite f laisse invariante la métrique (, ) en vertu des points (i), (ii) et (iii). La
transformation f est finalement une isométrie de H. O

2. Géodésiques

On rappelle qu'une courbe « : I — M (I est un intervalle ouvert de R) C! par morceaux
tracée sur une surface riemannienne (M, g) est une géodésique si elle minimise localement
la distance entre les points : le plus court chemin pour aller du point y(fy) au point
~(t) (to,t € I proches) est y([to,t]). Nous allons décrire explicitement les géodésiques du
demi-plan hyperbolique H. Mais avant commencons par une :

2.1. Remarque. Soit v : I — H une géodésique. Alors son image fo-~ : I — H par
toute isométrie f de H est une géodésique.

Cette remarque est valable dans toute surface riemannienne (M, g). Plus méme : tout
ce qui est défini a partir de la métrique (connexion riemannienne, courbure, géodésique...)
se “conserve” par le groupe Isom(M, g) des isométries de (M, g).

2.2. Proposition. Soient py et p1 deux points du demi-plan H ayant méme abscisse xq et
d’ordonnées respectives yo et y1. Alors la portion de la droite (pop1) contenue dans H est
une géodésique complete.

Démonstration. Soit v : [0,1] — H une courbe de classe C! telle que v(0) = pg et
v(1) = py s’écrivant y(t) = 2(t) + iy(t). On a:

longueur(v([0, 1])) :/0 \/x’(t):(:)— y/(t)2d

! Zg)) dt'

=|Log(y1) — Log(yo)|-

t

La quantité |Log(y;) —Log(yo)| n’est rien d’autre que la longueur hyperbolique du segment
[pop1]. Sila courbe v est une géodésique, 1’égalité :

longueur(y([0,1])) = |Log(y1) — Log(yo)|

doit avoir lieu, sinon la courbe 7(t) = xg +iy(t) avec t € [0, 1] (qui joint aussi py & p;1) sera
aussi de plus courte longueur. Toute demi-droite ouverte contenue dans H commencant en
un point de ’axe réel et perpendiculaire a celui-ci est une géodésique complete : en effet,
elle est paramétrée sur tout I'intervalle | — oo, +o0o| par (t) = zg + ie’. O
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2.3. Proposition. Soient py et p1 deux points de H ayant des abscisses respectives xq et
x1 différentes. Alors le demi-cercle contenu dans H, centré sur l’axe réel et passant par
les points pg et p1 est une géodésique complete.

Démonstration. Comme les points py et p; n'ont pas la méme abscisse, la médiatrice du
segment [pop1] coupe laxe réel en un point w. Le demi-cercle C de centre w et passant par
po (et donc aussi par p;) coupe l'axe réel en deux points €2 et H. Notons p le rayon de C
(ona0<p=w=wH=wpy =wp;) et posons k = 4p>. L’inversion Z de pole 2 et de
puissance k s’écrit :

(IV.4) T = pao— COEEVE

N GO ER G D)

(ol a est 'abscisse de 2, qui est aussi son affixe). Cette inversion envoie le demi-cercle C
sur la demi-droite Ay (contenue dans H) issue du point H et orthogonale a I’axe réel. Si
v :[0,1] — H est une courbe géodésique telle que v(0) = pg et y(1) = p1, sa transformée
T o~y par I'isométrie Z est aussi une géodésique, donc sera contenue dans A ; par suite 7
est forcément contenue dans C. On en conclut que la géodésqiue complete passant par pg
et p1 est 'image inverse par Z de la demi-droite A, c’est-a-dire le demi-cercle C. 0

Géodésiques partant d'un point sur I'axe réel
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3. Surfaces hyperboliques

L’objet de cette section est d’en donner la définition et un exemple de surface compacte
obtenue comme quotient de H par I'action d’un groupe d’isométries.
3.1. SL(2,R) et son action sur H

On rappelle que SL(2,R) est le groupe des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients
réels et de déterminant égal & 1. C'est une partie de R* donnée par l'injection naturelle :

a b 4
(c d) — (a,b,c,d) € R
qui hérite donc d’une structure d’espace topologique. Comme 'application :
(a,b,¢,d) € R* — ad — bc € R

est continue, SL(2,R) est un fermé de R*, donc un espace localement compact. En plus
les applications naturelles :

(A4, B) € SL(2,R) x SL(2,R) —» AB € SL(2,R)

et :
A e SL(2,R) — A~! € SL(2,R)

sont indéfiniment différentiables (et méme analytiques réelles). Ceci confere évidemment
a SL(2,R) une structure de groupe de Lie.

az+b

On rappelle quune transformation homographique de H s’écrit v : 2 — 25
d

a,b,c,d € R et tels que ad — bc # 0 ; elle est définie bien entendu pour z # —¢. Une

ou

b ) Un calcul facile montre que

. N ) a
telle transformation est donc associée a la matrice (c d

sia,b,c,d € R, on a:

(IV.5) S(2)(v(2)) = Tz + P2

et donc v préserve H et est définie partout sur H. On vérifie qu’au produit de deux

b a v . , . a b
d J correspond la composition yv'. Comme les matrices ¢ d

. a
matrices (
c
Ac M
la bijectivité de =) peut étre remplacée par ad — bc = 1. Ainsi le groupe SL(2,R) agit
sur H. Cette action est holomorphe et isométrique i.e. la transformation ~ associée a une
matrice de SL(2,R) est biholomorphe et est une isométrie. Notons Aut(H) le groupe des
transformations biholomorphes de H. On a donc un morphisme de groupes :

et ()\a )\b) définissent la méme transformation, la condition ad — be # 0 (qui assure

p: (CCL Z) € SL(2,R) — v € Aut(H)

ou 7 est la transformation z — ‘Cfig Le noyau de p est constitué des matrices I et —1I

et induit donc un homomorphisme injectif :

p:PSL(2,R) = SL(2,R)/{I, —I} — Aut(H).

39



Nous travaillerons toujours sur SL(2,R) que nous confondrons (modulo le sous-groupe

{I,—1I}) avec Aut(H) et dont on notera un élément indifféremment ~ ou (CCL 2)

3.2. Proposition. L’action de SL(2,R) sur H est transitive i.e. pour tous z,z' € H il

existe un élément ¢ = (CCL Z) € SL(2,R) tel que z = ¢(2'). En d’autres termes cette

action n’a qu’une seule orbite.

Démonstration. Ecrivons z = x4y et 2/ = 2/ +iy’. Un calcul immédiat permet de vérifier
1 1 - 1 —a L
que les éléments : v = ( 0 ya:) et v/ = ( 0 y%j ) transforment z et 2’ en le point i :

v(z) =i et v/(2') = i. Par suite, I'élément ¢ = y~1

o~ tranforme 2’ en z. O

Nous allons terminer par la notion de surface hyperbolique. Elle sera donnée de facon
trés sommaire car faire les choses en détail nécessite un peu plus de matériel.

Un sous-groupe discret de SL(2, R) est une partie I' de SL(2, R) qui est a la fois discrete
(son intersection avec tout compact est finie) et un sous-groupe.

3.3. Théoreme. Soit I' un sous-groupe discret de PSL(2,R). On considére son action
naturelle sur H, celle induite par PSL(2,R) en tant que groupe d’isométries du demi-plan
hyperbolique. Alors :

i) Le groupe I agit proprement sur H, c¢’est-a-dire, pour tout compact K du demi-plan
H, lensemble {y € T': v(K)N K # 0} est fini.

i) Si en plus T' agit librement i.e. le groupe d’isotropie I, de tout point x est trivial,
le quotient M = H/T' est une surface orientable. La métrique hyperbolique sur H induit
sur M une métrique riemannienne dont la courbure sectionnelle est égale a —1.

Pour la démonstration, voir [Fr].

Les surfaces de la forme M = H/T" sont appelées surfaces hyperboliques. On démontre
(loin d’étre trivial) que toute surface riemannienne orientable a courbure constante égale
a —1 est de ce type. Pour en construire, il faut donc trouver des sous-groupes discrets de
SL(2,R) qui agissent librement sur H. Nous allons nous restreindre au cas des surfaces
compactes. On a le théoréeme qui suit dont on peut trouver une démonstration dans [Ve].

3.4. Théoreme de Poincaré. Soient g > 2 un entier et A, un polygone ayant 4g cétés (des
segments de géodésiques) a1, ay, by, by -+, ag,ay, by, by,. On suppose que tous les sommets de
Ay sont dans H, pour tout € € {1,---, g}, les cotés ay et by sont isométriques respectivement
auz cotés ay et b, et qu’une orientation est donnée sur chacun des cotés de telle sorte qu’un

: 1y, -1 1,/ —1
parcours sans recul sur le bord soit dans le sens ajbia) by - --agbgay” by . Alors :

i) Pour £ € {1,---, g}, il existe des isométries vy et oy de H préservant ’orientation
et telles que vyi(ay) = aj et o¢(by) = bj.

ii) Les isométries y1,01,- -, 7g,04 engendrent un sous-groupe discret I'; de PSL(2,R)
qui agit librement et proprement sur H et ayant A, comme domaine fondamental. Le
groupe I'g a pour présentation :

(IV.6) r,= <71,01, 3 Yg,0g yio1y o "790979_10-9_1 = 1>~

ili) Le quotient My, = H/I'y est une surface hyperbolique compacte orientable ayant
exactement g pour genre.
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Cet octogone hyperbolique donne la surface ci-dessous pour g = 2.

Voici la surface qu’on obtient pour g = 3.

Et ainsi de suite pour g =4, ---

41



EXERCICES EN VRAC

L ot il sera considéré, I'espace R® sera i)nuni du produit scalaire (z, z') = z12) +xoxh+x325
pour lequel la base canonique (i, 5, k) est orthonormée.

Exercice 1

On identifie R? & C par 'isomorphisme (z,y) € R* — z + iy = z € C. Soient \, o €]0,1]
et a = \e?™™. On note r la rotation d’angle 27 et h ’homothétie complexe h(z) = az.

1 - La représentation Z — Diff(C*) (groupe des difféomorphismes de C*) qui envoie
le générateur 1 sur la rotation r définit une action ® de Z sur C*. Pour quelles valeurs de
a action @ est-elle fidele 7 libre ? propre ?

2 - La représentation Z — Diff(C*) qui envoie cette fois-ci le générateur 1 sur
’homothétie h définit une autre action ¥ de Z sur C*.

i) Montrer que 'action W est libre et propre et en donner un domaine fondamental.
ii) Quelle est la surface quotient M = C* /¥ ?

Exercice 2

Soient M et N deux surfaces différentiables et I" un groupe dénombrable (discret). On
se donne deux actions de I' : ® : I'x M — M et ¥ : I' x N — N. On rappelle que
® et W sont dites conjuguées s’il existe un difféomorphisme h : M — N tel que, pour
tout v € I' et tout x € M on ait : h(P(v,z)) = V(v,h(z)). Au niveau des représentations
p: ' — Diff(M) et o : I' — Diff(V), ceci signifie que, pour tout v € I', on a :

a(y) =hop(y)oh .

1 - On suppose que les actions ® et ¥ sont libres et propres et conjuguées par un
difféomorphisme h : M — N. Montrer que h induit un difféomorphisme h entre les
surfaces M/® et N/W¥ (obtenues en prenant les quotients de M et N respectivement par
les actions ¢ et V).

2 - On définit une action ® du groupe cyclique I' = Z/2Z = {0,1} sur la sphere unité
(de R® muni de la norme euclidienne usuelle) S* = {z € R? : ||z|| = 1} par

®(y, ) = {x g

si vy
—r sivy=

Montrer que cette action est libre et que la surface quotient S* /® est difféomorphe au plan
projectif P?(R).

Exercice 3

Soit M ’ensemble des points (x, y, z) de I'espace R? qui vérifient la relation r3—13—13 = 0.

1 - Montrer qu’une représentation paramétrique régulicre ® : R*> — M de M est

donnée par :

71 = 2(u+v)
£

xo = 5(u —v)
T3 = uv

42



et en déduire ainsi que M est une surface différentiable.
2 - Donner la métrique riemannienne sur M induite par le produit scalaire de R3.

3 - La surface M est-elle compacte 7
Exercice 4

Soit M une partie de R®. On appelle arc dans M une application continue o : [0,1] — M.
Les points 0(0) et o(1) sont respectivement ’origine et I’extrémité de o. On dira que M
est connere par arcs si, pour tous points a et b de M, il existe un arc o dans M ayant a
pour origine et b pour extrémité.

Montrer que la sphere : % = {(z1,29,23) € R® : 22 + 22 + 23 = 1} est connexe par
arcs en donnant explicitement, et en illustrant par un dessin, un arc joignant deux points
donnés de S?.

Exercice 5

Soient 7 et R deux nombres réels tels que R > r > 0. Dans le plan {z3 = 0} de R?, on note
I’ le cercle de centre (R,0,0) et de rayon r. On fait tourner ce plan autour de la droite
vectorielle (Ox3). Le cercle I' engendre alors un tore 7.

Z3
1
I
I
I
+- M
’ | N
/. 1 \
/
0 o= P
— T II
r ) FTtm-—a__ | 1/ \
=== 1
s I| .-f !
\
/ \ 0 \ | !
’ /
1 \ ' !
\ /
1 \ ! /
\
1 N I//
X 1 ~4q-
1 ! I
\ ! I
! 1
1 ! :
\ /
N ’
~ e

1 - Montrer que, sur le complémentaire U d’un cercle méridien et d’un cercle parallelle
(qu'on donnera de fagon précise), T' admet comme représentation paramétrique réguliere,
I'application : W : (6, ¢) €]0,27[x]0, 27— (21,22, 23) € U donnée par :

x1 = (R+rsiny)cosf
x9 = (R+rsiny)siné
T3 =TCosy

2 - Donner la métrique riemannienne ¢ sur U induite par le produit scalaire de R>.

3 - Calculer la courbure sectionnelle de la surface riemannienne (U, g).
Exercice 6

Soient a et ¢ deux nombres réels tels que 0 < a < ¢. Dans Pespace euclidien R?, on note I'
le cercle défini par les équations z3 = 0 et 22 + 23 = ¢?. Soit P un plan passant par I’axe
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(Ox3) ; il coupe le cercle T en deux points diamétralement opposés F et F’. On considere
tous les points M € P qui vérifient la relation |MF — MF’| = 2a. On note S I'ensemble
des points M construits de cette facon pour toutes les positions possibles du plan P.

1 - Montrer que I’ensemble S est invariant par toutes les rotations d’axe (Ox3).

2 - Soit I' I'intersection de S avec le plan d’équation 3 = 0. Montrer, en exhibant
une paramétrisation adéquate au voisinage de chacun de ses points, que v est une courbe
réguliere.

3 - Montrer, en exhibant une paramétrisation adéquate au voisinage de chacun de ses
points, que S est une surface réguliere.

4 - Donner l'expression de la métrique riemannienne induite par celle de R® sur S.

5 - Soit A € R. Montrer que 'intersection de S avec le plan d’équation 3 = \ est une
courbe réguliere (vecteur tangent partout non nul) fermée simple.

Exercice 7

On note M l'image de 'ouvert U = Rx]0, +-00[C R? par ’application ® : U — R?® définie
par :
z1(u,v) = e Ycosu
zo(u,v) = e Usinu
z3(u,v) = v.
1 - Montrer que M est une surface de R?.
2 - Donner la métrique riemannienne g sur M induite par le produit scalaire de R3.
3 - Calculer la courbure sectionnelle de la surface riemannienne (M, g).
4 - Donner, en chaque point p € M, des équations cartésiennes de la normale a M.
5 - Montrer que M est difféomorphe & R*\{(0,0)}.

Exercice 8

On pose M = {(x1,20,23) € R® : 2 +2223 =1}, N = {(21, 22, 23) € R® : 22423 +25 = 1}
et on munit ces ensembles de la topologie induite par celle de R3.

1 - Dire pourquoi M et N sont des surfaces.

2 - Les surfaces M et N sont-elles compactes ?
Exercice 9

Soient F' le point (0,0,1) de R? et H le plan d’équation 25 = —1. On pose :
M={pe R3 : distance de p & F = distance de p & H}.

1 - Montrer que M est définie par une équation du type x3 = f(x1,2z2) dont on
donnera ’expression exacte.

2 - Montrer que M est une surface de R®. En donner une paramétrisation globale.

3 - Donner la métrique riemannienne g sur M induite par le produit scalaire de R3.
Exercice 10

On considere les surfaces M, N et L de Pespace R® données comme suit :
M = {(z1,29,73) € R® : 23 = 0 et 27 + 23 # 0}
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N = {(z1,22,23) € R : x% —f-l’% =1}

L={(z1,22,23) € R : x% —1—13 —x% =1}

C Dy

M N L

1- Montrer que les trois surfaces M, N et L sont deux a deux difféomorphes en
exhibant de facon explicite des difféomorphismes (il suffit de faire cela entre M et N et
puis entre N et L).

2 - Donner la métrique riemannienne h induite par R? sur N et calculer la courbure
sectionnelle de la surface riemannienne (IV, h).

Exercice 11

On munit le demi-plan H = {z = z + iy € C : y > 0} de la métrique riemannienne
dm2+dy2
y?

Soient a un réel strictement positif différent de 1 et v : H — H le difféomorphisme

donné par y(z) = az. On définit une action ¥ de I' = Z a 'aide de la représentation p de

Z dans Diff(H) (groupe des difféomorphimses de H) qui envoie 1 sur +.

hyperbolique g =

1 - Montrer que ’action W est libre et propre. Dessiner ’orbite du point zy = 1 + 1.
2 - Donner un domaine fondamental de W.

3 - Montrer que la surface quotient M = H/W est difféomorphe au cylindre ouvert
C =TI'x]0,7[ ou I" est un cercle.

4 - Quelle métrique riemannienne h faut-il mettre sur C pour que les deux surfaces
riemanniennes (M, g) et (C, h) soient isométriques 7

Exercice 12

On munit le demi-plan H = {z = z + iy € C : y > 0} de la métrique riemannienne
dx2+dy2 — 4 dzQdz
B R )

hyperbolique g = Le groupe SL(2,R) des matrices carrées réelles

. . . , . b
d’ordre 2 et de déterminant 1 agit sur H par la représentation (a > N {z —y aztb }
c d cz+d

Cette action est par isométries.

On note SL(2,7Z) le sous-groupe de SL(2,R) dont les éléments sont les matrices a
coefficients dans Z. On admet que SL(2,Z) est discret dans SL(2,R).
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Soit I' 'image de SL(2,Z) par le morphisme p : SL(2,R) — Isom(H, g). On admet
que I' agit proprement sur H, que A = {z =z +iy € H : |z]| < % et |z| > 1} (voir le
dessin ci-dessous) en est un domaine fondamental et qu’il est engendré par les isométries

S(z)=-LletT(z)=2z+1
1 - Montrer que l'action de I' sur H n’est pas libre. (Voir le stabilisateur du point 1.)

2 - Dessiner le quotient O = H/T.. A quelle surface connue est-il homéomorphe ?

A
%
/’7.\\
/ ~
4 N
’ [N
/ I \

4 I \
/ 1 \
! | \
] | \
_____________ ! U N

1
0 —

2

Exercice 13

Dans le plan euclidien R? on considere les points A = (1,0), B = (—1,0), C = (0,2) et
D = (0,—2). On pose S; = R*\{A, B} et Sy = R*\{C, D} ; S; et Sy sont deux surfaces

régulieres.

Montrer que S et S sont difféomorphes (exhiber un difféomorphisme ¢ : S — Sa,
le plus simple possible).

Exercice 14

On note S la surface R x R} . Soient A €]0,1[ et ® : ' x S — S I'action différentiable de
I = Z? définie par ®((k, ), (z,t)) = (z + k, \t).

Montrer que ® est libre et propre. Qu’est-ce que la surface ¥ = S/T" 7
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