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ABSTRACT 

Soient ~" un feuilletage hermitien homologiquement orientable sur une 

vari~t~ compacte M e t  5vt une d~formation de 5 ~- ~t type diff~rentiable fix~ 

param~tr~e par un voisinage T de 0 dans R d par des feuilletages transver- 

salement holomorphes. On suppose que la m~trique hermitienne transverse 

a de ~- -- .To est ks 

On montre qu'il existe e > 0 tel que pour  tout t E T, Itl < e, le feuilletage 

.Tt poss~de une m~trique ks transverse at telle que a0 =- a; en 

plus at d~pend diff~rentiablement de t pour It] < e. 

I n t r o d u c t i o n  

Soit M une vari~t6 analytique complexe compacte. On appelle d ~ f o r m a t i o n  de 

M param~tr~e par un voisinage T de 0 dans l'espace R a la donn~e d'une vari~t~ 

diff~rentiable A4 et d'une submersion C ~162 7r : A4 ) T telle que pour tout t C T, 

7c-1(t) = Mt  est une vari~t~ analytique complexe compacte avec M0 = M. Pour 

t suffisamment proche de 0, Mt est diff~omorphe ~ M; mais pour t aussi proche 

de 0 qu'on veut la structure complexe de Mt peut ~tre diff~rente de celle de M. 

On peut  a|ors se demander s'il existe sur M une propri~t~ g~om~trique qui ne 

"disparait" pas par petites d~formations i.e pour t proche de 0. Dans cette direc- 

tion Kodaira  et Spencer [KS2] ont d~montr~ que si M a une mdtrique kiihldrienne 

a alors il existe ~ > 0 et une famille diffdrentiable de mdtriques kiihldriennes at 
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Cen t re  de Recerca  M a t e m h t i c a  de Barcelona dans le cadre du Semes t re  
de G~om~tr ie  diff4rentielle qui s'est tenu au printemps-~t~ 1995. I1 remercie 
les organisateurs pour leur chaleureuse invitation. 
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sur Mt pour ]t[ < e telle que o'0 = (r. Ce r6sultat a 6t~ g~n6ralis6 dans [Ekl] aux 

V-var i6 t6s  (orb i fo lds  ou var i6 t6s  de  Sa tak6)  complexes. I1 semble alors na- 

turel de voir s'il reste encore vrai pour des espaces plus g~ndraux tels que l 'espace 

des feuilles de certains feuilletages transversalement holomorphes sur des vari6t~s 

compactes. La r@onse est non  si la d6formation 5rt est quelconque : il a ~t~ 

construit dans [EN1] une famille analytique (-Ft)tec de feuilletages holomorphes 

sur une nilvaridt6 complexe compacte telle que ~'0 est transversalement k/ihl~rien 

et pour tout t # 0, .7"t ne poss~de aucune structure k~ihl6rienne transverse. Mais 

la r6ponse est oui  si la d6formation est ~ t y p e  d i f f~ ren t i ab le  fix6 i.e il existe 

une famille continue de diff6omorphismes ht tels que h~[(.Ft) = 5 c. C'est  l 'objet  

de ce travail. 

La d6monstration de Kodaira-Spencer dans le cas classique repose sur des pro- 

pri~t6s fortes (qu'ils ont 6tablies) d'une famille diff6rentiable d'op6rateurs forte- 

ment elliptiques sur une vari6t6 compacte : continuit6 des ~16ments du spectre, 

d6pendance diff6rentiable de l 'op6rateur de Green et des op6rateurs de projec- 

tion en fonction du param~tre t E T etc... La notre consiste/~ 6tablir les m~mes 

propri~t6s pour une famille C ~ d'op6rateurs f o r t e m e n t  t r a n s v e r s a l e m e n t  el- 

l i p t i q u e s  en se basant sur les r6sultats obtenus dans [Ek2]. 

Dans route la suite )v sera un feuilletage de codimension n (r6elle ou complexe) 

sur une vari6t6 M d6fini par un cocycle feuillet6 {Ui, fi,  7ij} off (Ui)iel est un 

recouvrement ouvert de M , fi  : Ui ~ S une submersion au-dessus d'une n- 

vari6t~ transverse S (r6elle ou complexe) et 7~j des diff6omorphismes locaux de 

S tels que sur Ui ~ Vj • 0 on ait f j  = 7ij o fi.  On note T$" le fibr~ tangent s $- et 

u F  = T M / T . F  son fibr~ normal. Quand on exprimera une propri~t~ localement, 

ce sera toujours dans un syst~me de coordonn~es locales (Xl , . . . ,  Xp, Yl, - . - ,  Y,~) 

(resp. ( x l , . . . ,  Xp, z~ , . . . ,  z . )  si S est complexe) pour lesquelles le feuilletage est 

d~fini par les ~quations dyl . . . . .  dyn = 0 (resp. dz~ . . . . .  dz~ = 0). 

Saul mention expresse du contraire, toutes les structures consid~rSes dans ce 

travail sont suppos~es ~tre de classe C ~ .  

1. S t r u c t u r e s  t r a n s v e r s e s  

Dans cette section nous donnons quelques exemples de structures transverses. 

Nous nous sommes limit,s ~ ceUes dont nous aurons besoin par la suite. 

1.1. Ddfinition: Une structure transverse ~ $" est une structure sur S invariante 

par  les diff~omorphismes Iocaux ~,~j. 
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1.2. Exemples: (i) Si S est un groupe de Lie et les ?ij des restrictions de 

translations s gauche, on dira que ~" est un feui l le tage de  Lie. 

(ii) On dira qu'un champ de vecteurs Y sur M est feuil let~ si pour tout 

champ de vecteurs X tangent g 7", le crochet IX, Y] est encore tangent g .T. Le 

flot local associ6 ~ un tel champ pr~serve le feuilletage 7-. Les champs tangents 

g ~" forment un ideal F(~') du module x(M, 9 r) des champs feuillet~s sur M. Le 

quotient x ( M / ~ )  = x(M, ~')/F(3 c) est une alg~bre de Lie appel~e l 'a lg~bre des 

cha mps  basiques  de 7-. On dira que 7" est t r a n s v e r s a l e m e n t  paral l~l isable 

(T.P en abr~g~) si x(M/.~) est libre de rang n. Cela signifie que la varifit~ S 

admet un parall~lisme invariant par les "/ij. 

(iii) Supposons S riemannienne et les "[ij des isom~tries locales. On dira alors 

que )r est un feui l le tage  r i emann ien .  Ceci signifie que le fibr~ normal v}" 

supporte une m~trique invariante le long des feuilles ou encore que la distance 

entre les feuilles est localement constante. Localement cette m~trique s'~crit 

(1.1) g(x, y) = ~ giy(y)dyi | dyj. 
i,j=l 

Sur une vari~t~ fix~e M, tout feuilletage de Lie est transversalement 

parall~lisable et tout feuilletage transversalement parall~lisable est ~videmment 

riemannien. 

La structure d'un feuilletage 9 r riemannien (ou transversalement parall~lisable) 

sur une vari~t~ M compacte est d~crite par les th~or~mes qui suivent dfis ~ P. 

Molino [Mo]. 

1.3. THI~,OREME: Supposons jz transversalement parall61isable. Alors 

(1) l'adh6rence de toute feuille de • est une sous-vari4t6 de M, 

(2) il existe un groupe de Lie Go tel que le feuilletage ~o induit sur chaque 

adh6rence est de Lie de groupe Go ~ feuilles denses, 

(3) les adh6renees des feuilles forment une fibration localement triviale ~r : 

M ~ W au-dessus d'une vari~t6 compacte W; le cocycle de cette fibration 

est ~ valeurs dans le groupe Diff(F, 7"0) des diff6omorphismes de la fibre 

type F qui respectent le feuilletage Jz o. 

La vari~t~ Wes t  appel~e la vari~t~ bas ique  de ~ et ~r : M --* W la f ib ra t ion  

bas ique  de F .  
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Supposons j r  riemannien et pour simplifier transversalement orientable. No- 

tons alors M # ~ M le G-fibr~ principal des rep~res orthonorm~s directs trans- 

verses h 9 c off G est le groupe SO(n). 

1.4. THI~ORI~ME: Le feuilletage jr se rel~ve ~ M # en un feuilletage jr# tel que 

(1) d i m F  # = dim j r  et jr# est T.P, 

(2) j r#  est invariant par l'action naturelle de G sur M #. 

La vari~t~ basique de j r#  sera par d~finition la var i~t~  b a s i q u e  de jr. 

Un autre exemple : si S est une vari~t~ analytique complexe et les 7~j des trans- 

formations biholomorphes on dira que • est un feu i l l e t age  t r a n s v e r s a l e m e n t  

h o l o m o r p h e .  Dans cette situation le fibr~ normal v j r  h~rite d 'une structure 

presque complexe i.e il existe un automorphisme J : v ~  - - ~  v j r  invariant le long 

des feuilles et v~rifiant j2 = - id .  

Si en plus j r  est riemannien (de m~trique transverse 7 ~ on pose 

(1.2) 7(Y1, Y2)= ~{7~ JY2)+ 7~ 

pour routes sections Y1, ]I2 de v.~. Clairement 7 satisfait la condition 

"7(JY1, JY2) --- ~Y(Y1, Y2), 

i.e 7 est une m~trique hermitienne transverse ~ jr. On dira que le feuilletage j r  

est h e r m i t i e n .  Posons maintenant 

(1.3) w(X, Y) = "~( JX, Y). 

Alors w e s t  une 2-forme diff~rentielle basique. On dira que j r  est t r a n s v e r s a l e -  

mer i t  k~ihl~rien si w est ferm~e; dans ce cas on dira que w est une f o r m e  d e  

Ki ih l e r  b a s i q u e  pour jr. 

Rappelons qu'une forme diff~rentielle c~ est dire b a s i q u e  si elle v~rifie ixo~ = 

Lxc~ = 0 pour tout X E F(jr).  Une f o n c t i o n  b a s i q u e  est une fonction constante 

sur les feuilles; on note Ab l'alg~bre des fonctions basiques sur M. L'espace 

~*(M/jr) des formes diff~rentielles basiques muni de la diff~rentielle ext~rieure 

est un complexe diff~rentiel (appel~ c o m p l e x e  de  de  R h a m  bas ique) ;  son 

homologie H* (M/jr) est appel~e la c o h o m o l o g i e  b a s i q u e  de jr. 

Si )~ est t~ansversalement holomorphe on a, comme dans le cas classique, une 

d~composition 

ftr(M/.T) = ( ~  fffq(M/.T) 
p+q=r 
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off gtPq(M/J :) est l 'espace des formes basiques de type (p, q). Le complexe de 

Dolbeault basique 

gtpq(Mi.7: ) -5 ~p,q+l(Mi.T. ) 

est bien d6fini; son homologie est appel6e la c o h o m o l o g i e  de  Dolbeault 
basique de ~'. 

Un cas particulier de feuilletage transversalement holomorphe est donn~ par 

un feuilletage holomorphe : la vari6t6 M est analytique complexe et les sub- 

mersions fi : Ui ~ S sont holomorphes. Donnons un exemple concret d 'un tel 

feuilletage. Soit M -- C ~+1 - {0} et consid~rons le champ de vecteurs holomorphe 

Z d~fini en tout point ( z l , . . . ,  zn+l) de C ~+l par 

0 0 
Z(zl  . . . .  , zn+l) = o~lz, Oz--~ + " "  + C~n+lZn+l Ozn+l 

Off (~1,. . . ,  ~n+l E C*. Les vari~t~s int~grales de Z d~finissent un feuilletage holo- 

morphe de codimension complexe n sur M. On peut choisir les ~ 1 , . . . ,  c~+1 de 

telle sorte que le champ Z intersecte transversalement la sphere S 2"+1 C C n+l 

et y d~finit un flot  r~el  (i.e un feuilletage de dimension r~elle 1) transver- 

salement holomorphe de codimension n. I1 a des orbites ferrules L 1 , . . . ,  L~+I 

(diff6omorphes au cercle) donn~es respectivement sur chaque facteur de C ~ par 

IZll  -~ 1 , . . . , IZn+l  I ---- 1. I1 est facile de voir que si t o u s l e s  ozj s o n t  de 

module 1, le riot associ~ ~ Z preserve la m~trique k~hl~rienne standard de C ~+1 

qui induit une m~trique k~hl~rienne transverse ~ $" et en fait donc un feuilletage 

transversalement k~hl~rien. 

2. Op6rateurs transversalement elliptiques 

Soit 7 ) : P L M un fibr6 principal de groupe structural G C GL(k,C).  Le 

groupe G agit ~ droite sur P e t  sur son alg~bre de Lie G par la repr6sentation 

adjointe. On note )2 le sous-fibr6 vectoriel de T P  dont la fibre Vz en un point 

z E P est l 'espace tangent en z ~ la fibre de P.  Une c o n n e x i o n  sur 7 ~ est un 

sous-fibr6 vectoriel 7-/de T P  tel que 

(i) pour tout z C P : TzP = V~ �9 Hz, 

(ii) pour tout g C G e t  tout z E P : Hz9 = (Rg),Hz oh Rg est l 'action ~ droite 

de g sur P. 

I1 est bien connu que ~ /es t  le noyau d'une 1-forme invariante w sur P (appel~e 

forme de  c o n n e x i o n )  et ~t valeurs dans ~. 
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I1 est facile de voir que la restriction de l ,  (la d6riv6e de ~) & H .  est un 

isomorphislne sur T,(~)M. Soit r = t~- l (TS) .  

2.1. Ddfinition: On dira que 7) est f eu i l l e t4  s i r  est int4grable. 

Dans ce c a s r  ddfinit un feuilletage .~ sur P de m~me dimension que I et 

invariant  par  Fact ion de G. 

On dira  que la connection 7 / e s t  b a s i q u e  si la 1-forme co est basique (pour le 

feuilletage .~ bien stir); un fibr4 principal feuillet~ P e s t  dit I - f i b r 4  s'il est muni  

d 'une  connexion basique. 

Soit E , M un fibr4 vectoriel complexe d4fini par  un cocycle {Ui, gij, G} 011 

Ui est un recouvrement  ouvert  de M et les 9ij sont les fonctions de t ransi t ion 

Ui A Uj - , G C GL(k, C). On dira que E est un f - f i b r 4  si le fibr4 principal  

associ4 G ----+ P ) M est un I - f ib r4 .  C o m m e  E = P x a C k, )~ induit  un 

feuilletage )rE sur E.  Un I - m o r p h i s m e  ~o : (E, co) --+ (E', co') entre deux I -  

fibr4s est un morph isme  de fibr4s vectoriels qui envoie feuilles de I E  dans celles 

de I E ,  et la connexion de E '  sur celle de E .  

Soit E ---+ M un 5c-fibr4. Alors le fibr4 dual E* et toutes  ses puissances 

ext4rieures A ' E *  sont des I - f ibr4s ;  de m~me 

~ 2 E  = {2-formes hermit iennes sur E}  

est un I - f ib r4 .  

Soient E un f - f ib r~ ,  C~(E)  l 'espace de ses sections globales et notons 

V :  x(M) • Coo(E) --~ C~(E)  

la d4riv6e covariante associ4e /~ la connexion 7-/. On dira qu 'une  section c~ 6 

C ~ (E) est bas ique  si elle satisfait  la condition 

V x C ~ = 0  pour  t o u t X C r ( I ) .  

L 'espace  C ~ ( E / I )  des sections basiques de E est un Ab-module.  Soient E 

et E' deux ~c-fibr4s de rangs respectifs k et k'. Un op~ra teur  diff~rentie l  

bas ique  d 'ordre  m 6 N est une appl icat ion lin4aire 

D: C~176 ---* Coo(E'/I) 

ayant pour expression locale 

(2.1) D =  E as(Y)Oy~,ONO s,~ 
N_<m "'" y~ 
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o6 s = ( s l , . . . , s , )  E N ~, Is I = S l + - . . + s ~  et a~ sont des k x k '-matrices dont les 

coefficients sont des fonctions basiques. Le s y m b o l e  p r i n c i p a l  de D au point 

z et en le covecteur basique ~ E ~*.T, ~ = (~ l , . . . ,~n)  est l 'application lindaire 

a(D)(z,~) : E.  ----* E~ definie par 

(2.2) cr(D)(z,~)(~) = E ~ "~na~(Y)(~l)" 

2.2. Dd~nition: On dira que D est t r a n s v e r s e l e m e n t  e l l ip t ique  si l 'appliea- 

tion lin6aire a(D)(z, ~) est un isomorphisme pour tout z E M e t  tout covecteur 

basique ~ E u*~- non nul. 

Notons V 2 : x(M) x C~(?-12E) ~ C~(~2E)  la d6riv6e covariante sur le 

~--fibr6 7-/2E des 2-formes hermitiennes sur E. 

On dira que E est un 5c-fibr6 h e r m i t i e n  si 7/2E admet  une section basique 

( , } d6finie positive. Par  exemple si 5 r e s t  riemannien, le complexifid v) r @ C 

de son fibr6 normal ainsi que toutes ses puissances ext6rieures A*u*) r @ C sont 

des ~-fibr~s hermitiens. 

Soient E un .P-fibr6 hermitien et D : C ~ (E/J:) , C ~ (E/Y)  un op6rateur 

basique d'ordre m = 2m ~. Pour tout z E M e t  tout ~ E u 'Y ,  on d6finit une 

forme quadratique A(D)(z, if): E~ ~ ll~ par 

(2.3) A(D)(z, ~)(~) = ( -1 )  m' (a(D)(z, ~)(,), ~). 

On dira que D est f o r t e m e n t  t r a n s v e r s a l e m e n t  e l l ip t ique  si cette forme 

quadratique est d6finie positive pour tout z E M e t  tout covecteur basique non 

nul ~. Bien s~r un tel op6rateur est transversalement elliptique. 

Nous allond donner la d 6 c o m p o s i t i o n  de  H o d g e  b a s i q u e  dans le cas qui va 

nous int6resser : E = E ~ et D d'ordre pair m = 2m ~ fortement transversalement 

elliptique. La d6monstration complete dans le eas g6n6ral se trouve dans [Ek2]. 

Soit E # le relev6 ~ M # du fibr6 E.  Alors 

(1) E # est un ~-#-fibr6 hermitien (on notera ( , )  la m6trique hermitieane sur 

ce fibr6 qui n'est rien d 'autre que la rele%e de celle sur E); 

(2) E # est un G-fibr6; 

(3) l 'espace C ~ (E/J:) des sections basiques de E est canoniquement isomorphe 

& l 'espace C~ (E#/J  :#) des sections basiques de E # invariantes par  Faction 

de G. 
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(4) A l'aide de la connexion de Levi-Civita du fibr6 principal 

G--+ M # > M 

on relive l'op~rateur D e n  un op~rateur basique 

D# : C~(E#/.T #) ---+ C~(E#/.T#) 

commutant ~ Faction de G e t  donc preserve C~ ( E# /.F# ). Malheureuse- 

ment cet op~rateur n'est pas fortement transversalement elliptique. Nous 

allons le completer ~ cet effet. Soient QI,. . . ,  QN les champs fondamentaux 

de Faction de G sur M #. Vus comme op~rateurs diff~rentiels d'ordre 1 sur 

C~(E #) ils sont basiques. Notons Q 1 , . "  ,QN leurs conjugu~s complexes 

et posons 
t 

Q ' - -  OiQi et Q = ( -1 )m 'Q '. 
i----1 

On v4rifie alors que l'op4rateur 

(2.4) D' = D # + Q 

est fortement transversalement elliptique, G-invariant. et coincide avec D 

sur l'espace C~ (E # /7"#)  (via l'identification C~ (E # / 3  #) = C ~ (E/.T) ). 

(5) Au fibr~ E # sur M # est associ~ un fibr~ hermitien E , W appel~ le fibrd 
utile de E qui est un G-fibr~ (Faction ~tant induite par celle de G sur M# ) .  

I1 existe un isomorphisme canonique de A(W)-modules 

(2.5) : #) 

(6) Si w est la forme volume associ~e s la m~trique riemannienne induite par 

celle de M #, on peut d~finir un produit hermitien sur C ~ (E) 

--- fw 

qu'on transporte sur C~(E#/ .T  #) de telle sorte que �9 soit un isomor- 

phisme unitaire. On notera I I I I0 la norme associ6e. 
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(7) L'op6rateur D' induit un op6rateur diff6rentiel fortement elliptique D sur 

C~ tel que pour tout ouvert U C W e t  V = 7r-l(U) le diagramme 

suivant comnmte 

D, 

v c (E) 

En r6sum6 on a un isomorphisme unitaire q~ : C ~ ( E / ~ )  

diagramme 

(2.6) 

COlllnlut, e. 

c v .  c 

Cy(E)  V . C~(E)  

, C~(E)  tel que le 

Pour le produit hermitien d6fini par transport ~t l'aide de 9 sur C ~ ( E / . T )  on 

v6rifie que si D : C ~ ( E /.T) ~ C ~ ( E /.T) est un op6rateur basique transversale- 

ment elliptique (resp. transversalement fortement elliptique), alors son adjoint 

D* : C ~ ( E / f ) ~ C ~ ( E / F)  est aussi un op6rateur basique transversalement 

elliptique (resp. transversalement fortement elliptique). 

Dor6navant pour tout op6rateur D, N(D)  sera son noyau et Im D sera son im- 

age. La d6composition de Hodge pour le fibr6 E --~ W e t  l'op6rateur fortement 

elliptique D induisent une d6composition de Hodge pour (C~ (E), D) qui donne, 

via le diagramme (2.6), le 

2.3. THI~OREME: Soient E un Y-fibr~ hermitien et D : C~ ~) 

C ~ (E~/3 r) un opdrateur transversalement elliptique. Alors 

(i) N(D)  est de dimension finie; 

(ii) on a une ddcomposition orthogonale C ~ ( E / ~ )  = N(D)  |  

De tout ce qui pr6c6de on peut d6montrer le th6or6me suivaat dit de 

d6c ompos i t i on  spec t ra le  basique.  Soit L2(E/.~)  le compl6t6 de CCr 

2.4. TH~OR~ME: On reprend les hypothbses du thdorbme 2.3. et on suppose en 

plus que D est autoadjoint. Alors D a un systbme (ek)keN de sections basiques 

propres C ~ formant une base hilbertienne de L R(E /~ ) .  Pour route section 
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(~ E L 2 ( E / . Y )  on a 

(2.7) 
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k = 0  

Isr.  J .  M a t h .  

et on note 

�9 : f l* (M/ .T)  , a ' - ~ ( M / : Z )  

l 'opdrateur de Hodge d~fini ~ l'aide de la m~trique hermitienne transverse. 

Supposons M compacte et ~" riemannien transversalement orientable et 

h o m o l o g i q u e m e n t  o r l e n t a b l e  i.e H c~ ~ O. Cette dernibre condition 

et la s6rie converge en norme L 2. Les valeurs propres (Ak) associ6es respective- 

men t  ~ (eL) sont r6elles et telles que 

A o = O  , A1 ~_A2 ~ . . .  ~ Ak ~_. . .  et lira A k = + o o .  
k ~ + o o  

Une section c~ E L2 (E / .~ )  est C ~ si et seulement si pour  tout r G N 

(2.8) A rl( ,ek)l 2 < 
k = l  

On note P : L2(E / .7  ") ---* N ( D )  l 'op6rateur de projection orthogonale et K 

l 'op6rateur qui ~ toute section L 2 (resp. C ~ a = ~k~__0(a, ek)ek associe 

k = l  

qu'on appelle l ' o p 6 r a t e u r  de  G r e e n  associ6 ~ D. On a clairement l'identit6 

D K a  + P a  = a 

pour route section a qui est Coo. 

3. Appl icat ion aux formes basiques 

On sait que le complexifi6 u du fibr6 normal ~ ~- est un $r-fibr6 hermitien. II en 

est de m6me de toutes ses puissances ext6rieures E~ = A~v *, off r = 0 , . . . ,  n dont 

les sections basiques sont les formes diff6rentielles basiques ~ valeurs complexes. 

On pose 

ar ( M/ f )  = coo(EJY) 
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implique (cf. [Ms]) qu'il existe sur M une m~trique riemannienne pour laquelle 

~" est riemannien et ayant toutes ses feuilles minimales; d'apr~s [Ru] il existe 

une forme X E ~dimSr(M) qui est un volume sur chaque feuille et r e l a t i v e m e n t  

ferm~e i.e 

dx(X1,..., XdimU , Y) = 0 

pour X1 , . . . ,  Xdim~- tangents h F .  Pour toutes formes a,/7 E 9tr(M/9 c) on pose 

(3.1) (a,/3) -- a A */3 A X. 

On obtient ainsi un produit hermitien sur ~"(M/ f ' )  pour lequel l'op~rateur 

d* = (-1) ~ * d* 

est l'adjoint formel de d : f~  (M/F)  ~ f~r+l (M/U). I1 en r~sulte que l'op~ratettr 

A : 9 t r (M/ f  ) ----, ~2"(M/.~) d~fini par A =dd* +d*d est autoadjoint. En plus il 

est fortement transversalement elliptique (~t symbole strictement positif m~me). 

On a 

N(A)  = g(d) N g(d*) 

dont les ~l~ments sont les fo rmes  basiques  ha rmon iques .  Le Th~or~me 2.3 

donne alors 

3.1. TH~OR~ME: Pour tout r 6 {0, . . . ,  n} : 

(i) N(A) = 7-l~(M/J :) est de dimension finie, 

(ii) On a une ddeomposition orthogonale 

~r(M/J:) = 7-U(M/J:) ~ Imd@ Imd*. 

I1 r~sulte de ce th~or~me que la cohomologie basique Hr(M/9 ~) est isomorphe 

7-/~(M/~'); elle est done de dimension finie. En plus elle v~rifie la dual i t~  de  

Poincar~  i.e H~(M/J :) est isomorphe ~ Hn-'(M/Y:) .  

Supposons maintenant 9 v hermitien. Alors on d~finit un op~rateur 

~ : ~v,q(MlY" ) , f P - P , " - q ( M l Y  ) 

de telle sorte que O* = ( - 1 ) P + q ~  soit l'adjoint formel de O. L'op6rateur 

(3.2) A" = ~ ~* + 0"0 : ~2P,q(M/:F) ~ fF,q(M/.~) 

est autoadjoint transversalement fortement elliptique. On a alors le 
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3.2. THI3ORi~ME: Pour tous p, q C {0 , . . . ,  n} : 

(i) N(A")  = ~P 'q (M/ f )  est de dimension ~nie, 

(ii) On a une ddcomposition orthogonale 

f~P'q(M/f) = 7-{P'q(M/f) @ Im~ Q ImO*. 

On en d~duit le 

3.3. THI~ORE:ME: La cohomologie de Dolbeault basique HP,q(M/f )  s'identifie 

l'espace 7{P.q ( M/F) ;  elle est donc de dimension finie et vdrifie la dualitd de Serre 

i.e pour tous p, q C { 0 , . . . , n }  on a 

HP,q(M/~) =_ Hn-p ,n -q (M/ f ) .  

Si en plus .7 7 est transversalement kghl~rien de forme de Kghler ~ on a 
(a) zx = 2zx", 

(b )  HP'q(M/f)  = gq,P(M/f ) ,  

(c) H ~ ( M / f )  = (~p+q=r HP'q(M/:F), 

(d) A"(w p) = 0 pour tout p = 0 , . . . ,  n; d'ofl HP'P(M/f)  r O. 

4. D~formations des feuilletages 

Nous allons rappeler la d~finition d'une d~formation d'un feuilletage de mani~re 

g~n~rale. Pour tout x E M, on note Gx(M, n) la grassmanienne des plans de 

codimension n de TxM. On obtient ainsi un fibr~ localement trivial 

G(M, n) ) M 

de fibre type la grassmanienne G(p + n, n) de l'espace ~n+p. Un c h a m p  Coo de  

p -p lans  sur M n'est alors rien d 'autre qu'une section C ~ de 

6(M, n) ---* M. 

Soient r u n  champ de p-plans sur M et ( r l , . . . ,  rp) une base de sections locales 

de r .  Si 
p p 

X = Z ai'ri et Y = Z bjTj 
i=1 j = l  

sont deux sections locales de T, on a 

P P 

[X,Y] = ~ aibj[Ti, Tj] + Z (airi(bj)rj -b jr j (a , )v i} .  
~,j=l ~,i=1 
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Dans le quotient u = T M / r ,  la valeur de [X, Y] en un point x E M ne d~pend 

que de eelles de X et Y et non celles de leurs d~riv~es. Ce qui permet  de d~finir 

une 2-forme 

(4.1) f t ,  : r x r ~ u 

dont la valeur en Xx et Yx est la classe dans le quotient vx du vecteur [X, Y]~. 

Par  le th~or~me de Frobenius le champ de plans ~- est int~grable si et seulement 

si ft~ est identiquement nulle. Dans ce cas 7 d~finit un feuilletage de codimension 

n sur M.  

On munit l 'espace F (~ (M,n ) )  des sections C ~ de ~(M,n)  de la topologie 

C ~ qui en fait une vari~t~ de Fr~chet. L'ensemble $-(M, n) des feuilletages de 

eodimension n sur M ("z~ros de f r ' )  enes t  un fermi; on le munit de la topologie 

induite. 

4.1. D~t~nition: Une d ~ f o r m a t i o n  de F C ~C(M, n) paramet r ic  par un voisi- 

nage T de 0 dans N a est une application continue p : t E T ~ $-t C ~C(M, n) 

telle que p(0) = )Co = $2 

Le groupe Diff(M) des diff6omorphismes (de classe C ~ )  de M agit sur 

~C(M, n). Pour tout $- on notera O~= l 'orbite de ~c 

4.2. D~tinition: Une d~formation p : t E T ~ ~t  E $-(M, n) de ~c param~tr~e 

par T e s t  dite ~ t y p e  d i f f~ ren t i ab le  fix~ si pour tout t ~ T, p(t) E O~-; en 

d 'autres  termes il existe une famille diff~rentiable (ht)ter de diff~omorphismes 

de M tels que h~(.~t) = jz. 

4.3. PROPOSITION: Soit Jzt une d6formation de .T ~ type diff~rentiable fix~ en 

feuilletages transversalement holomorphes de codimension n. 

(i) Supposons .~ riemannien; alors pour tout t C T, Jzt est aussi riemannien. 

(ii) La famille Ft se relive g M # en une famille diff~rentiable g type 

diff~rentiable fix~ de feuilletages . f  t # T.P. invariants par  G. 

(iii) Supposons que les feuilletages Ft sont transversalement holomorphes et 

To = .~ hermitien de m~trique hermitienne transverse ~,o. Alors les feuil- 

letages Yt sont munis de m~triques hermitiennes transverses ~/t variant 

diff~rentiablement en fonction de t. 

D~monstration: (i) Notons 3 ̀0 la m~trique riemannienne transverse de $" et soit 

(ht) ter la famille des diff~omorphismes de M qui conjuguent les ~-t ~ $'. Alors 
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comme la diffdrentielle dht : T M  --~ T M  envoie T~'t sur T ~ ,  elle induit un 

isomorphisme de fibr6s feuillet~s 

dht : u.~t ~ uf'. 

Si X et Y sont deux sections de u.~t on pose 

7~ Y) = 7~ dh,(Y)) 

qui d6finit bien, pour chaque t E T, une m4trique riemannienne transverse ~ ~t.  

Ainsi le diff6omorphisme ht est t r a n s v e r s a l e m e n t  u n e  i som6t r i e .  

(ii) Pour tout t E T, soit Mt # , M le G-fibr4 principal des repbres ortho- 

norm6s directs transverses ~ Drt. Comme ht : M > M est un diff6omorphisme 

qui est transversalement une isom6trie il se relbve en un diff6omorphisme 

 f:M? ,M# 

d~fini comme suit. Soit (xt,et) un point de Mt # : xt est un point de M e t  st un 

repute orthonorm6 direct transverse ~ Jrt; on pose 

(x, r = h#t (xt, et) = (ht (xt), dht(et)). 

En plus ht # est un isomorphisme du fibr6 principal G -----+ M p ~ M sur le fibr6 

principal G > M # > M. On peut donc confondre Mt # et M #. La famille 

(.Tt)teT se relive alors A M # en une famille ~ type diff6rentiable fix6 (~'t#)teT de 
n(n-1) Chaque feuilletages tranversalement parall41isables de codimension n + 2 

9~t # est invariant par Faction de G sur M #. 

(iii) Pour tout t E T, la m6trique 7t d6finie par 

off Jt : v~ct ) v~'t est l 'automorphisme associ~ s la structure complexe trans- 

verse de Drt, est visiblement hermitienne et d6pend diffdrentiablement de t. I 

Soit (Et ) M)teT une famille diff6rentiable de Jrt-fibr6s hermitiens 

d i f f 6 r e n t i a b l e m e n t  t r i v i a l e  i.e il existe une famille diff6rentiable (r 

d'isomorphismes de fi-fibr6s faisant commuter  le diagramme 

Et ~ �9 Eo 

M -~*, M 
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oh Ct est le diff~omorphisme de M induit par Ct. Par exemple si ,Tt est une 

famille ~t type diff~rentiable fix~ de feuilletages hermitiens alors ~',~'t est une famille 

diff~rentiablement triviale de 9~t-fibr~s hermitiens sur M. 

Une famil le  d i f f~ren t iab le  d ' o p ~ r a t e u r s  diff~rent ie ls  bas iques  d ' o r d r e  

m, est la donn~e, pour chaque t E T d'un op~rateur diff~rentiel basique Dt 

operant sur les sections basiques C ~ (Et/.Tt) tel que dans l'ecriture locale 

(4.4) Dr= E as(y,t) 01sl 

Isl<m Oy~ 1" " " Oy~" 

les fonctions as d~pendent diff~rentiablement du param~tre t E T. On dira que Dt 

est une famille t r a n s v e r s a l e m e n t  e l l ip t ique  (resp. t r a n s v e r s a l e m e n t  for te~ 

m e n t  e l l ip t ique)  si chaque Dt est transversalement elliptique (resp. transver- 

salement fortement elliptique). 

Dans toute la suite, ('-~t)teT s e r a  une d~formation/~ type diff~rentiable fix~ de 

.T', (Et)tE Tune  famille diff~rentiablement triviale de ~-t-fibr~s hermitiens de rang 

k et (Dt)tET une famille diff~rentiable d'op~rateurs transversalement fortement 

elliptiques d'ordre m = 2m ~ autoadjoints. 

Comme la codimension r~elle est ici 2n, le groupe G sera cette fois-ci SO(2n). 

Toute la situation se relive ~t M # : 

(1) La famille .Tt en une famille ~ type diff~rentiable fix~ de feuilletages T.P. 

S't # invariants sous Faction de G. 

(2) La famille Et en une famille diff~rentiablement triviale de .Tt#-fibr~s hermi- 

tiens Et #, G-invariants et qui sont en plus canoniquement triviaux sur des 

ouverts qui sont images r~ciproques d'ouverts U de M trivialisant Et. 

(3) Les op~rateurs Dt en des op~rateurs Dt # basiques commutant/~ l'action de 

G. 

(4) Le groupe G agit sur chaque facteur Et # de telle sorte que les sections 

basiques de Et s'identifient canoniquement aux sections basiques de Et # 

invariantes par cette action. L'isomorphisme 

( EJ . r t  ) ( ) 

est donn~ par le diagramme commutatif  

Et # ' Et 

M # , M 



338 A. E1 KACIMI ALAOUI AND B. GMIRA Isr. J. Math. 

(5) Soit DIt = D # + Q (cf. (2.4)); ici l 'op~rateur Q est ind@endant de t 

du fait que les fibr6s principaux feuillet~s Mt # sont isomorphes ~t l 'aide 

de ht #. Les op6rateurs D' t sont fortement transversalement elliptiques et 

restreints 5, C ~  ( Et# /.,~t# ) ils coincident (via l ' isomorphisme Coo ( Et /.Ft ) ~- 

C~(E t# /~ f f ) )  avec les op~rateurs Dt. 

(6) En vertu des points (1) et (2) on peut supposer que la varidt6 M # • T est 

munie d 'un feuilletage qui coincide avec ~ #  sur chaque facteur M # • {t} 

et que la famille Et # est en fait un fibr6 E # ~ M # • T qui est E # , 

M # • {t} pour chaque t E T. 

(7) I1 n 'y  a donc que l 'op6rateur Dt qui se ddforme quand t d6crit T. 

CES OBJETS SERONT FIXI~S TOUT LE LONG DE CE PAPIER. Au fibr6 E # , 

M # • T correspond un fibr6 utile E , W • T tel que sa restriction ~t chaque 

W x {t} est le fibr6 utile associ6 h E # ~ M #. La famille D' t induit une 

famille diff~rentiable d'op6rateurs diff6rentiels Dt fortement elliptiques d 'ordre 

m op6rant sur l 'espace C ~ (E). Pour chaque t r T, Dt commute ~t l 'action de G 

sur E. 

5. D ~ f o r m a t i o n s  d ' o p ~ r a t e u r s  t r a n s v e r s a l e m e n t  f o r t e m e n t  e l l i p t iques  

L'objet  de cette section est l'~tude des d6formations du spectre de Dt, et la 

d~pendance diff~rentiable, en fonction de t, de l 'op~rateur de Green Kt  associ~ 

ainsi que celle de la projection orthogonale Pt  : Coo(E) ----* N(Dt) .  Ces pro- 

pri6t6s se transposent aux familles Dt, Kt et Pt opdrant sur l 'espace COO(E/.F). 

De mani~re analogue ~ [KS2] on d~montre la 

5.1. PROPOSITION: 8 / D t  : C ~ ( E )  ~ C ~ ( E )  est surjectif et vdrifie l'indgalitd 

(5.1) liD,silo > Cll llo 

oi~ C est une constante positive ind@endante de t, l'op6rateur -Dr -1 d@end 

diff6rentiablement de t. 

Soit F une courbe Coo dans le plan complexe bordant un ouvert V qui contient 

l'origine. Soit ~ ,  (F) le sous-espace de C ~  (E) engendr6 par les sections propres 

~k(t) de Dt correspondant aux valeurs propres contenues dans V; c'est un sous- 

espace de dimension finie de l'espace pr6hilbertien C ~  (E), donc complet. Notons 

Pt (F) la projection orthogonale 

: cs( ) 
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qui est donn~e par 

(5.2) P t ( F ) a =  E (c~,~k(t)}~k(t). 

Soit d'autre part 
- -  (C~,~k(t))_gk(t) 
Kt(F)o~ = E Ak(t) " 

,xk(t)~V 

On a de mani6re 6vidente 

DtKt(F)a + P (r)c  = 

pour toute section ~ E C~(E) .  

Si V ne contient que 0 comme valeur propre on notera ~ ( F ) ,  Kt(F) et Pt(F) 

simplement 7Y~, Kt et Pt. 

La proposition 2, p. 55 de [KS2] admet une version G-~quivariante qu'on peut 

6tablir de faqon similaire. 

5.2. PROPOSITION: Soit to E T. Si pour tout k E N, ,~(to) ~ F, il existe r > 0 

tel que les op~rateurs Pt(F) et Kt(P) d@endent diff~rentiablement de t pour 

It - to l  < 

On a d'autre part la 

5.3. PROPOSITION: Pour tout k G N fix~, la fonction t ~ Ak(t) est continue. 

D~monstration: Le spectre de l'op~rateur Dt operant sur C ~ ( E )  est contenu 

dans le spectre de Dt operant sur tout l'espace C a ( E ) .  Le r~sultat cherch6 

d~coule alors de [KS2] p. 47. | 

De ce qui prSc~de on d~duit le th~or~me suivant qui sera fondamental dans la 

d~monstration de la stabilit~ du caract~re k/ihl6rien transverse d'un feuilletage. 

5.4. THI~OR~;ME: 

(i) La dimension du sous-espace ?-ira est une fonction semi-continue 

sup~rieurement en t E T. 

(ii) Si la dimension de ~ est ind@endante de t, les opgrateurs Pt et K t  

d@endent diffdrentiablement de t. 
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6. Stabi l i t~  k~ihl~rienne t ransverse  

La famille )t-t ~tant diff6rentiablement triviMe, .Tt # le sera aussi. Sur le ff'-fibr~ 

hermitien on a une famille diff~rentiable d'op~rateurs fortement transversalement 

elliptiques d'ordre m = 2m' autoadjoints chacun op6rant sur les sections basiques 

du fibr~ E ~ M. A cette famille, comme on l'a vu, est associ~e une famille 

diff~rentiable d'op~rateurs Dt fortement elliptiques de m~me ordre agissant sur 

les sections G-invariantes du G-fibr~ E ~ W et commutant ~t Faction de G. 

L'isomorphisme canonique 

(6.1) 0:  C~ , C~(E)  

est tel que : si a est une section basique de E qui ddpend diffdrentiablement de 

t, alors O(a) ddpend aussi diffdrentiablement de t. 

Le diagramme commutatif  

CO~(E/~) o . e f t ( E )  

(6.2) D, 1 ['Dt 

o .  cff(- ) 

permet de transposer toutes les propri~t~s de la famille Dt a la famille Dt. En 

particulier pour tout t C T, le spectre Ak(t) de Dt est le mSme que celui de Dt, 

les sections propres assoei~es s Ak(t),-~k(t) et ek(t) respectivement de Dt et Dt 

sont reli6es par O(ek(t)) = ~k(t). On d~duit du Th6or~me 5.4 le 

6.1. THI~OREME: 

(i) La dimension du sous-espace ~ t  = N(Dt) est une fonction semi-continue 

sup~rieurement en t E T. 

(ii) Si la dimension de t ~  est ind@endante de t, les op~ra, teurs Pt et Kt 

d@endent diff&entiablement de t, 

Pour tout t E T on posera 

b[ = dimH'(M/ .Tt )  et bPt 'q : dimHP'q(M/.Tt). 

Comme 9rt est une d~formation de $-/~ type diff~rentiable fix~, H~(M/.Tt) est 

isomorphe ~ H~(M/~)  et donc b~" = b~ qu'on notera tout simplement b ~. Si 

les .Tt sont riemanniens, d'apr~s [EN2], pour avoir cette ~galit~ il suffit que la 

d~formation soit s t y p e  t o p o l o g i q u e  fix~. 
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On posera 

Zr(M/ .Tt )  = {r-formes basiques de ~t,  ferm~es}, 

ZP'q(M/~t)  = {formes basiques de type (p, q) de 5rt, d-ferm4es}. 

Soit 

At :  fF'q(M/.~t) , ~v'q(M/.Tt) 

l'op~rateur diff~rentiel d'ordre 4 d6fini par 

At = OtOtO t 0 t -}-0 t 0 t OtOt q-0  t OtO t Ot -Jr-0 t OtO t Ot -[-0 t Ot -[-O;Ot. 

6.2. PROPOSITION: 

(i) L'opbrateur At est fortement transversalement elliptique auto-adjoint. 

(ii) une section a E flP'q(M/•t) v&ifie A ta  = 0 si et seulement si 

Otc~ =-Oto~ = O et 0 tO t a  = O. 

(iii) Si ~ = -~o est transversalement kghl&ien on a 

A0 = A"A"  + 0"0  + 0"0 

off A"  = -0 -0" + -0"-0 est l'op&ateur ddfini au (3.2). 

D6monstration: Un calcul imm~diat permet d'~tablir que l'op~rateur At est 

autoadjoint. Pour la forte ellipticit~ transverse il suffit de remarquer que sur une 

transversale, l'op~rateur At coincide avec celui de [KS2] p. 71 (not6 Et) dSfini 

dans le cas classique. Le point (ii) d~coule de l'in~galit~ 

- - *  * 2 

off ( , ) t  est le produit hermitien sur l'espace flP'q(M/.~t). Le point (iii) d6coule 

du fait que A = 2A" (cf. [Ek2]). | 

Soient Ft ;'q le noyau de At (qui est de dimension finie). Consid~rons la projec- 

tion orthogonale Ft : ftP'q(M/JZt) ~ Ft  v'q et Kt l'op~rateur de Green associ4 

At.  On rappelle l'identit6 

oe = AtKtoe + Fta. 

Les r~sultats et les d~monstrations des propositions 7 et 8 de [KS2] p.72 et 73 

marchent de mani~re immediate dans le cas basique; plus pr6cis~ment 
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6.3. PROPOSITION: 

(i) On a une ddcomposition orthogonale 

z P ' q ( M / ~ )  = 0tO,(aP-~'q-~(M/f,))  �9 F~ '~. 

(ii) I1 exists e > 0 tel que dimF~ '1 est ind@endante de t pour Itl < ~ et dgale 

la dimension de l'espace ~1,1 (M/J:)  des formes harmoniques basiques de 

type (1, 1) de jz. 

Nous sommes maintenant en mesure de d~montrer le r~sultat de stabilit5 du 

caract~re k/ihl~rien transverse des feuilletages qui est le but principal de ce travail. 

6.4. THI~ORI~ME: Soient s ~ un feuilletage hermitien homologiquement orientable 

sur une vari(~t~ eompacte M et -~t une d~formation de .T ~ type diff~rentiable fix~ 

paramdtrde par un voisinage T de 0 dans N d par des feuilletages transversalement 

holomorphes. Supposons que la mdtrique hermitienne transverse a de . f  = JZo 

soit kShldrienne. Alors il existe e > 0 tel que pour tout t E T, Itl < s, le feuilletage 

Jet possbde une mdtrique kShldrienne transverse at telle que ao = ~r et d@endant 

diffdrentiablement de t pour It] < e. 

Ddmonstration: Soit ?t la famille de m~triques d~finies par la formule (4.2) et 

notons ~t (', ") = ~/t(Yc, ") la famille de 2-formes diff~rentielles basiques associ~es. 

La 2-forms b0 est ferrule par hypothbse. On pose 

1 ( ~ t  + ~,~,)  r  

Par la Proposition 6.2 on a 

dFt~t = OtFtJat + ~ t F t ~ t  ~-- 0 

et donc dwt = O. 

D'autre part comme ~t d@end diff~rentiablement de t, Itl < e e t  que dimF~ '1 

est ind~pendante de t (voir la Proposition 6.3), on d~duit du Th~or~me 6.1 que 

Ftwt d@end diff~rentiablement de t pour Itl < e. Comme bo est d~finie positive, 

il en est de m~me pour wt. I1 en r~sulte que pour Itl < 

at(- ,  .) = Jr.) 

est une m~trique k~ihl~rienne transverse pour Pt qui d@end de mani~re 

diff~rentiable de t et v~rifie ao = a. | 
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7. E x e m p l e  

Dans cette section nous allons montrer sur un exemple l'existence de feuilletages 

transversalement k/ihl~riens admet tant  des d~formations s type diff~rentiable fix~ 

non triviales. Pour ce faire nous allons formuler la notion de d~formation de fa~on 

un peu diff~rente de celle qui a 6t~ donn~e en 4.1. 

Soit ~- un [euilletage transversalement holomorphe de codimension n sur une 

vari~t~ compacte M d~fini par un cocycle feuillet~ {Ui, fi, "Yij} 011 (Ui)iC I est un 

recouvrement ouvert de M ,  fi : U~ ~ (;n une submersion et ~'iy des biholomor- 

phismes locaux de C ~ tels que sur U~ n Uj r 0 on ait f j  = "y~j o fi. 

Une d ~ f o r m a t i o n  brt de .P param~tr~e par un germe en 0 d ' e s p a c e  ana ly -  

t i q u e  (T, 0) (ef. [Ma] pour les d~finitions et tous les  d~tails) est la donn~e d 'un 

recouvrement ouvert (U/)iel, d 'une famille de submersions f t  : Ui - -+  C ~ et 
t t U une famille de biholomorphismes 7ij : f]( i n Uj) - -~ f~(U~ n Uj) d~pendant 

holomorphiqnement de t et tels que : 

(i) f~ = 7~j o f t ;  

( i i )  SO = et  = 

Deux d~formations 5ct et $-/param~tr~es par le mfime germe d'espaee analy- 

tique (T,0) sont dites isomorphes s'il existe une famille diffSrentiable de 

diff~omorphismes ht de M tels que * ( J : ; )  = 

Si ~ : (T ~, 0) ~ (T, 0) est un morphisme d'espaces analytiques, alors toute 

d~formation .Tt de 9 c paramStr~e par (T, 0) d~finit une d~formation 5c~(t ,) 

param~tr~e par (T ~, 0). On dira que 5c~(t,) est la d g f o r m a t i o n  i n d u i t e  par 

Soit O le faisceau des germes de champs de vecteurs basiques holomorphes 

sur M. Un ~l~ment de (9 est repr~sent~ sur un ouvert de coordonn~es locales 

(Xl . . . . .  xp, zb . . . , z ,~ )  (sur lequel F est d~fini par les ~quations dzt . . . . .  

dz~ = 0) par un champ du type 

• o 
Z = 

k=l 

Off pour tout k = 1 . . . .  , ~, ak est une fonction holomorphe. Ce faisceau n'est pas 

fin et donne lieu /~ une th~orie de cohomologie non triviale H*(M, ~) mais de 

dimension finie (c'est la cohomologie d 'un complexe elliptique sur une vari~t~ 

compacte).  L'espace Ht ( M,O)  param~tre les classes d'6quivalence de 

d~formations infinit~simales de 5 c. 
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7.1. THI~ORI~MB ([GHS]): Soient Jr un feuilletage transversalement holo- 

morphe sur une vari#t~ compacte M e t  @ le faisceau des germes de champs 

de vecteurs basiques holomorphes. Alors il existe un germe d'espace analytique 

(S, 0) param#trant une d#formation jr8 tel que pour toute autre ddformation jrt 

param#tr& par  (T, 0) il existe un morphisme ~ : (T, O) ~ (S, O) tel que la 

ddformation induite Y:~(O soit isomorphe ~ .Tzt. En plus il existe un voisinage U 

de 0 dans H i (M,  0)  (qui est de dimension finie) et une application holomorphe 

/ 3 : U  ~ H2(M,O)  t e l sque(S ,O)es t l egermeenOde j3 -1 (O) .  

Le germe d'espace (S, 0) est appel~ e s p a c e  verse l  de j r  et jr8 la f ami l l e  

ve r se l l e  de jr. Si H2(M,O) = O, S est un voisinage de 0 dans H I ( M , O ) .  Si 

H 1 (M, O) = 0, S est r4duit/~ un point; dans ce cas on dira que j r  est r igide.  

Dans toute la suite on suppose que toutes les d~formations de j r  que l 'on 

consid~re sont g type diff~rentiable fix~. Alors du point de vue infinitesimal les 

classes d'~quivalence de telles d~formations sont d~crites par le premier espace 

vectoriel H ~ (M, v 1~ de cohomologie basique de Dolbeault ~ valeurs dans le fibr~ 

normal holomorphe ~1o. Les espaces vectoriels H~ u 1~ sont de dimension 

finie [Ek2]. On a alors un th~or~me de versalit~ faible. 

"[.2. THI~OREME ([EN3]): Si le feuilletage jr est hermitien il existe une 

ddformation Jrs b ~ type diffdrentiable fixd paramdtrde par  un germe d'espace 

analytique (Sb, O) avec la propridtd de versalitd faible suivante : si jr' est un 

feuilletage proche de Y: dans la topologie C ~ et diff&entiablement conjugud ~ Jr 

alors il existe un diffdomorphisme h de M proche de l'identitd et sb E Sb tels que 

jr' = h * ( JZsb ) et h transforme la structure complexe transverse de jrsb en celle de 

jr,. En plus il existe un voisinage U de 0 dans H~ v 1~ et une application 

holomorphe /3 : U ~ H~ v 1~ tels que (Sb, O) est le germe en 0 de t3-~(0). 

En particulier ce th~or~me dit que si H~ r I~ est non nul et si H~ ~10) 

est nul alors SD est un voisinage de 0 dans H~ ~1o) et donc le feuilletage j r  

se d~forme g type diff4rentiable fix~. Notre exemple sera de ce type. 

Si X est une vari~t~ complexe, T~~ sera son fibr~ tangent holomorphe et 

sa cohomologie de Dolbeault g valeurs dans TI~  sera notre H~ TIn(X)) .  

7.3. Construction de l'exemple: Soit T = C/F le tore complexe d~fini par le 

r~seau standard F = Z | iZ. On note F la vari~t~ complexe T x 71 off ]71 

est l 'espace projectif complexe de dimension 1; F est kghl&ienne de dimension 

complexe 2. Soient ( = 1 + ir e t a  deux nombres complexes avec la] = 1, a ~ 1 
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et ~: F ~ F la transformation ddfinie par 

r  w) = 

off ~(z) = z + r et ~a est l'automorphisme de F1 induit par : 

A 

c 

345 

(wl, w2) . (aw,,-dw2). 

Notons Aut(F)  le groupe des automorphismes de la varidtd ktihldrienne F; alors 

�9 EAut(F) et l'adhdrence K de {(I )n : n E Z} dans Aut(F) est un sous-groupe 

compact. Notons H~ TI~ la cohomologie de Dolbeault de F ~ valeurs 

dans le fibrd tangent holomorphe TI~ des formes de type (0,q) invariantes 

par K.  Alors on a (cf. [Ko]) : 

C pour q = 0 ou 1 
H~176  0 sinon 

et 

H~ 1, TI~ = { 

La formule de Kiinneth nous donne : 

C 3 pour q = O, 
0 sinon. 

H~ TI~ = H~176 t, TI~ | H~ C) @ H~ TI~ 

Comme l'action de (I) respecte chaque facteur du produit F = T • p1 on a une 

formule analogue au niveau de la cohomologie K-invariante : 

H~ TI~ = H~176 1, TI~ | H~ (T, C) G H~ (T, TI~ 

Le groupe K dtant compact, la cohomologie K-invariante H~ TI~ 
s'injecte dans la cohomologie totale H~ TI~ D'autre part le gdndrateur 

d5 | o de H~ TI~ est K-invariant; il engendre donc H~ TI~ 

Par consdquent H~ TI~ = C. De m~me H~ est engendrd par dS, 

qui est un dldment invariant par ~ donc K-invariant; par consdquent il engendre 

H~I(T,C). D'ofi H~ = C. 
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I1 reste maintenant h calculer H~ 1, TI~ i.e. d~terminer les champs de 

vecteurs holomorphes sur p1 qui sont K-invariants. D~signons par ~ la coor- 

donn~e non homog~ne sur p1. Un ~l~ment de H~176 1, TI~ s'exprime alors 

en fonction de ~ sous la forme (cf. [KS1] p. 437) : 

0 
(c2~ 2 + c1~ + co) o-~' 

avec Co, c1, c~ des constantes comple• Donc ~ ,  ~ et ~ sont ~es 

g~n~rateurs de H~176 1, TI~ Nous allons chercher lesquels d'entre eux sont 

K-invariants. En coordonn~es homog~nes (Wl, w2) sur p1, ces trois champs 

s'~crivent respectivement dans l'ouvert U1 = {wl r 0} : 

w~ 0 0 o 
, w 2 - -  et wl , wl Ow2 Ow2 Ow2 

puisque ~ correspond ~ Wl Y~-~2" La condition d'invariance pour un champ de la 

w o forme f(wl, 2)8--G~ s'6crit : 

f ( ~ ,  ~ 2 )  = ~f(~o~, ~),  
w 0 On d~montre de la m~me et elle est satisfaite uniquement par le champ 2 ~ .  

0 mani~re que dans l'ouvert [:2 = {w2 r 0}, le seul champ invariant s'6crit Wl 0 ~  

et ces deux champs reprgsentent le m~me champ de vecteurs holomorphe sur p1. 

Ainsi H~176 1, Tl~ = C. D'ofi enfin : 

H~ TI~ = C | C. 

Ensuite, on montre que H~ TI~ = 0, puisque 

H~ TIn(F)) = g~  t, TI~ �9 H~2 ('IP, Tl~ ('IP)), 

et que g ~  1, TI~ = H~ TI~ = 0. 

Soit maintenant $- le feuilletage obtenu en suspendant l 'automorphisme ~. 

I1 est support~ par la vari~t~ M = S1 • F et est transverse aux fibres de la 

fibration d~finie par la premiere projection (0,~) G S 1 x F ~ 0 E ~1. C'est un 

feuilletage transversalement k~hl~rien dont la cohomologie basique H~ v ~~ 
coincide avec H~ TI~ ainsi 

Ho~(u,.~o) = C ~ C et H~176 = O. 

Par consequent, en vertu de ce qu'on a fait remarquer pr~c~demment, l'espace Sb 
est un voisinage de 0 dans C ~ C et donc $" se d~forme bien ~ type diff~rentiable 

fix6. | 
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