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Premiére partie

Actions localement libres

de groupes résolubles

(Article en collaboration avec M. Belliart)

Résumé Soient G un groupe de Lie connexe de dimension n—1,
® une action localement libre de classe C” (r > 2) de G sur une
variété compacte M de dimension n > 3. Nous supposons qu’il
existe dans l’algébre de Lie de G un champ Y tel que les valeurs
propres de ad(Y) soient «g,...,a, 2,0 avec Re(wa;) > 0 Vi. Alors,
nous montrons que ¢ est C"-conjuguée i une “action modéle" de
G sur un espace homogéne H/I' ou H est un groupe de Lie conte-
nant G. Si n > 4, H est uniquement déterminé par G; si n = 3, il
y a deux groupes H possibles, et nous pouvons donc donner une
classification compléte. D’autre part, nos hypothéses impliquent
que G a une structure particuliére, mais il existe quand méme
de nombreux exemples : notamment, la famille des groupes G
ayant cette propriété est continue en toute dimension > 4; pour
un choix générique de G, le groupe H correspondant n’a aucun
quotient compact de dimension n, et ceci fournit une famille
continue de groupes de Lie ne possédant aucune action de co-
dimension 1 “suffisamment réguliére” sur une variété compacte.
Ces résultats sont liés a la théorie d’Anosov.



1. INTRODUCTION

Soit M une variété fermée de dimension n > 3. On dit qu'un flot diffé-
rentiable ®' sur M est un flot d’Anosov [An] si

- @' est sans point fixe global (c’est a dire sans orbite réduite & un point)

- le fibré tangent & M se décompose en la somme de trois sous-fibrés
continus stables par ®! :

TM =TT &RY

tels que T"* est dilaté et T contracté par ®'. (Y est le champ tangent a
o).
Nous dirons que Y est un champ d’Anosov si son flot est un flot d’Anosov.
A un flot d’Anosov on peut associer plusieurs feuilletages. Notons 7% =
T @ RY et T" = T @ RY. Les distributions 7, T, T"", T sont in-
tégrables et définissent respectivement le feuilletage instable (ou central-
instable), stable (central-stable), instable fort et stable fort. Comme le
passage de Y a —Y permute les feuilletages stables et instables, il est
d’usage de s’intéresser uniquement aux feuilletages stables. On définit ainsi
la codimension de Y comme étant la codimension de son feuilletage stable.

Si N est une variété fermée de dimension > 2, un difféomorphisme
d’Anosov de N est un diffeomorphisme ¢ de N tel que le fibré tangent a
N se décompose en la somme continue de deux sous-fibrés :

TN — Tuu @ Tss

ou T™ et T"° sont ¢-invariants, et ¢ contracte T°° et dilate T"*. En
pareil cas, T"* et T sont uniquement intégrables et donnent lieu a des
feuilletages dits respectivement stable et instable.

Le lien entre difféomorphismes d’Anosov et flots d’Anosov est le suivant :
considérons la variété

M =N xR/(n,t) ~ (¢(n),t + 1)

ol ¢ est un diffeomorphisme d’Anosov de N. Alors, on vérifie sans peine
que le flot % est un flot d’Anosov sur M. Son feuilletage stable est le feuille-
tage horizontal engendré par le feuilletage stable de ¢, et son feuilletage
stable-central en est ’épaississement. Ainsi, les diffeomorphismes d’Ano-
sov peuvent étre vus comme des cas particuliers de flots d’Anosov. Ré-
ciproquement, il est conjecturé que “la plupart” des flots d’Anosov sont
des suspensions de difféeomorphismes d’Anosov en codimension 1. (C’est
la conjecture de Verjovsky ; voir par exemple [Gh2| pour un énoncé précis).

Une autre famille d’exemples est constituée par les flots homogénes et
infra-homogénes. Soient G un groupe de Lie, Y un champ invariant a
droite, K un sous-groupe compact commutant avec Y et I' un sous-groupe
discret cocompact de G. Le flot de Y sur K\ G/T" est dit infra-homogéne ;



5

on dira qu’il est homogeéne si K = {1}. Les articles |Tol|, [To2| classifient
complétement les flots d’Anosov de ce type.

Notons GA le groupe affine des transformations z — a + bz (b > 0) de
la droite réelle. Il a été montré dans [Ma] que le feuilletage stable de tout
flot d’Anosov transitif ' sur une 3-variété est paramétré par une action
continue de G A ; inversement, une action de GA de classe C? qui préserve
le volume d’une 3-variété fermée induit un flot d’Anosov correspondant a
l'action des homothéties (0,0) de GA. Ce résultat hautement non trivial
constitue le coeur de la preuve du

Théoréme 1 (Ghys) Une action localement libre de GA de classe
C"(r > 2) qui préserve un volume continu sur une 3-variété fermée M est
C"-conjuguée & une action homogeéne.

Il y a deux groupes de Lie simplement connexes non isomorphes de di-
mension 3 qui contiennent & la fois une copie de GA et un sous-groupe
discret cocompact. Le théoréme de Ghys rameéne I’étude des actions consi-
dérées a celle des réseaux uniformes de ces deux groupes, et fournit ainsi
une classification compléte.

En adaptant les méthodes de Ghys, nous allons montrer le

Théoréme 2 Soient G un groupe de Lie de dimension n — 1, ® une
action localement libre de classe C" (r > 2) de G sur une variété compacte
M de dimension n. Si ® préserve un volume continu sur M et s’il existe
dans Ualgébre de Lie de G un champ 'Y tel que ad(Y') ait les valeurs propres
0,1, ..., tp_2 avec Re(ay) < 0 alors ® est C"-conjuguée a une action
homogene.

Si n = 3, le seul groupe possible est GA et on retrouve le théoréme
de Ghys; si n > 3, toutes les actions modéles ont lieu sur les espaces
homogénes d’un unique groupe résoluble.

Le but de cet article est de démontrer le théoréme 2. Dans le premier
paragraphe, nous décrivons tous les flots d’Anosov homogénes de codi-
mension 1, en utilisant la classification de P. Tomter. Dans le second pa-
ragraphe, nous étudions le groupe G, ce qui nous permet de montrer dans
un troisiéme paragraphe que la variété M supporte une structure d’es-
pace homogeéne pour laquelle le flot de Y est lui-méme homogéne. Dans le
courant de cette preuve, il deviendra clair que ce flot est d’Anosov ; ¢’est
pourquoi nous utilisons le langage de la théorie d’Anosov, bien adapté a
notre situation.

La méthode utilisée dans la troisiéme partie de ce travail pour construire
un champ homogéne transverse aux orbites est une amélioration de |Gh1].
Ce dernier utilisait la théorie des représentations irréductibles de G dans

1Un flot est transitif si il posséde une orbite dense.
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un espace de Hilbert ; les calculs deviennent rapidement pénibles en grande
dimension, & cause du nombre croissant d’indices et du probléme technique
de la diagonalisation. A la place, nous utilisons un raisonnement sur la
croissance des fonctions impliquées (n > 4) ou une inégalité élémentaire
sur leur norme Ly (n = 3).

Des exemples immédiats prouvent qu’en dimension n, il existe une fa-
mille & n — 1 paramétres de groupes tels que ad (Y) a pour valeurs propres
0,aq, ..., ,_o ou les «; appartiennent tous au méme demi plan complexe
Re(z) < 0ou Re(z) > 0. On a donc pour ces groupes une classification des
actions localement libres de codimension 1 et de classe C? préservant un
volume continu sur une variété compacte. Il se trouve que pour un choix
générique d’un tel groupe, il n’existe aucune action ayant ces propriétés.

A. El Kacimi nous a soumis ce probléme et nous a constamment gquidés
dans sa résolution. E. Ghys et A. Verjovsky nous ont aidés a en améliorer
la rédaction. Nous les en remercions.

2. MODELES HOMOGENES

Dans toute la suite de cet article, n > 3. Nous avons, dans I'introduction,
décrit rapidement les flots d’Anosov homogénes; nous allons ici décrire
plus longuement le cas particulier de codimension 1.

Soit ;1 un entier algébrique unitaire de module > 1 dont les conjugués
sur Q : A\, ..., \,_2 ont un module < 1. Un tel nombre est appelé nombre
de Pisot (|Pi]). Par des méthodes classiques de théorie des nombres, 1 est
réel et il existe une matrice A € SL(n — 1,Z) dont les valeurs propres
sont exactement g, A1, ..., \,_o. Comme A préserve le réseau standard de
R ! A induit un difffomorphisme d’Anosov sur T"~!, et on peut en
construire la suspension M". A cet effet, on considére le sous-espace F
de R"! correspondant aux valeurs propres i, ..., \,_o de A. Soient F le
feuilletage de R™~! par les hyperplans paralléles & F, F son image sur
Tm~1 : F est le feuilletage stable du diffeomorphisme d’Anosov induit sur
T~ ! par A. Il est facile de montrer que la suspension de F est homogéne :
supposons d’abord que les \; sont tous réels. Soit (X, ..., X,,_2) une base
de vecteurs propres de F';? soit Z un vecteur propre pour la valeur p. Si
on considére la variété

M=T"xR/(x,t) ~ (Azx,t + 1)

et le flot d’Anosov Y = % correspondant & A on constate facilement que

(1) X, V] =X, (i =1,...n—2); |Z,Y] = BZ.

2 A est diagonalisable, car ses valeurs propres, qui sont des nombres algébriques conjugués,
sont nécessairement distinctes.
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e =\, ..., e 2 = \,_0, €0 = pu.

Ceci montre que M a la structure d’un espace homogéne H/T', ot H est le
groupe de Lie résoluble simplement connexe dont l'algébre est décrite par
la formule (1) et T est un réseau uniforme de H. Ainsi, Y est un champ
d’Anosov homogéne de codimension 1. Quand les \; ne sont pas tous réels,
on a quand méme la relation (1) dans le complexifié du fibré tangent de
M : dans tous les cas, Y est d’Anosov, homogéne de codimension 1.3

Dans le cas particulier ot n = 3, il existe une autre famille d’exemples :
soit N une surface compacte & courbure négative constante. Considérons
le fibré unitaire M sur N, et le flot géodésique sur M. Ce flot constitue,
historiquement, le premier exemple de flot d’Anosov ([An|). Pour montrer
qu’il est homogeéne, il suffit de remarquer que le revétement universel de
N est 'espace hyperbolique H?, et que M, quotient du fibré unitaire de
H? par un groupe discret d’isométries, est diffeomorphe & un espace ho-
mogeéne PSL(2,R)/T" ou I' est isomorphe au groupe fondamental de N.
D’autre part, un calcul facile montre que Y est tangent au sous-groupe des
matrices diagonales. Plus généralement, on peut remplacer SL(2,R) par
son revétement universel SL(2,R) : ceci donne de nouveaux exemples, qui
sont des revétements finis des précédents, comme il résulte de la théorie
des groupes Fuschiens (exposée par exemple dans [DNF]). Il se trouve que
ces exemples sont les seuls :

2.1. Proposition. Tout flot d’Anosov homogéne de codimension 1 est du
type ci-dessus.

Preuve. Soit Y un flot d’Anosov homogéne de codimension 1 sur la va-
rieté H/T'. Soient H Dlalgebre de Lie de H et Hc sa complexifiée ; nous
identifions les fibrés T et T°° aux sous-algébres de Lie de H qui leur
sont tangentes ([To2]). Soient Xj, ..., X, 2, Z € Hc des champs propres
pour ad(Y) tels que X1, ..., X,,_o engendrent T°° et Z engendre T"*. Nous
allons distinguer deux cas.

(a) n > 4.

Nous montrons d’abord que H est résoluble. Comme H admet un réseau
uniforme, il est unimodulaire (cf. [Ra]; voir aussi le paragraphe suivant
pour la définition de la fonction modulaire). Ainsi, ad (") est de trace nulle.
Notons 8 > 0 la valeur propre correspondant a Z et ay, ..., a,,_o les valeurs
propres correspondant a X7, ..., X,,_o, dont la partie réelle est négative (car
elles correspondent au sous-espace propre 7). Comme il y a au moins deux
a; et que f = —aq — ... — a9, les nombres —3,5 — aq, ..., — a,_9 ne

3Les feuilletages stables correspondant a de tels flots sont trés rigides : par exemple, E[EN]
ont montré leur stabilite C°.
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sont, pas valeurs propres de ad (Y'), donc l'identité de Jacobi implique que
[T°, Z] = 0.

Pour la méme raison, si a; + a; n’est pas valeur propre de ad(Y’) alors
[Xi, X;] = 0. En particulier si on range les «; par partie réelle décroissante,

a; + o = oy, implique que & > 1, j

par conséquent
X X =) X
k>,
ou les cz’j sont les constantes de structure. Mais une telle écriture prouve
que X1, ..., X, Z,Y est une base de Malcev ([Be]|) de 'algébre Hc, qui par
conséquent est résoluble.

Maintenant, T%* @ T°% est un idéal de codimension 1 N de H, et N
est égal a [H,H]. En effet, d’une part N' C [N,Y] C [H,H], car ad(Y)
est un endomorphisme de A ; d’autre part, comme H est résoluble, [H, H]
est de codimension au moins 1 dans H, ce qui implique I’égalité voulue.
Par conséquent, N est nilpotente ([Bo]). Selon [Tol], N correspond & un
sous-groupe de Lie N de H, et il existe un automorphisme ¢ du groupe
N, préservant le réseau uniforme A = T' N N de N, tel que le feuilletage
stable de H/I" pour Y soit la suspension du feuilletage stable de N/A pour
¢. La proposition viendra donc du lemme suivant :

2.2. Lemme. Soit N un groupe de Lie nilpotent. St N posséde un sous-
groupe discret cocompact N et si il existe un automorphisme ¢ de N qui
laisse A invariant et induit un difféomorphisme d’Anosov de codimension
1 sur N/A, alors N est abélien.

Preuve. Soit C' le centre de N : c’est un sous-groupe de Lie abélien non
nul invariant par ¢, et C/(C' N A) est compact [Ra]. En considérant les
valeurs propres de la différentielle de ¢ sur l'algébre de C', on voit que
¢ induit sur C'/(C'N A) un diffécomorphisme d’Anosov, nécessairement de
codimension 1; aussi C' contient le fibré instable T correspondant a ¢. Si
N/C n’est pas le groupe trivial, ¢ induit sur la variété compacte (N/C)/A
un difféeomorphisme d’Anosov sans partie instable, ce qui est absurde.
Donc, N/C' est le groupe trivial : i.e. N est abélien. 0

(b) n = 3.
Dans ce cas, les sous-espaces T°°,T"" sont de dimension 1, et on peut
les supposer engendrés par les champs X et Z respectivement. Ces champs
sont, propres pour ad (Y), pour des valeurs propres notées respectivement

« et (. Par unimodularité, « = —(3; comme Y est d’Anosov, a # 0 et on
peut normaliser en remplacant Y par a~'Y. On a donc :

X,Y]=Xet[2,Y]=-2



[’identité de Jacobi implique donc
(X, Z] =kY (k€R)

si k = 0, on trouve une suspension de difféomorphisme de T2, sinon, M
est un espace homogéne de SL(2,R). O

3. STRUCTURE DE G

Nous revenons maintenant au cas général. Soit G le groupe de Lie de
dimension n — 1 agissant sur M"™. Notons respectivement G et G¢ ’algébre
de Lie de G et sa complexifiée. Soit (X7, ..., X,,_2,Y) une base de G¢ dans
laquelle ad (Y") est triangulaire supérieure ; comme & la proposition 1.1, on
voit que X1, ..., X,,_o engendrent un idéal nilpotent N¢ de codimension 1,
égal a 'idéal dérive de Ge. Celui-ci est le complexifié de I'idéal dérivé N
de G, et correspond & un sous-groupe connexe N de G. Le groupe G est
donc résoluble.

Rappelons que la fonction modulaire A d’un groupe de Lie G est un
morphisme continu de G dans R7, qui représente le défaut d’invariance a
droite des mesures invariantes a gauche; on dit que G est unimodulaire si
A = 1. La fonction modulaire de G est reliée a 'algébre de Lie de G par
la formule :

(2) Aexp(Y)) = elr(ad(Y))

ol Y est un champ invariant a gauche quelconque sur G. Ceci montre
que N est le noyau de la fonction modulaire de G. Ainsi, N est un sous-
groupe de Lie de GG. D’autre part, comme N est un sous-groupe normal de
codimension 1, G a selon [Bo| la structure d’un produit semi-direct N xR :
un élément g de G s’écrit de maniére unique sous la forme z. exp(tY’) avec
x € N,t € R et si on le note plus simplement (x,t), la loi de G est donnée
par la formule

(1’1, t1>.(l'2, tg) = (Il.tlxg, tl + tg)
ou " xo désigne 'élément exp(t1.Y)xq exp(—t;1.Y). Dans la suite, nous adop-
terons ces notations ; nous écrirons aussi x(g),t(g) les éléments de N et R
tels que g = (x(g),t(g)). Maintenant, si nous posons

B=—Tr(ad(Y)) = —X"2a; > 0,

la formule (2) donne

(3) A(g) = 7119,
ce qui confirme que G n’est pas unimodulaire.

Dans le cas ou n = 3, il est possible de simplifier ces notations et
formules. En effet, N est de dimension 1, donc isomorphe & R. Si nous
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notons a = z(g) et b = e*9 nous obtenons un isomorphisme entre G et
le groupe affine GA, constitué des transformations de R de la forme

x—a+bx (b>0)
La loi de groupe s’écrit
(a,b).(c,d) = (a + be, bd),

et la formule (3) devient
A(a,b) =b.
Pour g € GA, nous noterons a(g),b(g) les réels tels que g = (a(g), b(g)).

Il est connu que GA peut étre plongé dans deux groupes de Lie de di-
mension 3 simplement connexes non isomorphes (|Gh1]) : I'un est résoluble
et lautre semi-simple, isomorphe au revétement universel de SL(2,R).
Quand n > 4, nous allons montrer qu’il existe un seul groupe de Lie H
de dimension n, connexe, unimodulaire et contenant . En effet, H étant
connexe, il est a revétement prés uniquement déterminé par son algebre
de Lie H; celle-ci s’obtient en complétant G par une nouvelle direction
Z. Comme H est unimodulaire, on aura : Tr(ady(Y)) = 0 donc on peut
choisir Z tel que [Z,Y] = 3.Z. Comme —f, — «; ne sont pas valeurs
propres de ad(Y), l'identité de Jacobi implique : [N, Z] = 0. Ces égali-
tés déterminent parfaitement H et permettent de construire le revétement
universel H de H comme le produit fibré donné par le diagramme :

H — GA
I o | Al
G — Ri

A

Maintenant, H s’obtient en quotientant H par un sous-groupe discret
central, mais H a un centre nul : par conséquent, H = H.
Dans le paragraphe suivant, nous démontrons le théoréme principal.

4. LE CHAMP Z

On sait que l'algeébre de Lie de G s’injecte dans 1'algébre de Lie des
champs de vecteurs sur M : & tout champ invariant a droite sur G est
associé un champ sur M par la formule

X = d®(—,m).X ou ®(g,m)=g.m.

De tels champs sont dits les champs fondamentauz associés a I’action. Nous
allons montrer qu’il existe sur M un champ Z de classe C"~! tel que :

Z,Y|=—-7Z [Z,X]=FkY, keR (casn=3)
(Z,Y]=pZ [Z,N]=0 (casn >4).
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Ceci implique que l'algébre des champs de vecteurs sur M contient ’al-
gébre de Lie d’un groupe de Lie H qui contient G, et que ® se prolonge
en une action localement libre de classe C™~! de H sur M. En fait, il sera
possible de voir que cette action est C", et nous aurons donc démontré le

Théoréme Principal Soient G un groupe de Lie de dimension n — 1,
¢ une action localement libre de classe C™ (r > 2) de G sur une variété
compacte M de dimension n. St ® préserve un volume continu sur M et
sl existe dans Ualgébre de Lie de G un champ Y tel que ad(Y) ait les
valeurs propres 0, ayq, ..., a9 avec Re(ay) < 0 alors ® est C"-conjuguée
une action homogéne.

Remarquons que le volume continu dont ce théoréme suppose 'existence
est en fait de classe C”, par un lemme de |[Ghl].

Nous utilisons les complexifiés des différents fibrés associés & M. Nous
désignons par la méme lettre un élément d’un fibré quelconque et son
complexifié. Avec cette convention, soit €2 le volume préservé par ’action
de G, et soit Z un champ (réel) continu tel que :

X1, ooy X0, Y, Z) = 1.
Soit g = (z,t) € G. On a :
GUX o, X0, Y, Z2) = Qg X1, -, 0 X2, 6:Y, 9. 7)
=M e 20Xy, ..., X0, Y, 6. 7)
= e P'O(Xy, ..., X2, Y, 0. 2)

=1
et donc
(4) (z,8).(Z) =€’ Z mod.(Ge).
Nous cherchons maintenant un champ (réel) 7" sous la forme
n—2
T=Z+FY+)» GX; (F,GeC(M)
i=1

ot C°(M) est I'espace des fonctions continues de M dans C; ce champ
vérifiera
(a,0).(T) = b YT + k(2aY + a*X)) (cas n = 3)

(5) (2,1),(T) = T (cas n > 4).

Ces formules sont une version “intégrale" des relations de crochets liant
X;, Y et Z dans Hc, la complexifiée de H. On les obtient en regardant
comment 7" évolue sous 'action adjointe de GG dans Hc.
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Nous construisons d’abord un 7" qui est solution de (5) pour les g de la
forme (1,t), puis nous vérifions que ce T est solution pour tout g.

4.1. Proposition. [l existe un champ T de classe C° tel que (1,t).(T) =
el

Démonstration. 1l existe des familles ¢;, 1}, ..., 172 de fonctions continues
sur M telles que

(6) (1,1)(2) = 7' Z + ¢,Y + S X,

On a donc :

(L,O)(T)=e”"Z + ¢ Y + Fo(l,—t)Y mod.(Xy,..., Xn_o)

Comme dans |Ghl|, on remarque que pour t > 0, F' est solution d’un
opérateur contractant sur I'espace de Banach C°(M) :

U(F)=eP(Fo(1,—t)+ ¢)
De plus, ces opérateurs commutent entre eux donc ont le méme point fixe,
qui est encore solution pour t < 0 car U,oU_; = Id. Ceci prouve I’existence
(et 'unicité) de F.

Remplagons Z par Z + F'Y, ce qui revient a remplacer ¢; par 0 dans
I'équation (6). (Pour simplifier, nous continuerons a noter ¥’ et G° les
fonctions qui correspondent a ce “nouveau” Z). On calcule G2 par le
méme procédé que F'. Ici, les équations deviennent :

(1,0)(T) = ' Ty + 2 X, o + e 2G" 2 0 (1, —1) X, o
(la congruence est prise modulo X7, ..., X, 3),

V;TL—2<G7L—2) _ 6(—,B+an,2)t<Gn—2 o (1’ —t)) + e—ﬂt ;L—2.
En remplacant Z par Z + G"2X,,_,, on calcule G"3 de la méme ma-

niére, et en itérant, on obtient tous les G, donnés par les familles d’opé-
rateurs :

V/(G) = 77 (GT o (1, 1)) + ey,

A la fin, le champ T obtenu vérifie (5). Par construction, 7" est unique
pour cette propriété ; maintenant, on peut choisir les X; de telle sorte que
lon ait X; = AX], avec A une matrice de déterminant 1 et X une base
réelle de Hc. On a alors :

Q(Xl, ...,Xn,Q,KT) = 1
= Q(AX], ..., AX! _,.Y,T)
=Q(X1,.., X, L. Y. T)



13

et comme les champs X et Y sont réels ainsi que le volume €2, on obtient
en conjuguant :

QXL ., X!

n—=29 Y7 T) = 1
ce qui prouve que T vérifie (5). Par unicité, on a donc T'=T et T est un

champ réel. [l

Nous avons obtenu un champ solution de (5) quand g a la forme (1,1).
Nous devons maintenant vérifier que ce champ est aussi solution pour g
quelconque. Il y a deux cas a distinguer :

4.2. Proposition (n > 4). Le champ T trouvé plus haut vérifie (x,t).(T) =
Bt
e’

4.3. Proposition (n = 3). Awvec les notations propres & cette dimension,
le champ T wvérifie (a,0).(T) = b"YT + k(2aY + a*X)) ou k est une
constante.

La différence vient de ce qu’en dimension 3, il existe des modéles semi-
simples en plus du modéle résoluble présent en toute dimension.

Démonstration de 3.2. Comme pour la proposition précédente, on raisonne
par induction. En premier lieu, il existe une famille de fonctions continues
¢g4, indexées continument par G, qui vérifient :

(7) (2,8)(T) = ”'T + ¢,Y mod.(Ng).
On a donc :
(h)o(T) = ha(e® DT + ¢,Y) mod(Ng)
= I 4 (P9, + ¢y 0 hTHY mod(N)
d’ou :
(8) Phg = Dy, + (dgoh™).

De plus on a ¢4 = 0 par construction de T'. Nous voulons montrer que
¢, est nul pour tout g; d’aprés (8) il suffit de prouver la nullité sur N.

a) Sinous montrons que ¢, est nul pour tout élément du centre Z(N) de
N, la formule (8) nous permettra de passer au quotient, et de considérer la
famille ¢,7(n) indexée par N/Z(N); par le méme procédé, on peut alors
montrer la nullité sur Z(N/Z(N)) de chaque ¢, ; et ainsi de suite. Comme
N est nilpotent, on obtient au bout d’un nombre fini d’étapes la nullité
sur N. Nous pouvons donc nous borner au cas N abélien.

b) De méme, il existe dans N un sous-espace vectoriel (non trivial)
N sur lequel Paction de G par conjugaison interne est diagonalisable 4.

“Nous entendons : diagonalisable par blocs de rang 1 ou 2, les blocs de rang 2 étant sans
valeur propre réelle.
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(En effet, puisque N est ici supposé abélien, cette action n’est pas autre
chose qu’une représentation du groupe de Lie résoluble G dans GL(N)).
Si nous montrons que ¢, est nul pour tout x de Ny, nous pourrons passer
au quotient et considérer la famille ¢,y, indexée par N/Nj. Si N; # N,
on peut ensuite itérer ce procédé et on obtient ainsi la nullité sur tout
N. Nous nous sommes donc ramenés au cas ou 'action de G sur N par
conjugaison est diagonalisable.

Soit alors (vy, ..., v,_2) une base de l'espace vectoriel N ou l'action a la
forme diagonale suivante :

(g.a) — AW

avec A une matrice diagonale par blocs de rang 2, dont les blocs sont les

suivants :
ok cosb, sinby
—sinb, cosby

oll ai et by sont respectivement les parties réelle et imaginaire de «y.
Munissons N de la métrique euclidienne pour laquelle les v; forment une
base orthonormale ; alors pour tout x € N et tout g = (1,1) € G :

|A" ]| < el

ou o = sup(a;). De ceci, on tire que (1,t)B(0, R)(1,—t) est inclus dans
B(1,e*R). D’autre part, selon (8), on a en norme L :

||¢g~:r.g*1H = e_ﬁt||¢g.r”

= e " gull.

Soit 7 : R* — R* la fonction qui & R associe supj,<g |/¢.[|. C’est
clairement une fonction croissante et continue qui mesure la croissance de
||p2|| en fonction de ||z||.

Des deux formules précédentes, on déduit :

7(e*R) > e P'1(R).
Comme —f > a, si 7 (donc ¢) n’est pas constamment nulle, la croissance
de 7 est strictement sur-linéaire. Or, cette croissance est au plus linéaire :
en effet, d’aprés (8) on a

Cbx-i-y = ¢x + ¢y o x_l

et donc 7(R+ R') < 7(R) + 7(R').
Ceci prouve que la fonction ¢ est identiquement nulle.

Par le méme procédé, nous montrons maintenant que "2 est nulle. En
effet, on a

9:(T) = T + 472X, mod (X1, ..., Xp-3)
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Comme plus haut, on montre que
w2;2 _ eﬁt(g)w;}fZ + ean_gt(h) (w;th o hfl)'

Soit ¢ : R* — RT la fonction qui & R associe supy,<g [[v5 %[ La
encore, la croissance de o est sous-linéaire, et

1y Il = e vy 22l

!
= |7
ou ' = —B+a;, et ' > a. Par conséquent, la croissance de o est a la fois
sur-linéaire et sous-linéaire ; done || 2| = 0.
Clairement, on peut itérer ce procédé, qui prouve que "3 = ... = ¢, =

0. Nous avons donc trouvé un champ de vecteurs 7" de classe C? tel que

gT =9 7 et Q(Xy,... X0 0,Y,Z)=1.

Démonstration de 3.3.

Nous raisonnons comme pour la proposition précédente, en employant
les notations propres a la dimension 3. Il existe une famille de fonctions
@g4 telles que

®op =0
Ggn = b (h) g+ Pnog™!
Nous écrivons la derniére de ces équations sous trois formes différentes :
(a) Cb(a b = ¢(a Dop = b b
(b) ¢ D0.5)(b-1a1) = Pp-1a,1) © (0,07")
() 925 (ety.1) = Paa) + Py © (—2,1)
Combinant (a) et (b), on tire :
Prar) = adn o (0,a7") (a > 0)
ce qui implique en norme L :
[0l = lal-lléanll-
Désormais, nous noterons k = ¢ ,1). De (c) il vient, pour z,y > 0 :
[6@+y )l = [|6@1) + ¢ o (=2, 1)
= |z +yl.I[k]
= ([z] + [yDIIK]
= 0@yl + ¢y o (=2, 1

Pour la norme Ls, ’espace des fonctions continues sur M est préhilbertien :
dans un tel espace, 1’égalité

lur + ... + un]| = |Jur]] + ... + [Jun]|
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implique que les u; sont colinéaires. Donc, selon la formule précédente, les
fonctions ¢(,1) et 1) © (x,1) sont colinéaires. Ceci étant valable pour
tous z,y on en déduit que ¢(,,1) = x.k, d’ou l'on tire :

a
¢(a,b) = gk
et comme selon (a)
a(gh)
o bar)

T bg)a(h)
o
a(9)

ath), 4

=b (h)b( )k b(h)k:og

on en déduit que k est invariante par 'action de GA. Ceci veut dire que
k est une fonction continue basique; or F est a feuilles denses selon la
proposition I1.1.5. de [Ghl|. Aussi, k est constante.

A présent, il existe une famille v, de fonctions telles que :

a(g)
b(g)

On a 94,1y = 0 par construction. On calcule facilement que

a(g)a(h)
b(g)

9(Z) =b" ()Z—l—k Y +4,X

Yon = b7 (W)tbg +b(g)no g™ +k
que nous écrivons dans trois cas particuliers :
(@) Y(ap) = Va0 =0 @)
(D) Yiap) = Yp)b-ra1) = p-1a1)0 (0,077)
(©) Yaty1) = V) + Yy o (=2, 1) + kay
(a) et (b) donnent :
(o) = *Py 0 (0,a7)
Nous notons [ = vy 1). De (c) il vient, pour zy > 0 :
(@ + 92 = [Pyl
= V@) + Y o (=2, 1) + kay|
< Y@ ll + 1. o (=2, DI + [[kzy|

1
= (z+y)’ L] + GIEl = 2Dy
Par conséquent, |k| > 2||{||. Mais si on remplace y par —x dans (c), on a :

0= [l
= W) + Yan) o (—z,1) — kay||
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Donc, 1) + Y(—z1) © (—2,1) = kay, ce qui donne en norme :

[¥(@,1) + Y(—a1) © (=2, 1)|| = |kl|2?
< Y@l + 1Yl
= 2||l||=?

par conséquent, |k| < 2[|/||. Il y a donc égalité, et (c) implique :
V@) + Yy o (=2, 1) + kayll = [Pl + [P | + [kzyl

ce qui prouve que ces fonctions sont colinéaires. Comme 'une d’elles est
constante, elles sont toutes constantes, et (a) permet de calculer simple-

ment que
2

a
7vb(a,b) - 2_b k.

La proposition est démontrée. O

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat principal de cet article :

Théoréme Principal Soient G un groupe de Lie de dimension n — 1,
O une action localement libre de classe C™ (r > 2) de G sur une variété
compacte M de dimension n. Si ® préserve un volume continu sur M et
s’il existe dans l'algébre de Lie de G un champ Y tel que ad(Y') ait les
valeurs propres 0, ayq, ..., o avec Re(ay) < 0 alors @ est C"-conjuguée a
une action homogéne.

Démonstration. 1l faut s’assurer que le flot de Z est de classe C”. Ici encore,
il y a deux cas a distinguer.

Le cas le plus difficile est n = 3. Nous renvoyons le lecteur a l'article
|Gh1|, mais nous allons briévement décrire sa méthode : elle consiste &
construire la variété stable d’un point m fixe par une homothétie h de G.
11 s’agit d’une sous-variété de classe C” (ici de dimension 1) qui passe par
m et contient tous les points z, assez voisins de m, tels que h¥.x tend vers
x pour k — oo. Le champ Z est tangent a cette variété en chacun de ses
points. En utilisant la théorie hyperbolique a la Hirsch-Pugh-Shub ([HPS])
on peut vérifier que le champ Z est analytique dans une carte locale qui
est de classe C". (L article original considére en fait une carte C"!, mais
on peut la prendre C” en vertu de [GT]).

Dans le cas n > 4, la méme méthode permet d’obtenir directement que le
champ Z est C! : en effet, 'application de premier retour au point m dilate
la direction Z plus fortement qu’elle ne contracte la distribution stable.
Par conséquent, elle contracte non seulement la norme C° mais aussi la
norme C! quand on applique la méthode du point fixe. Plus précisément, si
on considére I'ensemble des germes de feuilletages C! définis au voisinage
de m, la distance C! en fait un espace métrique complet, et I'application
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de premier retour vérifie sur cet espace les hypothéses du théoréme du
point fixe; une démonstration rigoureuse se trouve dans [HPS|.

Puisque Z est C*, il existe donc les crochets [Z,Y] et [Z, X;]. Ceux-ci
peuvent étre calculés simplement comme les dérivées de Lie de Z le long
des flots associés & Y et X;. Puisque g,(Z) = %9 Z, on voit que

(Z,Y] = B.Z et [Z,N] = 0.

Ceci nous donne déja une conjugaison C' de ¢ a une action homogéne,
car les crochets ci-dessus définissent ’algébre d’un groupe de Lie. Main-
tenant, on peut comme expliqué plus haut trouver un point m fixé par
une homothétie non triviale (0,¢) (avec t > 0 pour fixer les idées). Si nous
paramétrons la variété stable du point fixe m pour cette homothétie par
son abscisse curviligne et ’orbite de m par le paramétre local en 1 € G,
nous obtenons un systéme C” de coordonnées locales (g, z) en m, avec
g € G et z € R, l'action de G se faisant par la formule h.(g, m) = (hg, m).
De la théorie des équations différentielles ordinaires, décrite par exemple
dans [AI], et de Pexpression trouvée pour les crochets [X;, Z] et [V, Z] il
vient que

7 = eﬁyk(z)g
z

ol k est une fonction C°, ne s’annulant pas.

Considérons le morphisme v : H/I' — M ou I' est le stabilisateur de
m dans H et ¢(2T') = wm. 1l s’agit d’un diffécomorphisme de classe C*
qui préserve le feuilletage de M par les G-orbites. Ce feuilletage est sans
feuille compacte, de classe C" et a holonomie non triviale : par conséquent,
le théoréme A de |[GT] entraine que v est transversalement C”. Dans la
carte locale considérée ici, on a :

©) 0(9.2) = (9.2 + ™ | k(r)dr),

et vue la forme particuliére (9) de v, ce morphisme est en fait de
classe C". 0

Remarque. Nous avons signalé que si G est un groupe de Lie dont
I’algébre de Lie respecte la formule suivante :

(10) [X“ Y] = X;1=1,....,n—2, Re(oz,-) < 0.

tout feuilletage de codimension 1 obtenu par une action de G qui préserve
le volume satisfait nos hypothéses. Mais selon le théoréme et la classifica-
tion du paragraphe 1, ceci implique que G est le produit semi-direct de
R"2 par R, avec la loi

(z1,t1). (T, t2) = (w1 + Almg, 1y + t2)
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la matrice A étant diagonale avec pour valeurs propres les conjugués d’un
nombre de Pisot. Par conséquent, si GG est un choix “générique” dans la
famille des groupes définis par (10), il n’existe aucun feuilletage de co-
dimension 1 sur une variété fermée M, induit par une action localement
libre de G qui préserve le volume. A notre connaissance, ceci constitue le

premier exemple d’une famille de groupes ne possédant aucun feuilletage
suffisamment régulier de codimension 1.
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Deuxiéme partie

Scindement de F-fibrés hermitiens

Résumé Soient M une variété ¢ connexe, munie d’un flot
F et E un F-fibré hermitien au-dessus de M. On donne une
version basique du théoréme de Leray-Hirsch pour le fibré P(FE),
projectifié de E. Ensuite on établit un “principe de scindement”
feuilleté, i.e on montre qu’il existe une variété B munie d’un flot
)V et une application feuilletée ¢ : B — M telles que le fibré
vectoriel image réciproque 0 'E se décompose en somme directe
de V-fibrés hermitiens S; de rang 1 et ’application ¢*, induite en
cohomologie basique, est injective.
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5. INTRODUCTION

Soit F un feuilletage sur une variété connexe M de classe C*°. On
note A(M) l'algébre des fonctions sur M, TF le fibré tangent a F et
vF = TM/TF son fibré normal ; X (M) sera le A(M)-module des champs
de vecteurs sur M et I'(F) le sous-module des champs tangents a F.

Une forme différentielle w sur M est dite basique si elle vérifie i1 xw = 0 et
ixdw = 0 pour tout champ de vecteurs X tangent a F. Les formes basiques
constituent un sous-complexe différentiel (Q}(M),d) du complexe de de
Rham. Son homologie H; (M) est appelée la cohomologie basique de F.

Soit E —» M un fibré vectoriel complexe de rang n. Une connerion sur
E est une application V : X(M) x C®(E) — C*°(E) A(M)-linéaire par
rapport au premier facteur qui & (X, s) associe V(X s) = Vx(s) telle que
(1) Vx(s+t) = Vx(s)+Vx(1), (2) Vx(fs) = X(f)s+ fVx(s) pour tout
X € X(M), toutes sections s, t € C®(F) et toute fonction f € A(M).
Pour tous X,Y € X(M) on note R(X,Y) 'endomorphisme de C*(E),
R(X,)Y) =VxVy — VyVx — Vixy] qu’on appelle la courbure de V sur
E. On dit que E est feuilleté s’il admet une connexion V pour laquelle
R(X,Y) est nulle pour tous X,Y € I'(F). Pour plus de détails sur les
fibrés feuilletés voir [KT]. Si R vérifie ixR = 0 pour tout X € I'(F) on
dira que la connexion V est basique et que E est un F-fibré. Le fibré E est
appelé F-fibré hermitien s’il est muni d’une connexion basique et d’une
métrique hermitienne plate le long des feuilles pour cette connexion.

La premiére partie de ce travail est consacrée a lI'étude générale des
F-fibrés hermitiens. Dans la deuxiéme partie, nous étudions les fibrés pro-
jectifiés qui leur sont associés et nous démontrons le résultat suivant.

Théoréme. Soient M une variété C connexe, munie d'un flot F et
E: E — M un F-fibré hermitien. Alors la cohomologie basique de P(E),
fibré projectific de E, est le produit tensoriel de la cohomologie basique
de la base par la cohomologie de P(C™). Dans la derniére partie, nous

définissons les classes de Chern basiques, pour les F-fibrés hermitiens et
nous montrons qu’elles mesurent ’'obstruction a l’existence de sections
basiques linéairement indépendantes lorsque JF est un flot. Ensuite nous
établissons un principe de scindement feuilleté pour ces mémes fibrés ; plus
précisément on a le

Théoréme principal. Soient M une variété C'° connexe, munie d’un
flot F et £ E — M un F-fibré hermitien. Alors il existe une variété B
munie d’un flot V et une application feuilletée o : B — M telles que
(1) le fibré vectoriel image réciproque de E au-dessus de B se décompose
en une somme directe de V-fibrés hermitiens en droites,
(2) Uapplication o* : Hf (M) — H;(B), induite en cohomologie ba-
sique, est injective.
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On appelle classe caractéristique basique d’un F-fibré E — M toute
application qui & E associe une classe de cohomologie basique C(FE) telle
que

i) si (N,V) est une autre variété feuilletée et f : N — M est une
application préservant les feuilletages alors C(f'E) = f*C(FE);

ii) si B/ — M est un autre F-fibré alors C(E & E') = C(E)C(E").

L’intérét du théoréme principal réside alors dans le fait suivant : pour
montrer que deux classes caractéristiques basiques sont égales, il suffit de
montrer qu’elles coincident sur les F-fibrés hermitiens de rang 1.

6. F-FIBRES HERMITIENS

Soient M une variété C™ connexe, munie d’un feuilletage F et P —— M
un fibré principal de groupe structural K C GL(n,C). Le groupe K agit
a droite sur P et sur son algébre de Lie K par la représentation adjointe.
On note V, I'espace tangent en z a la fibre de P.

6.1. Définition. Une connexion sur P —— M est un sous-fibré vectoriel
H de TP tel que

i) pour tout z€ P T.P=V,+ H,,

i) pour tout k € K et tout z € P H., = (Rg)«H, ot Ry est laction
a droite de k sur P.

La restriction de ¢, (la dérivée de () a H, est un isomorphisme sur
TL(Z)M. Soit 7 = L*_l(Tf)

6.2. Définition. On dira que P est feuilleté si 7 est intégrable.

Dans ce cas 7 définit un feuilletage F sur P de méme dimension que F
et invariant par ’action a droite de K sur P. Par exemple si dimF = 1
tout fibré principal au-dessus de M est feuilleté.

On sait que H est le noyau d’une 1-forme w sur P et a valeurs dans .
Cette forme est appelée forme de connexion du fibré principal. Elle vérifie
les propriétés suivantes

1) i(Z)w = Z pour Z € K,

2) (Rp)ww = (Ad(k™1))w.

Cette derniére propriété signifie que w est équivariante relativement a
I’action de K sur P.

6.3. Définition. On dira que la connexion H est basique si la 1-forme
w est basique (pour le feuilletage F). Un fibré principal feuilleté P est un
F-fibré s’il est muni d’'une connexion basique.

Soit £ — M un fibré vectoriel complexe de rang n défini par un
cocycle {Uy, gag, K} ot {U,} est un recouvrement de M et les g,p sont
les fonctions de transition U, N Uz — K C GL(n,C). On dira que E est
feuilleté si le fibré principal associé K — P —— M l’est . Dans ce cas
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E peut étre défini & I'aide d’un cocycle dont les fonctions de transition
sont constantes sur les plaques de F. On dira que E est un F-fibré si P
est un F-fibré. Le fibré E s’obtient en prenant le quotient de P x C" par
I’action diagonale de K. Le feuilletage F induit alors un feuilletage Fg
sur E. Un F-morphisme ¢ : (E,w) — (F',w’) entre deux F-fibrés est un
morphisme de fibrés qui envoie les feuilles de Fg sur celles de Fg et la
connexion de E’ sur celle de F.

Soit & — M un F-fibré. Le fibré dual E* et toutes les puissances
extérieures A*E, A*E* sont des F-fibrés; en particulier le fibré

H?E = {2 — formes hermitiennes sur £}

est un F-fibré.

On note C*°(E) l'espace des sections globales de E. On dira qu’une
section a« € C*°(E) est basique si V xa = 0 pour tout X € ['(F). L’espace
C*®(E/F) des sections basiques de F est un module sur 1'algébre A,(M)
des fonctions basiques.

Notons V? : X(M) x C*(H?E) — C°°(H?E) la dérivée covariante
induite par V sur le F-fibré H2E.

6.4. Définition. On dira que le F-fibré E est un F-fibré hermitien si
H2E admet une section basique <,> définie positive. Une telle section
sera appelée métrique basique.

Ceci est équivalent a dire que E est un F-fibré défini par un cocycle
feuilleté {U,, gop, K} o K C SU(n).

6.5. Exemple. Supposons F défini par un cocycle {U;, fi, vij} ot {Ui},;
est un recouvrement ouvert de M, f; : U; — T une submersion au-dessus
d’une variété transverse 1" et v,;; des diffeomorphismes locaux de 7' tels
que si U; N U; # 0, le diagramme

vinu; T
| T i
Unu, o1

commute. On dira que F est riemannien si T' est une variété riemannienne
et les ;; sont des isométries locales. Dans ce cas la métrique sur 7' per-
met de définir une métrique gr sur vF invariante le long des feuilles; on
I’appelle métrique transverse ou basique. Soit un champ de vecteurs X sur
M ; la dérivée de Lie Lxgr est définie par

Lxgr = X-gT(K Z) - gT([X7 Y]? Z) - gT(Y7 [X7 Z])
pour tous Y, Z € X(M). On a Lxgr = 0 pour tout X € I'(F) [Mo].
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Si F est riemannien le complexifié vF ® C de son fibré normal ainsi que
toutes ses puissances extérieures A*vF QC et A**F ® C sont des F-fibrés
hermitiens.

6.6. Proposition. Soit £ : E — M un fibré vectoriel complexe de rang
n et notons M, = P(E) = M son projectifié. Alors

i) si E est feuilleté, P(FE) lest aussi et dans ce cas

i) 7 'E est un fibré feuilleté au-dessus de M.

Démonstration. i) Le fibré E est défini par un cocycle {U,, gas}. Ce co-
cycle induit celui de P(E) : {Us, g5} avec

Gop : Us N Uz — PGL(n,C) = GL(n,C)/(Md)sec

tel que g,5(x) = A, ot A, est un difféeomorphisme de P(C™) qui provient
d’un difféeomorphisme linéaire A, de C". Il est alors clair que g,5 est
constant sur les plaques du feuilletage de M i.e P(E) est un fibré feuilleté.
Soit F; le feuilletage ainsi défini sur M.

i) Le fibré 7, ' E est défini par le cocycle {m; 'Uy, 7} g} 0il les fonctions
de transition sont 75 ¢as(z) = gas(mi(z)) pour tout x € M;. Le diagramme
commutatif suivant

m'E — E
! O |m
M, I M

montre immeédiatement que le cocycle 77 g, est constant sur les plaques

du feuilletage de M, c’est-a-dire 7] 'E est un fibré feuilleté au-dessus de
M. O

Un cas particulier de fibrés feuilletés est constitué par les fibrés plats. En
effet ces fibrés peuvent étre définis a ’aide d’un cocycle dont les fonctions
de transition sont constantes. On a alors un feuilletage sur E de méme
dimension que la base M. A un fibré plat de fibre, un espace vectoriel V'
(resp. une variété compacte V'), est associée une représentation du groupe
fondamental (M) dans le groupe des automorphismes linéaires de V'
(resp. le groupe des difféeomorphismes de V).

6.7. Lemme. Soit £ : E — M un fibré vectoriel compleze plat de rang
n. Alors il existe une action linéaire de C* sur E qui préserve le feuilletage

FE.

Démonstration. Soit M —2~ M le revétement universel de M. Le fibré
image réciproque de E au-dessus de M est trivial : p~'E = M x C". On
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a une action de C* sur p~'F

C*x(ﬂx@") — MxCr
(A, (z,0)) — (7, \v)

Les feuilles sur M x C" étant les facteurs M x {v}, cette action préserve
le feuilletage. D’autre part E est défini par une représentation de (M)
dans GL(n,C). L’action de C* commute aux éléments du groupe linéaire ;
elle commute donc avec cette représentation et passe au quotient en une
action sur £ = M x C"/m (M) préservant le feuilletage Fp.

L

6.8. Remarque. Sur le fibré E privé de la section nulle, I'action de C*
est libre.

Rappelons que le sous-fibré tautologique au-dessus de P(FE) est le sous-
fibré de 77 'E dont la fibre en un point I, est Iensemble des vecteurs de
l,, ou [, est vue comme une droite de E.

6.9. Proposition. Soit £ : E — M un fibré feuilleté. Alors le sous-fibré
tautologique au-dessus de P(FE) est feuilleté.

Démonstration. Notons Ey le fibré E privé de la section nulle. On a le
diagramme commutatif suivant

Eolu, £ Uy % {C"—{0}}
pl Ly
P(E)|y, ¢—> U, x P(C")

ol ¢, et P, sont les trivialisations locales induites par celles de E respec-
tivement sur Ey et P(E) et p/(x,v) = (x, [v]) ou [v] est la classe de v dans
P(C™). Ceci définit la projection p. Le feuilletage de F induit un feuille-
tage sur Ey qui se projette par p sur Fp(gy. D’apres le lemme 1.7, sur la
restriction de Ej a chaque feuille de Fpg), on a une action libre de C* qui
préserve le feuilletage. Cette action s’étend en une action différentiable de
C* sur By, et commute au cocycle du fibré E. Par conséquent elle définit
une action libre de C* sur Ej qui préserve le feuilletage Fp,. Autrement
dit C* — Ey %5 P(E) est un fibré principal feuilleté. Le fibré vectoriel
associé S est un sous-fibré vectoriel de 7, ' E. Il est obtenu & partir de Ej
en prenant le quotient de Ey x C par ’action libre de C*

A (z,0) = (2, A7 1).

Soit z € FEjy tel que p(z) = I,; la fibre de S en [, est I'ensemble des

vecteurs de la droite /. Donc S est le sous-fibré tautologique au-dessus de
P(E). ]
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Maintenant placons nous dans le cas o F est muni d’'une connexion
basique. Soit (U,) un recouvrement de M tel que pour tout « il existe
une base de sections définies sur U, : (e}, ... ,e"). La section Vxe!, s’écrit
alors

Ve, = Z @%(X)eé
j=1

pour tout i € {1,... ,n} ot les O©F; sont des 1-formes différentielles locales.
Si pour tout 7 € {1,... ,n}, €, est basique alors Of(X) = 0 pour tout
X e I(F).

6.10. Remarque. Dans le cas d'un F-fibré la matrice locale (05})1<;j<n
de connexion a pour coefficients des 1-formes basiques.

La matrice de courbure s’écrit (cf. [We|)

(Rj) = d(©F) + (85) A (©)

c’est-a-dire

Ry = dOg + > 05 A Oy
k=1

pour tous 4,7 € {1,2,...,n}. Elle a donc pour coefficients des 2-formes
basiques.

6.11. Proposition. Le fibré £ : E —— M est un F-fibré si et seulement
si c’est un fibré feuilleté et sa matrice de courbure (Rg;) sur chaque U, est
constituée de formes basiques.

,el) une
base de sections basiques définies sur U, et (eé, ... ,ep) une base de sec-
tions basiques définies sur Ug. Sur l'intersection de ces ouverts, la matrice

de changement de base de (ep, ... ,e}) sur (e; el) n’est autre que le

a9 G

Démonstration. Montrons que FE est un F-fibré. Soient (el,... e”

cocycle gop et (Rf;) = gag(Rg)g;BI (cf. [We]). Comme g,s est constant
sur les plaques de F, on en déduit que la matrice de courbure formée de
2-formes basiques définit une courbure basique globale. La réciproque est
immeédiate. O

6.12. Proposition. Soit £ : E — M un F-fibré hermitien. Alors n{'E
est un Fi- fibré hermitien.
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Démonstration. Reprenons le diagramme commutatif

mn'E — FE

Lo

My M
et soient (eq, ... ,e,) une base de sections basiques de F définies sur U et
(¢'1,...,€) la base de sections basiques de 7, ' E définies par e} = e; o m

sur 7r; ' (U). La matrice de connexion (©';;) de ;' E vérifie

(11) ©'i; = 110y

Notons (R;;) la matrice de courbure associée a la matrice de connexion
(@/ij)- On a

(R'ij) = d(®ij) + (0i5) A ().
Mais d’aprés (1) on obtient
() = d(770i5) + (11045) A (71655)
= (dm10;;) + (110;5) A (1704)
= 717d(©;) + 7 (0) A 7 (Oy)
= 7 (Rij).
De plus on a
dni0;;(X,Y) = 11dO,;;(X,Y)
— 40y (dm(X), dm (V).

Si X est tangent au feuilletage F; de M; alors dm(X) est tangent au
feuilletage de M. Par conséquent 7dO,;;(X,Y) = 0 pour tout X tangent
a Fy et tout Y € X(M;) car ©;; est une l-forme basique. De méme
T (O A Ok;)(X,Y) = 0. On en déduit que la matrice de courbure de
77 E est constituée de 2-formes basiques. La proposition 1.11 et le fait
que les cocycles de 7, 'E et de E sont & valeurs dans le méme groupe
SU(n) permettent alors de conclure.

]

Soient £ : E — M un F-fibré hermitien, S un sous-fibré de E et S+
son orthogonal. Le fait que S soit feuilleté n’implique pas que S+ le soit
aussi. Par exemple, considérons la sphére S? plongée dans R® munie du
feuilletage dont elle-méme est la seule feuille. La restriction & S? du fibré
tangent & R3 est un fibré trivial £ de rang 3. Comme S? est orientable,
son fibré normal S est un sous-fibré trivial de E. Cependant 'orthogonal,
le fibré tangent a S?, n’est pas plat. On complexifie ces fibrés et on obtient
I’exemple voulu. Toutefois on a la
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6.13. Proposition. Supposons S et son orthogonal S+ feuilletés. Alors
S et St sont des F-fibrés hermitiens.
Démonstration. Soit(U,, ¢,) une trivialisation de E. On a

7 UaNUz) 25 U,NUz x CP

|| l Gop

N U, NUz) 2% U, NUz x C"
et gop : Uo NUg — SU(n) car E est un F-fibré hermitien. Comme S et
S+ sont feuilletés, il existe une application continue A, : U, — SU(n)

S
0

feuilletée et telle que gog = Ao <ggﬁ SL) Agl sur U, N Us ou ggﬁ et gfg

9ap
sont les cocycles de S et S*. Ce changement de repére )\, nous donne

S
R,=\," (}za R(;L) Aa-

Comme la matrice R, est constituée de 2-formes basiques, il en sera de
méme pour les matrices de courbure RS et RS™ de S et de SL. Le fait que
les fonctions de transition de S et S+ soient feuilletées et la proposition
1.11 permettent de dire que S et S* sont des F-fibrés. On a alors un
F-isomorphisme entre E et S @ S*. En plus la métrique basique sur E
induit une métrique basique sur chacun des sous-fibrés. Ceci termine la
démonstration de la proposition. O

7. FIBRE PROJECTIFIE D'UN F-FIBRE HERMITIEN

Soient M une variété C connexe munie d'un flot Fet £ : B — M
un F-fibré hermitien de rang n.

Dans toute la suite le fibré projectifié sera noté P(C") — P % M.
Soit SU(n) — P — M le fibré principal associé & E. On a une action de
SU(n) sur P x P(C") et comme dans [GHV] le fibré projectifié est obtenu
en prenant le quotient de P x P(C") par cette action. Le feuilletage Fp
sur P est obtenu de la fagon suivante. Sur chaque facteur P x {e} on met
le feuilletage F. On obtient de cette facon un feuilletage SU(n)-invariant
sur P x P(C™) qui passe au quotient.

7.1. Remarques et définitions. i) Comme E est un F-fibré hermitien,
le fibré principal associé P a une 1-forme de connexion basique SU(n)-
invariante ; elle définit donc une connexion basique sur P dont on notera
‘H C TP le fibré horizontal associé. Convenons de dire qu'un vecteur
tangent de P est horizontal s'il est tangent La la connexion H ; vertical il
est tangent aux fibres de P — M. Soient p et ¢ deux entiers naturels. On

dira que o € Q¥TI(P) est de type (p,q) si a(Zy, ..., Zy14) = 0 sauf si les



29

champs de vecteurs Z; sont p vecteurs horizontaux et ¢ vecteurs verticaux.
On note Q"?(P) Pensemble des formes basiques de type (p, q).

ii) Rappelons que le fibré m : P — M est feuilleté et est défini par
un cocycle {U;, v;; } dont les fonctions de transition +;; sont constantes sur
les plaques et a valeurs dans PSU(n). Chaque application +;; induit un
automorphisme ~;; de espace de Fréchet Q7(P(C")) des g-formes différen-
tielles sur P(C™). On peut donc associer & P — M un fibré localement
trivial feuilleté A9 au-dessus de M de fibre Q¢(P(C")).

iii) On note QP(M, A9) Pensemble des p-formes sur M & valeurs dans
A?; un élément « € QP (M, A?) est une collection d’éléments «; ® ; dans
QP(U;) @ QI(P(C™)) vérifiant pour tout z € U; NU; # ()

ai(r) ® i = a;(x) ® (vi;(2)(5;))-
On dira qu'un élément o = {a; ® 5;} de QP(M, A7) est basique si «; est
basique pour tout 7. L’ensemble de ces éléments sera noté f (M, A7).
iv) On a une application J de QY(P) dans QF (M, .A?) qui a « associe
J(a) telle que I'évaluation

J(O‘)x(Xl(x)v S ’Xp(x))z((yl(z)’ cee ’Y;](Z))

soit égale a
. (X1(2), ..., X,(2),Ya(2), ..., Yy(2))

ou m(z) = z et X;(2) est le champ relevé du champ X;(z) de M a P
a l'aide de la connexion H. On voit facilement que cette application est
injective. Elle est aussi surjective. En effet soient o/ € QF (M, A7), © € M
et z € P tel que m(z) = z; on pose

a.(Ti(2),..., Ty(2), Y1(2),... ,Y,(2))
égal a
ol (Fu(a)s .. To(@)). (i), Yi(2)

ott pour tout k = 1,...p, Tx(z) = d.m(T}(z)). La forme « ainsi définie sur
P est de type (p,q) et basique. L’application J : QPY(P) — Q) (M, A7)
est donc un isomorphisme.

Le résultat suivant est un élément clé pour la démonstration du théo-
réme principal.

7.2. Théoréme. Soient M une variété C*° connexe, munie d’un flot et
E: E — M un F-fibré hermitien. Alors la cohomologie basique de
P = P(E) est le produit tensoriel de la cohomologie basique de M par
la cohomologie de la fibre : Hj(P) = H} (M) ® H*(P(C")).
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Démonstration. On a pour tout r € N

- @ o
ptgq=r
On pose

FPQU(P) = QUY0(P) + ...+ QpY(P).
On a de facon évidente
FPHIQPH(P) C FPQYT(P)
pour tous p,q € N.
On obtient ainsi une filtration décroissante de Q7 7(P) dont il est facile
de vérifier qu’elle est compatible avec la différentielle extérieure d. Elle

définit donc une suite spectrale (E,,d,).cn convergeant vers H;(P) et de
terme

BRt = FrOpi(P)/FP 05 (P) = 0 (P)
qui est encore isomorphe via J a Qf (M, A?). Nous allons expliciter les
termes EY? et EBY. Sur Q)4(P), la différentielle extérieure d se décompose
en trois parties do 1, dio et da 1. La premiére vérifie d3; = 0 et consiste a
dériver dans la direction verticale; elle est définie comme suit : soient
a € QPYP), Xi,...,X, des champs horizontaux et Yi,...,Y, 1 des
champs verticaux ; alors on a

d01a<X17'-‘ 7Xp7}/17”' >Yq+1) =

q+1 ' R
S (DY alXy, o X Ve, YY)
=1
) (-D)Ma(Xy, L X, [V Y Y Y YY)

1<J
La deuxiéme d;o consiste & dériver dans la direction horizontale et la troi-
siéme est un opérateur différentiel de type (2, —1).

Sur
QF (M, A*) —@(@ QPMAq>

r>0 \p+g=r
on met la différentielle § = J od o J~! qui se décompose en trois parties
do1, 010 €t 02,1 ; la premiére est de carré nul et vérifie

J(d()l (Oé)) = (501:](04).
C’est I'opérateur

501 : Qi)(M, Aq) E— Qg(M, Aq—H)
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qui & a = {a; ® §;} associe dp1v = {a; ® df;}. Soit HI(P(C™)) le préfais-
ceau localement constant sur M de fibre 1’espace vectoriel de cohomologie
H4(P(C™)). On peut le voir aussi comme fibré vectoriel plat au-dessus de
M. On a alors

EP = (M, HI(P(C™)).
Le groupe fondamental de M, agissant par isométries sur P(C"™), agit tri-
vialement sur H7(P(C")) (la cohomologie de P(C™) étant engendrée par la
forme de Kéhler associée a la métrique de Fubini-Study qui est invariante
par tout sous-groupe d’isométries de P(C")). Comme en plus H?(P(C"))
est de dimension finie on a

E3" = Hy(M) @ HY(P(C")).

Il reste & montrer que la suite spectrale (E,,d,) stationne au terme FE.
Soit 7 > 1. Un élément « de E2? est un cobord pour d, si et seulement
si il existe 8 dans E 7971 tel que d,.3 = a. L’espace vectoriel E "4t~1
étant réduit & {0}, on a E%, = Kerd,. On obtient alors une suite d’ho-
momorphismes injectifs :

qu _ qu qu
ES = E, 5 — B

e 0, , . 2,1
Légalite F% = EY% se démontre de la facon suivante : 97 = 0 donc
0 q+2 q+2

— Eg’q L Eg’q

0, 0, . :
dgyo = 05 d'ott E)Yy = E ;3 et ainsi de suite. De plus comme

Ey" = Hy(M) ® H'(P(C"))
et HY(M) = H°(M) =R on a By = HI(P(C")). D’autre part il est clair
que 'application canonique

q 0,9
est surjective.
En résumé on a une suite d’homomorphismes

H{(P) — E% = B, By .. B3 = HI(P(C")).

D’aprés [MaCl], la composée de ces homomorphismes est ¢* (I"homomor-
phisme transposé de ¢ : P(C") — P). Montrons que i* est surjectif.
Comme dimF = 1, en vertu de la proposition 1.13, le sous-fibré tautolo-

gique S au-dessus de P est un Fp-fibré hermitien. Sa matrice de courbure
sur U, se réduit a une 2-forme basique w® car S est un fibré en droites.
De ce fait, w® est égale au polynéme symétrique de degré 1 de la “ma-
trice" (w®) = R et sur U, N Uz on a w® = w’. On construit de cette
facon une 2-forme basique fermée w ([BC]) et on obtient une classe de
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cohomologie globale [3=w] = ¢1(S) qui habite dans HZ(P). De plus, la
restriction de S au-dessus de P = P(FE) a une fibre P(E,) = P(C") est le
sous-fibré tautologique S de P(E,)i.e. S = {(l,2) € P(C")xC" : z € }.
Notons f : P — P(E,) l'application “restriction"; on a un diagramme
commutatif (cf. [BT| et [We]) :

S=f15 — S
! O !
P(E)=P — P(E,)

D'ott f*ci(S) = c1(9). En effet, on définit la matrice de connexion de S,
qui est une 1-forme, de maniére a ce que R/ = f *R ot R’ est la matrice de
courbure de S réduite & une 2-forme. Prenons x = —c;(9); la restriction
de z & P(E,) définit ¢;(S). On en déduit que 1,z,2% ... 2" sont des
classes de cohomologie basique de P dont les restrictions & chaque fibre
P(C"™) engendrent sa cohomologie d’ou la surjectivité de i*.

Ceci entraine que les injections précédentes sont des isomorphismes. Par
conséquent on a

BY = B = HY(P(C")

d’ou la nullité des différentielles d, (r > 2). D’autre part, comme d; :
EPY — EPTYO = QPFY(M), on a EY° = HP(M). Comme Pespace vec-
toriel EFT*97*" est nul, on a dy = 0 sur EZ°. Un raisonnement par
récurrence montre que les différentielles d, (r > 2) sont nulles sur E2°
Comme d, est une antidérivation et est nulle sur E° ainsi que sur Ey?,
elle sera nulle sur

By = Hy(M) @ H'(P(C")).
On obtient alors EY? = EN? En appliquant le méme argument pour ds
et en continuant de la méme facon pour les différentielles suivantes, on
montre que E?? = EF c’est-a-dire que la suite F, stationne au terme Es.
Par conséquent on a

Hy(P) = Hy (M) @ H*(P(C")).

Ceci termine la démonstration. O

8. CLASSES DE CHERN BASIQUES ET SCINDEMENT FEUILLETE

8.1. Remarque. Comme & : E —— M est un F-fibré, le polynome sy-
métrique de degré k (homogene) de la matrice de courbure multiplié par
5= définit une classe de cohomologie basique globale ¢ (E) € H*(M).

Notons ¢(E) = Y _, cx(E) € HZ*(M). Les propositions suivantes montrent
que les classes de cohomologie basique ¢1(E)...c,(F) vérifient les mémes
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propriétés que celles des classes de Chern classiques. On les appelle les
classes de Chern basiques du F-fibré hermitien F.

8.2. Proposition. Soient N une variété différentiable, £ : E — (M, F)
et &' E' — (M, F) deux F-fibrés hermitiens. On a les propriétés sui-
vantes

i) soit f: N — M une application différentiable transverse au feuille-
tage induisant un fewilletage F, sur N. Alors f~'E est un JF,-fibré her-
mitien et c(f'E) = f*c(E) € H¥*(N);

i) o(E @ E') =c(E)(F);

iti) ¢(E) ne dépend que de la classe d’isomorphie du F-fibré hermitien ;

) le fibré dual E* de E est un F-fibré hermitien et ses classes de Chern
basiques vérifient c¢;(E*) = (—1)7¢;(E).

Démonstration. i) Les démonstrations des propositions 1.6 et 1.12 res-

tent valables si on remplace P(E) — M par N s M avee f transverse
au feuilletage. Par conséquent f~!E est un JF;-fibré hermitien et si on note
(Ri;) (resp. (R';;)) la matrice de courbure de E (resp. f~'E) on a

(R'y) = [ (Ryj).
On en déduit (cf. [We]) que c¢(f~'F) = f*c(E).
ii) Le fibré E (resp. £’) est muni d’une connexion basique V (resp. V')
de matrice de connexion (©;;) (resp. (©j;)) définie sur un ouvert U, de
M. 11 est facile de voir que I"application

V' =VaV :XM) xC(E®E)— C*EaoE

de matrice (07;) = <(@O”) (@0)) est une connexion du fibré F & E'.
ij
(Rij) 0
0 (&)
formes basiques. De plus I'élément du cocycle g5 de ' & E" défini sur

. (6% 0 o,
Ua NUp est feuilleté car g/, = (905 p ) La proposition 1.11 permet

ap
alors de dire que c’est un F-fibré. Et il est évident que son cocycle est a

valeurs dans le groupe spécial unitaire adhoc. Nous avons
Ry —det [ (R i
det (QF(RU) + tld) = det <2w(R”) + tld) A det (27r(R”> + t]d)

comme polynéme en t. Mais les coefficients de ces polyndomes sont les

polyndmes symétriques respectifs des matrices 5-(R;)), ﬁ(RU) et i(R;]) :
donc si on prend ¢t = 1, on trouve

c(E")v, = c(E)|v, A e(E)]v,-
Par conséquent, on a bien ¢(E @ E') = ¢(E)c(E').

Donc sa matrice de courbure (R};) = < est constituée de
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iii) Supposons que ¢ : E — E’ soit un isomorphisme de F-fibrés
hermitiens. Soient (e, ... ,e,) une base de sections basiques de E définies
sur U et (¢'1,...,€,) la base de sections basiques de E’ définies sur le
méme ouvert par €’; = ¥(e;). La matrice de connexion (6j;) vérifie ©;; =
©;;; ce qui donne I'égalité des matrices de courbure. On en déduit que
c(E) =c(FE).

iv) Le cocycle gi5 de E* est feuilleté car g%, = transposé(g;ﬂl). De
plus (cf.[We]), sa matrice locale de courbure est (0j;) = —'(6;;). D’ou
(R;;) = —"(Ri;). En résumé, E* est un fibré feuilleté dont la matrice de
courbure est constituée de formes basiques. C’est donc un F-fibré. Soit n
le rang de E. Comme g,5 € SU(n), il est clair que g5 € SU(n); ce qui
assure que E* est un F-fibré hermitien.

Notons ®4(A) le polynome symétrique de la matrice A, on a

i 7
EY) =0, —(Ry) ) = (=) [ =—(Ry;) | = (=D)*er(E
a(B) = 00 ((75)) = (-1 () ) = (DFe(E)
car @, est homogéne de degré £ et est invariant par transposition puisque
c’est un déterminant. Ceci termine la démonstration. [ | ]

La proposition suivante montre que dans le cas ou F est un flot, ces
classes de cohomologie basique sont des obstructions a I’existence de sous-
F-fibrés hermitiens triviaux.

8.3. Proposition. Soient M une variété C*> connexe munie d’un flot F
et £ E — (M, F) un F-fibré hermitien de rang n. Alors si E posséde
r sections basiques partout linéairement indépendantes, on a cx(E) = 0,
pourk=n—r-+1,... n.

Démonstration. Supposons d’abord r = n. Dans ce cas, E est trivial.
Toutes les classes cx(E) sont alors nulles.

Maintenant supposons r < n. Le fibré E posséde alors un sous-fibré
feuilleté S, de rang r, isomorphe & un fibré feuilleté trivial. Mais d’aprés
la proposition 1.13, S et son orthogonal S+ sont des F-fibrés hermitiens.
Nous avons donc ¢(S) = 1 (cf. plus haut) et ¢(5)c(S*) = ¢(E) (cf. 3.2.ii)).
Comme S+ est de rang n — 7, nous obtenons

c(BE)=14c(E)+...+c(E)
=14 (SY)+ ...+ cnr(SH)
ce qui donne ¢, (E) =0 k=n—r+1,... ,n. | O
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8.4. Remarque. Supposons que F est un flot. Posons z = —¢1(5). Comme
dans [BT], d’aprés le théoréme 2.2, les éléments 1, x, ... 2" ! sont linéai-
rement dépendants sur H; (M). On a

2"+ e (B) 2"+ A+ i (B 4 ¢ (E) =0
et
H}(P(E)) = Hfy(M)[z]/(z" + c1(B)z" " 4 ...+ cu1(E)x + cu(E)).

Nous allons maintenant démontrer le théoréme principal donné en in-
troduction et dont on rappelle I’énoncé :

8.5. Théoréme de scindement feuilleté. Soient M une variété C>
connezxe, munie d'un flot F et € : E — (M,F) un F-fibré hermitien.
Alors il existe une variété B munie d’un flot V et une application feuilletée
0: B — M telles que

i) le fibré image réciproque de E au-dessus de B se décompose en une
somme directe de V-fibrés hermitiens en droites S; i.e.

cT'E=518...88,
it) L’application o* : Hf (M) — H}(B) induite par o en cohomologie
basique est injective.

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur le rang du
fibré. Si E est de rang 1, il n’y a rien a démontrer. Si E est de rang 2, on
peut prendre B = P(FE). Le fibré tautologique et son orthogonal sont des
sous-fibrés en droites de o 'E. La propositions 1.13 et le théoréme
2.2 permettent alors de conclure. Supposons que la propriété soit vraie
a Pordre r — 1 et prenons E de rang r. Au-dessus de cette variété, le
fibré image réciproque de F se décompose en une somme de deux fibrés
S1 @ O qui sont d’aprés la proposition 1.13 des Fi-fibrés hermitiens.
Mais 'orthogonal du sous-fibré tautologique, ©; — M, est de rang r—1;
donc d’aprés I'hypothése de récurrence, il existe une variété feuilletée B
et une application o : B — M telles que 0710, =S, @ ... ® S, et o* :
H; (M) — H;(B) est injective. Dans ce cas 0 'E =0"1(59))&...® S,
i.e on a un diagramme commutatif (dont les fleches sont toutes feuilletées)

0‘71(51)@...@87“ — Wl_lE:Sl@G)l — E

i O l O |
B — M, = P(E) — M

Comme les applications ¢* et 7} sont injectives, I’application
c*omy: Hy(M)— H;(B)

Iest aussi. Ce qui termine la démonstration.
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8.6. Application. Soient M une variété C'>° connexe, munie d’un flot F
et © — M, E' — M deux F-fibrés hermitiens de rangs respectifs n
et n’. A laide du théoréme 3.5, on peut calculer les classes de Chern
basiques totales des F-fibrés hermitiens £ ® E' et A"E.

Calculons tout d’abord la classe de Chern basique d’un produit tensoriel
de F-fibrés hermitiens en droites L et L'. On note RY, RY et RE®L les
courbures des connexions de L, L' et L& L. Soit (o,7) € C®°(L)xC>®(L');
d’aprés [GHV]

R (@1 =Ro@T+0@RYT.

Comme ces fibrés sont de rang 1, les matrices locales de courbure se ré-
duisent a des 2-formes basiques. Par conséquent, sur chaque ouvert trivia-
lisant U,

? / { T g
L®L L L
w =—w,1+1® —w
2r “ 2 ¢ 2r ¢
LOL' LOL' L _ oL i L _ L
et sur U, NUp on a w,*" = Wy, Wy = wg alnsl que w, = wg . On en

déduit que
(12) ci(L® L") = ¢ (L) + e (L).

Supposons que E soit une somme directe de F-fibrés hermitiens en
droites : E' = @ ,L;. On note z; = ¢1(L;). On a
NE= P Ly®.. 0L,
1<i1 <. <ir<n
Comme dans [BT], en utilisant 3.2.ii) et (2), on montre que
c(WNE)= I Q4w+ +wz).
1<i1 <. <ir<n
Le membre de droite de ’égalité étant symétrique en les z;, la classe de
Chern basique totale de A" F s’écrit sous la forme d'un polynome () en les
classes de Chern basiques ¢i(FE), ... ,c,(F). En appliquant le théoréme
3.5, on obtient ¢(A"E) = Q(c1(F), ... ,c,(E)) pour tout F-fibré hermitien
de rang n. En fait ce polynome ne dépend que de r et n (voir [BT]).
On prend maintenant £ = @} L, et B/ = ;‘/:1[/; On note z; = ¢1(L;)
et yj = c1(L). On a

cE@E)= [ O+azity)
1< <n
1<j<n
De méme la classe de Chern basique totale de ' ® E’ s’écrit sous la forme

d’un polynéme T en les classes de Chern basiques de E et de E'. Le
théoréme 3.5 nous dit alors que 1'égalité

C(E@E)=T(c1(E),... ,co(E),c1(E"), ... cu(E"))
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est vraie pour tous F-fibrés hermitiens E et E’ de rangs respectifs n et n’.

Donnons quelques cas particuliers. a) pour n =3 et r = 2
c(NE) = (1+c(B)’ = a(B) 1+ a(B) + ea(B) 1+ a(E)) - c3(E).

b) pour n quelconque et n' =1

n

(E®E) = Z ¢(E)(1+ ¢ (E)" .
¢) pour n =n' =2

o(E®FE)=c+C?*+3cC, + Cicf + Cley
+ 01202 + C%CQ + 20102 + 20102

+ 0161C2 + ClchQ — 202(32
ol C;, = Cl(E) et Cl = CZ'(E/).
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