
UNIVERSITÉ DE VALENCIENNES

ET DU HAINAUT-CAMBRÉSIS

Laboratoire de Mathématiques

Actions de groupes résolubles

Scindement de F-�brés hermitiens

Thèse soutenue le 10 janvier 1997

par

Olivier BIREMBAUX

pour obtenir le grade de

Docteur en Mathématiques

Composition du Jury

Président R. BARRE Université de Valenciennes
Rapporteurs E. GHYS E.N.S. Lyon

V. SERGIESCU Université de Grenoble
Examinateurs L. FLAMINIO Université de Lille I

G. MEIGNEZ Université de Lyon I
Directeur de These A. EL KACIMI ALAOUI Université de Valenciennes

Numéro d'ordre : 97/05

1



2

Remerciements

AZIZ EL KACIMI m'a initié aux systèmes dynamiques et à la théorie
des feuilletages. Il m'a guidé avec une attention constante tout au long de
mes recherches. Je lui exprime ma profonde gratitude.

ETIENNE GHYS et VLAD SERGIESCU se sont interessés à mon tra-
vail et ont accepté d'être les rapporteurs de cette thèse ; je les remercie
vivement.

J'adresse également mes remerciements à RAYMOND BARRE qui a
accepté la présidence du jury ainsi qu'à LIVIO FLAMINIO et GÄEL
MEIGNEZ qui ont bien voulu être les examinateurs.

Je tiens à exprimer toute ma reconnaissance à ALBERTOVERJOVSKY
avec qui j'ai eu de nombreuses discussions fructueuses.

J'envoie une pensée amicale tout spécialement à VALERIO VASSALLO,
à tous les membres du LAMATH et à ceux de l' URA de Lille.



3

Première partie

Actions localement libres

de groupes résolubles

(Article en collaboration avec M. Belliart)

Résumé Soient G un groupe de Lie connexe de dimension n−1,
Φ une action localement libre de classe Cr (r ≥ 2) de G sur une
variété compacte M de dimension n ≥ 3. Nous supposons qu'il
existe dans l'algèbre de Lie de G un champ Y tel que les valeurs
propres de ad(Y ) soient α1, ..., αn−2, 0 avec Re(αi) > 0 ∀i. Alors,
nous montrons que Φ est Cr-conjuguée à une �action modèle" de
G sur un espace homogène H/Γ où H est un groupe de Lie conte-
nant G. Si n ≥ 4, H est uniquement déterminé par G ; si n = 3, il
y a deux groupes H possibles, et nous pouvons donc donner une
classi�cation complète. D'autre part, nos hypothèses impliquent
que G a une structure particulière, mais il existe quand même
de nombreux exemples : notamment, la famille des groupes G
ayant cette propriété est continue en toute dimension ≥ 4 ; pour
un choix générique de G, le groupe H correspondant n'a aucun
quotient compact de dimension n, et ceci fournit une famille
continue de groupes de Lie ne possédant aucune action de co-
dimension 1 �su�samment régulière� sur une variété compacte.
Ces résultats sont liés à la théorie d'Anosov.
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1. Introduction

Soit M une variété fermée de dimension n ≥ 3. On dit qu'un �ot di�é-
rentiable Φt sur M est un �ot d'Anosov [An] si
- Φt est sans point �xe global (c'est à dire sans orbite réduite à un point)
- le �bré tangent à M se décompose en la somme de trois sous-�brés

continus stables par Φt :

TM = T ss ⊕ T uu ⊕ R.Y
tels que T uu est dilaté et T ss contracté par Φt. (Y est le champ tangent à
Φt).
Nous dirons que Y est un champ d'Anosov si son �ot est un �ot d'Anosov.

A un �ot d'Anosov on peut associer plusieurs feuilletages. Notons T s =
T ss ⊕ RY et T u = T uu ⊕ RY . Les distributions T u, T s, T uu, T ss sont in-
tégrables et dé�nissent respectivement le feuilletage instable (ou central-
instable), stable (central-stable), instable fort et stable fort. Comme le
passage de Y à −Y permute les feuilletages stables et instables, il est
d'usage de s'intéresser uniquement aux feuilletages stables. On dé�nit ainsi
la codimension de Y comme étant la codimension de son feuilletage stable.

Si N est une variété fermée de dimension ≥ 2, un di�éomorphisme
d'Anosov de N est un di�éomorphisme φ de N tel que le �bré tangent à
N se décompose en la somme continue de deux sous-�brés :

TN = T uu ⊕ T ss

où T uu et T ss sont φ-invariants, et φ contracte T ss et dilate T uu. En
pareil cas, T uu et T ss sont uniquement intégrables et donnent lieu à des
feuilletages dits respectivement stable et instable.

Le lien entre di�éomorphismes d'Anosov et �ots d'Anosov est le suivant :
considérons la variété

M = N × R/(n, t) ∼ (φ(n), t+ 1)

où φ est un di�éomorphisme d'Anosov de N . Alors, on véri�e sans peine
que le �ot ∂

∂t
est un �ot d'Anosov sur M . Son feuilletage stable est le feuille-

tage horizontal engendré par le feuilletage stable de φ, et son feuilletage
stable-central en est l'épaississement. Ainsi, les di�éomorphismes d'Ano-
sov peuvent être vus comme des cas particuliers de �ots d'Anosov. Ré-
ciproquement, il est conjecturé que �la plupart� des �ots d'Anosov sont
des suspensions de di�éomorphismes d'Anosov en codimension 1. (C'est
la conjecture de Verjovsky ; voir par exemple [Gh2] pour un énoncé précis).

Une autre famille d'exemples est constituée par les �ots homogènes et
infra-homogènes. Soient G un groupe de Lie, Y un champ invariant à
droite, K un sous-groupe compact commutant avec Y et Γ un sous-groupe
discret cocompact de G. Le �ot de Y sur K \G/Γ est dit infra-homogène ;



5

on dira qu'il est homogène si K = {1}. Les articles [To1], [To2] classi�ent
complètement les �ots d'Anosov de ce type.

Notons GA le groupe a�ne des transformations x→ a + bx (b > 0) de
la droite réelle. Il a été montré dans [Ma] que le feuilletage stable de tout
�ot d'Anosov transitif 1 sur une 3-variété est paramétré par une action
continue de GA ; inversement, une action de GA de classe C2 qui préserve
le volume d'une 3-variété fermée induit un �ot d'Anosov correspondant à
l'action des homothéties (0, b) de GA. Ce résultat hautement non trivial
constitue le coeur de la preuve du

Théorème 1 (Ghys) Une action localement libre de GA de classe
Cr(r ≥ 2) qui préserve un volume continu sur une 3-variété fermée M est
Cr-conjuguée à une action homogène.
Il y a deux groupes de Lie simplement connexes non isomorphes de di-

mension 3 qui contiennent à la fois une copie de GA et un sous-groupe
discret cocompact. Le théorème de Ghys ramène l'étude des actions consi-
dérées à celle des réseaux uniformes de ces deux groupes, et fournit ainsi
une classi�cation complète.

En adaptant les méthodes de Ghys, nous allons montrer le

Théorème 2 Soient G un groupe de Lie de dimension n − 1, Φ une
action localement libre de classe Cr (r ≥ 2) de G sur une variété compacte
M de dimension n. Si Φ préserve un volume continu sur M et s'il existe
dans l'algèbre de Lie de G un champ Y tel que ad(Y ) ait les valeurs propres
0, α1, ..., αn−2 avec Re(αi) < 0 alors Φ est Cr-conjuguée à une action
homogène.
Si n = 3, le seul groupe possible est GA et on retrouve le théorème

de Ghys ; si n > 3, toutes les actions modèles ont lieu sur les espaces
homogènes d'un unique groupe résoluble.

Le but de cet article est de démontrer le théorème 2. Dans le premier
paragraphe, nous décrivons tous les �ots d'Anosov homogènes de codi-
mension 1, en utilisant la classi�cation de P. Tomter. Dans le second pa-
ragraphe, nous étudions le groupe G, ce qui nous permet de montrer dans
un troisième paragraphe que la variété M supporte une structure d'es-
pace homogène pour laquelle le �ot de Y est lui-même homogène. Dans le
courant de cette preuve, il deviendra clair que ce �ot est d'Anosov ; c'est
pourquoi nous utilisons le langage de la théorie d'Anosov, bien adapté à
notre situation.

La méthode utilisée dans la troisième partie de ce travail pour construire
un champ homogène transverse aux orbites est une amélioration de [Gh1].
Ce dernier utilisait la théorie des représentations irréductibles de G dans

1Un �ot est transitif si il possède une orbite dense.
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un espace de Hilbert ; les calculs deviennent rapidement pénibles en grande
dimension, à cause du nombre croissant d'indices et du problème technique
de la diagonalisation. A la place, nous utilisons un raisonnement sur la
croissance des fonctions impliquées (n ≥ 4) ou une inégalité élémentaire
sur leur norme L2 (n = 3).

Des exemples immédiats prouvent qu'en dimension n, il existe une fa-
mille à n−1 paramètres de groupes tels que ad (Y ) a pour valeurs propres
0, α1, ..., αn−2 où les αi appartiennent tous au même demi plan complexe
Re(z) < 0 ou Re(z) > 0. On a donc pour ces groupes une classi�cation des
actions localement libres de codimension 1 et de classe C2 préservant un
volume continu sur une variété compacte. Il se trouve que pour un choix
générique d'un tel groupe, il n'existe aucune action ayant ces propriétés.

A. El Kacimi nous a soumis ce problème et nous a constamment guidés
dans sa résolution. E. Ghys et A. Verjovsky nous ont aidés à en améliorer
la rédaction. Nous les en remercions.

2. Modèles homogènes

Dans toute la suite de cet article, n ≥ 3. Nous avons, dans l'introduction,
décrit rapidement les �ots d'Anosov homogènes ; nous allons ici décrire
plus longuement le cas particulier de codimension 1.

Soit µ un entier algébrique unitaire de module > 1 dont les conjugués
sur Q : λ1, ..., λn−2 ont un module < 1. Un tel nombre est appelé nombre
de Pisot ([Pi]). Par des méthodes classiques de théorie des nombres, µ est
réel et il existe une matrice A ∈ SL(n − 1,Z) dont les valeurs propres
sont exactement µ, λ1, ..., λn−2. Comme A préserve le réseau standard de
R
n−1, A induit un di�éomorphisme d'Anosov sur Tn−1, et on peut en

construire la suspension Mn. A cet e�et, on considère le sous-espace F

de Rn−1 correspondant aux valeurs propres λ1, ..., λn−2 de A. Soient F̃ le
feuilletage de Rn−1 par les hyperplans parallèles à F , F son image sur
T
n−1 : F est le feuilletage stable du di�éomorphisme d'Anosov induit sur
T
n−1 par A. Il est facile de montrer que la suspension de F est homogène :

supposons d'abord que les λi sont tous réels. Soit (X1, ..., Xn−2) une base
de vecteurs propres de F ;2 soit Z un vecteur propre pour la valeur µ. Si
on considère la variété

M = Tn × R/(x, t) ∼ (Ax, t+ 1)

et le �ot d'Anosov Y = ∂
∂t

correspondant à A on constate facilement que

[Xi, Y ] = αiXi (i = 1, ..., n− 2); [Z, Y ] = βZ.(1)

2A est diagonalisable, car ses valeurs propres, qui sont des nombres algébriques conjugués,
sont nécessairement distinctes.
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où

eα1 = λ1, ..., e
αn−2 = λn−2, e

β = µ.

Ceci montre que M a la structure d'un espace homogène H/Γ, où H est le
groupe de Lie résoluble simplement connexe dont l'algèbre est décrite par
la formule (1) et Γ est un réseau uniforme de H. Ainsi, Y est un champ
d'Anosov homogène de codimension 1. Quand les λi ne sont pas tous réels,
on a quand même la relation (1) dans le complexi�é du �bré tangent de
M : dans tous les cas, Y est d'Anosov, homogène de codimension 1. 3

Dans le cas particulier où n = 3, il existe une autre famille d'exemples :
soit N une surface compacte à courbure négative constante. Considérons
le �bré unitaire M sur N , et le �ot géodésique sur M . Ce �ot constitue,
historiquement, le premier exemple de �ot d'Anosov ([An]). Pour montrer
qu'il est homogène, il su�t de remarquer que le revêtement universel de
N est l'espace hyperbolique H2, et que M , quotient du �bré unitaire de
H

2 par un groupe discret d'isométries, est di�éomorphe à un espace ho-
mogène PSL(2,R)/Γ où Γ est isomorphe au groupe fondamental de N .
D'autre part, un calcul facile montre que Y est tangent au sous-groupe des
matrices diagonales. Plus généralement, on peut remplacer SL(2,R) par
son revêtement universel S̃L(2,R) : ceci donne de nouveaux exemples, qui
sont des revêtements �nis des précédents, comme il résulte de la théorie
des groupes Fuschiens (exposée par exemple dans [DNF]). Il se trouve que
ces exemples sont les seuls :

2.1. Proposition. Tout �ot d'Anosov homogène de codimension 1 est du
type ci-dessus.

Preuve. Soit Y un �ot d'Anosov homogène de codimension 1 sur la va-
riété H/Γ. Soient H l'algèbre de Lie de H et HC sa complexi�ée ; nous
identi�ons les �brés T uu et T ss aux sous-algèbres de Lie de H qui leur
sont tangentes ([To2]). Soient X1, ..., Xn−2, Z ∈ HC des champs propres
pour ad(Y ) tels que X1, ..., Xn−2 engendrent T ss et Z engendre T uu. Nous
allons distinguer deux cas.

(a) n ≥ 4.

Nous montrons d'abord que H est résoluble. Comme H admet un réseau
uniforme, il est unimodulaire (cf. [Ra] ; voir aussi le paragraphe suivant
pour la dé�nition de la fonction modulaire). Ainsi, ad (Y ) est de trace nulle.
Notons β > 0 la valeur propre correspondant à Z et α1, ..., αn−2 les valeurs
propres correspondant à X1, ..., Xn−2, dont la partie réelle est négative (car
elles correspondent au sous-espace propre T s). Comme il y a au moins deux
αi et que β = −α1 − ... − αn−2, les nombres −β, β − α1, ..., β − αn−2 ne

3Les feuilletages stables correspondant à de tels �ots sont très rigides : par exemple,Ê[EN]
ont montré leur stabilité C∞.
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sont pas valeurs propres de ad (Y ), donc l'identité de Jacobi implique que

[T s, Z] = 0.

Pour la même raison, si αi + αj n'est pas valeur propre de ad(Y ) alors
[Xi, Xj] = 0. En particulier si on range les αi par partie réelle décroissante,

αi + αj = αk implique que k > i, j

par conséquent

[Xi, Xj] =
∑
k>i,j

ci,jk Xk

où les ci,jk sont les constantes de structure. Mais une telle écriture prouve
que X1, ..., Xn, Z, Y est une base de Malcev ([Be]) de l'algèbre HC, qui par
conséquent est résoluble.
Maintenant, T uu ⊕ T ss est un idéal de codimension 1 N de H, et N

est égal à [H,H]. En e�et, d'une part N ⊂ [N , Y ] ⊂ [H,H], car ad(Y )
est un endomorphisme de N ; d'autre part, comme H est résoluble, [H,H]
est de codimension au moins 1 dans H, ce qui implique l'égalité voulue.
Par conséquent, N est nilpotente ([Bo]). Selon [To1], N correspond à un
sous-groupe de Lie N de H, et il existe un automorphisme φ du groupe
N , préservant le réseau uniforme Λ = Γ ∩ N de N , tel que le feuilletage
stable de H/Γ pour Y soit la suspension du feuilletage stable de N/Λ pour
φ. La proposition viendra donc du lemme suivant :

2.2. Lemme. Soit N un groupe de Lie nilpotent. Si N possède un sous-
groupe discret cocompact Λ et si il existe un automorphisme φ de N qui
laisse Λ invariant et induit un di�éomorphisme d'Anosov de codimension
1 sur N/Λ, alors N est abélien.

Preuve. Soit C le centre de N : c'est un sous-groupe de Lie abélien non
nul invariant par φ, et C/(C ∩ Λ) est compact [Ra]. En considérant les
valeurs propres de la di�érentielle de φ sur l'algèbre de C, on voit que
φ induit sur C/(C ∩ Λ) un di�éomorphisme d'Anosov, nécessairement de
codimension 1 ; aussi C contient le �bré instable T u correspondant à φ. Si
N/C n'est pas le groupe trivial, φ induit sur la variété compacte (N/C)/Λ
un di�éomorphisme d'Anosov sans partie instable, ce qui est absurde.
Donc, N/C est le groupe trivial : i.e. N est abélien. �

(b) n = 3.

Dans ce cas, les sous-espaces T ss, T uu sont de dimension 1, et on peut
les supposer engendrés par les champs X et Z respectivement. Ces champs
sont propres pour ad(Y ), pour des valeurs propres notées respectivement
α et β. Par unimodularité, α = −β ; comme Y est d'Anosov, α 6= 0 et on
peut normaliser en remplaçant Y par α−1Y . On a donc :

[X, Y ] = X et [Z, Y ] = −Z
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L'identité de Jacobi implique donc

[X,Z] = k.Y (k ∈ R)

si k = 0, on trouve une suspension de di�éomorphisme de T2, sinon, M
est un espace homogène de S̃L(2,R). �

3. Structure de G

Nous revenons maintenant au cas général. Soit G le groupe de Lie de
dimension n−1 agissant sur Mn. Notons respectivement G et GC l'algèbre
de Lie de G et sa complexi�ée. Soit (X1, ..., Xn−2, Y ) une base de GC dans
laquelle ad(Y ) est triangulaire supérieure ; comme à la proposition 1.1, on
voit que X1, ..., Xn−2 engendrent un idéal nilpotent NC de codimension 1,
égal à l'idéal dérivé de GC. Celui-ci est le complexi�é de l'idéal dérivé N
de G, et correspond à un sous-groupe connexe N de G. Le groupe G est
donc résoluble.

Rappelons que la fonction modulaire ∆ d'un groupe de Lie G est un
morphisme continu de G dans R∗+, qui représente le défaut d'invariance à
droite des mesures invariantes à gauche ; on dit que G est unimodulaire si
∆ ≡ 1. La fonction modulaire de G est reliée à l'algèbre de Lie de G par
la formule :

∆(exp(Y )) = eTr(ad(Y )).(2)

où Y est un champ invariant à gauche quelconque sur G. Ceci montre
que N est le noyau de la fonction modulaire de G. Ainsi, N est un sous-
groupe de Lie de G. D'autre part, comme N est un sous-groupe normal de
codimension 1, G a selon [Bo] la structure d'un produit semi-direct NoR :
un élément g de G s'écrit de manière unique sous la forme x. exp(tY ) avec
x ∈ N, t ∈ R et si on le note plus simplement (x, t), la loi de G est donnée
par la formule

(x1, t1).(x2, t2) = (x1.
t1x2, t1 + t2)

où t1x2 désigne l'élément exp(t1.Y )x2 exp(−t1.Y ). Dans la suite, nous adop-
terons ces notations ; nous écrirons aussi x(g), t(g) les éléments de N et R
tels que g = (x(g), t(g)). Maintenant, si nous posons

β = −Tr(ad(Y )) = −Σn−2
i=1 αi > 0,

la formule (2) donne

∆(g) = eβ.t(g).(3)

ce qui con�rme que G n'est pas unimodulaire.

Dans le cas où n = 3, il est possible de simpli�er ces notations et
formules. En e�et, N est de dimension 1, donc isomorphe à R. Si nous
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notons a = x(g) et b = eβ.t(g), nous obtenons un isomorphisme entre G et
le groupe a�ne GA, constitué des transformations de R de la forme

x→ a+ bx (b > 0)

La loi de groupe s'écrit

(a, b).(c, d) = (a+ bc, bd),

et la formule (3) devient
∆(a, b) = b.

Pour g ∈ GA, nous noterons a(g), b(g) les réels tels que g = (a(g), b(g)).

Il est connu que GA peut être plongé dans deux groupes de Lie de di-
mension 3 simplement connexes non isomorphes ([Gh1]) : l'un est résoluble
et l'autre semi-simple, isomorphe au revêtement universel de SL(2,R).
Quand n ≥ 4, nous allons montrer qu'il existe un seul groupe de Lie H
de dimension n, connexe, unimodulaire et contenant G. En e�et, H étant
connexe, il est à revêtement près uniquement déterminé par son algèbre
de Lie H ; celle-ci s'obtient en complétant G par une nouvelle direction
Z. Comme H est unimodulaire, on aura : Tr(adH(Y )) = 0 donc on peut
choisir Z tel que [Z, Y ] = β.Z. Comme −β, β − αi ne sont pas valeurs
propres de ad(Y ), l'identité de Jacobi implique : [N , Z] = 0. Ces égali-
tés déterminent parfaitement H et permettent de construire le revêtement
universel H̃ de H comme le produit �bré donné par le diagramme :

H̃ → GA
↓ 	 ↓ ∆−1

G → R
∗
+

∆

Maintenant, H s'obtient en quotientant H̃ par un sous-groupe discret
central, mais H̃ a un centre nul : par conséquent, H = H̃.
Dans le paragraphe suivant, nous démontrons le théorème principal.

4. Le champ Z

On sait que l'algèbre de Lie de G s'injecte dans l'algèbre de Lie des
champs de vecteurs sur M : à tout champ invariant à droite sur G est
associé un champ sur M par la formule

X → dΦ(−,m).X où Φ(g,m) = g.m.

De tels champs sont dits les champs fondamentaux associés à l'action. Nous
allons montrer qu'il existe sur M un champ Z de classe Cr−1 tel que :

[Z, Y ] = −Z [Z,X] = kY, k ∈ R (cas n = 3)

[Z, Y ] = βZ [Z,N ] = 0 (cas n ≥ 4).
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Ceci implique que l'algèbre des champs de vecteurs sur M contient l'al-
gèbre de Lie d'un groupe de Lie H qui contient G, et que Φ se prolonge
en une action localement libre de classe Cr−1 de H sur M . En fait, il sera
possible de voir que cette action est Cr, et nous aurons donc démontré le
Théorème Principal Soient G un groupe de Lie de dimension n− 1,

Φ une action localement libre de classe Cr (r ≥ 2) de G sur une variété
compacte M de dimension n. Si Φ préserve un volume continu sur M et
s'il existe dans l'algèbre de Lie de G un champ Y tel que ad(Y ) ait les
valeurs propres 0, α1, ..., αn−2 avec Re(αi) < 0 alors Φ est Cr-conjuguée à
une action homogène.
Remarquons que le volume continu dont ce théorème suppose l'existence

est en fait de classe Cr, par un lemme de [Gh1].

Nous utilisons les complexi�és des di�érents �brés associés à M . Nous
désignons par la même lettre un élément d'un �bré quelconque et son
complexi�é. Avec cette convention, soit Ω le volume préservé par l'action
de G, et soit Z un champ (réel) continu tel que :

Ω(X1, ..., Xn−2, Y, Z) = 1.

Soit g = (x, t) ∈ G. On a :

g∗Ω(X1, ..., Xn−2, Y, Z) = Ω(g∗X1, ..., g∗Xn−2, g∗Y, g∗Z)

= eα1t...eαn−2tΩ(X1, ..., Xn−2, Y, g∗Z)

= e−βtΩ(X1, ..., Xn−2, Y, g∗Z)

= 1

et donc

(x, t)∗(Z) ≡ eβtZ mod.(GC).(4)

Nous cherchons maintenant un champ (réel) T sous la forme

T = Z + FY +
n−2∑
i=1

GiXi (F,Gi ∈ C0(M))

où C0(M) est l'espace des fonctions continues de M dans C ; ce champ
véri�era

(a, b)∗(T ) = b−1(T + k(2aY + a2X)) (cas n = 3)

(x, t)∗(T ) = eβtT (cas n ≥ 4).(5)

Ces formules sont une version �intégrale" des relations de crochets liant
Xi, Y et Z dans HC, la complexi�ée de H. On les obtient en regardant
comment T évolue sous l'action adjointe de G dans HC.
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Nous construisons d'abord un T qui est solution de (5) pour les g de la
forme (1, t), puis nous véri�ons que ce T est solution pour tout g.

4.1. Proposition. Il existe un champ T de classe C0 tel que (1, t)∗(T ) =
eβtT.

Démonstration. Il existe des familles φt, ψ1
t , ..., ψ

n−2
t de fonctions continues

sur M telles que

(1, t)∗(Z) = eβtZ + φtY + ΣψitXi.(6)

On a donc :

(1, t)∗(T ) ≡ eβtZ + φtY + F ◦ (1,−t)Y mod.(X1, ..., Xn−2)

Comme dans [Gh1], on remarque que pour t > 0, F est solution d'un
opérateur contractant sur l'espace de Banach C0(M) :

Ut(F ) = e−βt(F ◦ (1,−t) + φt)

De plus, ces opérateurs commutent entre eux donc ont le même point �xe,
qui est encore solution pour t < 0 car Ut◦U−t = Id. Ceci prouve l'existence
(et l'unicité) de F .
Remplaçons Z par Z + FY , ce qui revient à remplacer φt par 0 dans

l'équation (6). (Pour simpli�er, nous continuerons à noter ψi et Gi les
fonctions qui correspondent à ce �nouveau� Z). On calcule Gn−2 par le
même procédé que F . Ici, les équations deviennent :

(1, t)∗(T ) ≡ eβtT0 + ψn−2
t Xn−2 + eαn−2tGn−2 ◦ (1,−t)Xn−2

(la congruence est prise modulo X1, ..., Xn−3),

V n−2
t (Gn−2) = e(−β+αn−2)t(Gn−2 ◦ (1,−t)) + e−βtψn−2

t .

En remplaçant Z par Z + Gn−2Xn−2, on calcule Gn−3 de la même ma-
nière, et en itérant, on obtient tous les Gi, donnés par les familles d'opé-
rateurs :

V i
t (Gi) = e(−β+αi)t(Gi ◦ (1,−t)) + e−βtψit.

A la �n, le champ T obtenu véri�e (5). Par construction, T est unique
pour cette propriété ; maintenant, on peut choisir les Xi de telle sorte que
l'on ait Xi = AX ′i, avec A une matrice de déterminant 1 et X ′i une base
réelle de HC. On a alors :

Ω(X1, ..., Xn−2, Y, T ) = 1

= Ω(AX ′1, ..., AX
′
n−2, Y, T )

= Ω(X ′1, ..., X
′
n−2, Y, T )
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et comme les champs X ′i et Y sont réels ainsi que le volume Ω, on obtient
en conjuguant :

Ω(X ′1, ..., X
′
n−2, Y, T ) = 1

ce qui prouve que T véri�e (5). Par unicité, on a donc T = T et T est un
champ réel. �

Nous avons obtenu un champ solution de (5) quand g a la forme (1, t).
Nous devons maintenant véri�er que ce champ est aussi solution pour g
quelconque. Il y a deux cas à distinguer :

4.2. Proposition (n ≥ 4). Le champ T trouvé plus haut véri�e (x, t)∗(T ) =
eβtT .

4.3. Proposition (n = 3). Avec les notations propres à cette dimension,
le champ T véri�e (a, b)∗(T ) = b−1(T + k(2aY + a2X)) où k est une
constante.

La di�érence vient de ce qu'en dimension 3, il existe des modèles semi-
simples en plus du modèle résoluble présent en toute dimension.

Démonstration de 3.2. Comme pour la proposition précédente, on raisonne
par induction. En premier lieu, il existe une famille de fonctions continues
φg, indexées continument par G, qui véri�ent :

(x, t)∗(T ) ≡ eβtT + φgY mod.(NC).(7)

On a donc :

(hg)∗(T ) ≡ h∗(e
βt(g)T + φgY ) mod(NC)

≡ eβt(hg)T + (eβt(g)φh + φg ◦ h−1)Y mod(NC)

d'où :

φhg = eβt(g)φh + (φg ◦ h−1).(8)

De plus on a φ(1,t) = 0 par construction de T . Nous voulons montrer que
φg est nul pour tout g ; d'après (8) il su�t de prouver la nullité sur N .

a) Si nous montrons que φx est nul pour tout élément du centre Z(N) de
N , la formule (8) nous permettra de passer au quotient, et de considérer la
famille φxZ(N) indexée par N/Z(N) ; par le même procédé, on peut alors
montrer la nullité sur Z(N/Z(N)) de chaque φx ; et ainsi de suite. Comme
N est nilpotent, on obtient au bout d'un nombre �ni d'étapes la nullité
sur N . Nous pouvons donc nous borner au cas N abélien.

b) De même, il existe dans N un sous-espace vectoriel (non trivial)
N1 sur lequel l'action de G par conjugaison interne est diagonalisable 4.

4Nous entendons : diagonalisable par blocs de rang 1 ou 2, les blocs de rang 2 étant sans
valeur propre réelle.
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(En e�et, puisque N est ici supposé abélien, cette action n'est pas autre
chose qu'une représentation du groupe de Lie résoluble G dans GL(N)).
Si nous montrons que φx est nul pour tout x de N1, nous pourrons passer
au quotient et considérer la famille φxN1 indexée par N/N1. Si N1 6= N ,
on peut ensuite itérer ce procédé et on obtient ainsi la nullité sur tout
N . Nous nous sommes donc ramenés au cas où l'action de G sur N par
conjugaison est diagonalisable.

Soit alors (v1, ..., vn−2) une base de l'espace vectoriel N où l'action a la
forme diagonale suivante :

(g, x)→ At(g)x

avec A une matrice diagonale par blocs de rang 2, dont les blocs sont les
suivants :

eak
(

cos bk sin bk
− sin bk cos bk

)
où ak et bk sont respectivement les parties réelle et imaginaire de αk.
Munissons N de la métrique euclidienne pour laquelle les vi forment une
base orthonormale ; alors pour tout x ∈ N et tout g = (1, t) ∈ G :

‖At.x‖ ≤ eα.t‖x‖
où α = sup(ai). De ceci, on tire que (1, t)B(0, R)(1,−t) est inclus dans
B(1, eαtR). D'autre part, selon (8), on a en norme L2 :

‖φg.x.g−1‖ = e−βt‖φg.x‖
= e−βt‖φx‖.

Soit τ : R+ → R
+ la fonction qui à R associe sup‖x‖≤R ‖φx‖. C'est

clairement une fonction croissante et continue qui mesure la croissance de
‖φx‖ en fonction de ‖x‖.
Des deux formules précédentes, on déduit :

τ(eαtR) ≥ e−βtτ(R).

Comme −β > α, si τ (donc φ) n'est pas constamment nulle, la croissance
de τ est strictement sur-linéaire. Or, cette croissance est au plus linéaire :
en e�et, d'après (8) on a

φx+y = φx + φy ◦ x−1

et donc τ(R +R′) ≤ τ(R) + τ(R′).
Ceci prouve que la fonction φ est identiquement nulle.

Par le même procédé, nous montrons maintenant que ψn−2 est nulle. En
e�et, on a

g∗(T ) ≡ eβt(g)T + ψn−2
g Xn−2 mod(X1, ..., Xn−3)
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Comme plus haut, on montre que

ψn−2
hg = eβt(g)ψn−2

h + eαn−2t(h)(ψn−2
g ◦ h−1).

Soit σ : R+ → R
+ la fonction qui à R associe sup‖x‖≤R ‖ψn−2

x ‖. Là
encore, la croissance de σ est sous-linéaire, et

‖ψn−2
g.x.g−1‖ = e−βt‖ψn−2

g.x ‖

= eβ
′t‖ψn−2

x ‖
où β′ = −β+ai, et β′ > α. Par conséquent, la croissance de σ est à la fois
sur-linéaire et sous-linéaire ; donc ‖ψn−2‖ = 0.
Clairement, on peut itérer ce procédé, qui prouve que ψn−3 = ... = ψ1 =

0. Nous avons donc trouvé un champ de vecteurs T de classe C0 tel que

g∗T = eβt(g).Z et Ω(X1, ..., Xn−2, Y, Z) = 1.

Démonstration de 3.3.
Nous raisonnons comme pour la proposition précédente, en employant

les notations propres à la dimension 3. Il existe une famille de fonctions
φg telles que

φ(0,b) = 0

φgh = b−1(h)φg + φh ◦ g−1

Nous écrivons la dernière de ces équations sous trois formes di�érentes :

(a) φ(a,b) = φ(a,1)(0,b) = b−1φ(a,1)

(b) φ(a,b) = φ(0,b)(b−1a,1) = φ(b−1a,1) ◦ (0, b−1)

(c) φ(x+y,1) = φ(x,1) + φ(y,1) ◦ (−x, 1)

Combinant (a) et (b), on tire :

φ(a,1) = aφ(1,1) ◦ (0, a−1) (a > 0)

ce qui implique en norme L2 :

‖φ(a,1)‖ = |a|.‖φ(1,1)‖.
Désormais, nous noterons k = φ(1,1). De (c) il vient, pour x, y > 0 :

‖φ(x+y,1)‖ = ‖φ(x,1) + φ(y,1) ◦ (−x, 1)‖
= |x+ y|.‖k‖
= (|x|+ |y|)‖k‖
= ‖φ(x,1)‖+ ‖φ(y,1) ◦ (−x, 1)‖

Pour la norme L2, l'espace des fonctions continues sur M est préhilbertien :
dans un tel espace, l'égalité

‖u1 + ...+ un‖ = ‖u1‖+ ...+ ‖un‖



16

implique que les ui sont colinéaires. Donc, selon la formule précédente, les
fonctions φ(y,1) et φ(x,1) ◦ (x, 1) sont colinéaires. Ceci étant valable pour
tous x, y on en déduit que φ(x,1) = x.k, d'où l'on tire :

φ(a,b) =
a

b
k

et comme selon (a)

φgh =
a(gh)

b(gh)
k

=
a(g) + b(g)a(h)

b(g)b(h)
k

= b−1(h)
a(g)

b(g)
k +

a(h)

b(h)
k ◦ g−1

on en déduit que k est invariante par l'action de GA. Ceci veut dire que
k est une fonction continue basique ; or F est à feuilles denses selon la
proposition II.1.5. de [Gh1]. Aussi, k est constante.
A présent, il existe une famille ψg de fonctions telles que :

g∗(Z) = b−1(g)Z + k
a(g)

b(g)
Y + ψgX.

On a ψ(a,1) = 0 par construction. On calcule facilement que

ψgh = b−1(h)ψg + b(g)ψh ◦ g−1 + k
a(g)a(h)

b(g)

que nous écrivons dans trois cas particuliers :

(a) ψ(a,b) = ψ(a,1)(0,b) = b−1ψ(a,1)

(b) ψ(a,b) = ψ(0,b)(b−1a,1) = bψ(b−1a,1) ◦ (0, b−1)

(c) ψ(x+y,1) = ψ(x,1) + ψ(y,1) ◦ (−x, 1) + kxy

(a) et (b) donnent :

ψ(a,1) = a2ψ(1,1) ◦ (0, a−1)

Nous notons l = ψ(1,1). De (c) il vient, pour xy > 0 :

(x+ y)2‖l‖ = ‖ψ(x+y,1)‖
= ‖ψ(x,1) + ψ(y,1) ◦ (−x, 1) + kxy‖
≤ ‖ψ(x,1)‖+ ‖ψ(y,1) ◦ (−x, 1)‖+ ‖kxy‖

= (x+ y)2‖l‖+ (
1

2
|k| − ‖l‖)xy

Par conséquent, |k| ≥ 2‖l‖. Mais si on remplace y par −x dans (c), on a :

0 = ‖ψ(0,1)‖
= ‖ψ(x,1) + ψ(−x,1) ◦ (−x, 1)− kxy‖
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Donc, ψ(x,1) + ψ(−x,1) ◦ (−x, 1) = kxy, ce qui donne en norme :

‖ψ(x,1) + ψ(−x,1) ◦ (−x, 1)‖ = |k|x2

≤ ‖ψ(x,1)‖+ ‖ψ(−x,1)‖
= 2‖l‖x2

par conséquent, |k| ≤ 2‖l‖. Il y a donc égalité, et (c) implique :

‖ψ(x,1) + ψ(y,1) ◦ (−x, 1) + kxy‖ = ‖ψ(x,1)‖+ ‖ψ(y,1)‖+ |kxy|

ce qui prouve que ces fonctions sont colinéaires. Comme l'une d'elles est
constante, elles sont toutes constantes, et (a) permet de calculer simple-
ment que

ψ(a,b) =
a2

2b
k.

La proposition est démontrée. �

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat principal de cet article :

Théorème Principal Soient G un groupe de Lie de dimension n− 1,
Φ une action localement libre de classe Cr (r ≥ 2) de G sur une variété
compacte M de dimension n. Si Φ préserve un volume continu sur M et
s'il existe dans l'algèbre de Lie de G un champ Y tel que ad(Y ) ait les
valeurs propres 0, α1, ..., αn−2 avec Re(αi) < 0 alors Φ est Cr-conjuguée à
une action homogène.

Démonstration. Il faut s'assurer que le �ot de Z est de classe Cr. Ici encore,
il y a deux cas à distinguer.
Le cas le plus di�cile est n = 3. Nous renvoyons le lecteur à l'article

[Gh1], mais nous allons brièvement décrire sa méthode : elle consiste à
construire la variété stable d'un point m �xe par une homothétie h de G.
Il s'agit d'une sous-variété de classe Cr (ici de dimension 1) qui passe par
m et contient tous les points x, assez voisins de m, tels que hk.x tend vers
x pour k → ∞. Le champ Z est tangent à cette variété en chacun de ses
points. En utilisant la théorie hyperbolique à la Hirsch-Pugh-Shub ([HPS])
on peut véri�er que le champ Z est analytique dans une carte locale qui
est de classe Cr. (L'article original considère en fait une carte Cr−1, mais
on peut la prendre Cr en vertu de [GT]).
Dans le cas n ≥ 4, la même méthode permet d'obtenir directement que le

champ Z est C1 : en e�et, l'application de premier retour au point m dilate
la direction Z plus fortement qu'elle ne contracte la distribution stable.
Par conséquent, elle contracte non seulement la norme C0 mais aussi la
norme C1 quand on applique la méthode du point �xe. Plus précisément, si
on considère l'ensemble des germes de feuilletages C1 dé�nis au voisinage
de m, la distance C1 en fait un espace métrique complet, et l'application
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de premier retour véri�e sur cet espace les hypothèses du théorème du
point �xe ; une démonstration rigoureuse se trouve dans [HPS].
Puisque Z est C1, il existe donc les crochets [Z, Y ] et [Z,Xi]. Ceux-ci

peuvent être calculés simplement comme les dérivées de Lie de Z le long
des �ots associés à Y et Xi. Puisque g∗(Z) = eβt(g)Z, on voit que

[Z, Y ] = β.Z et [Z,N ] = 0.

Ceci nous donne déjà une conjugaison C1 de φ à une action homogène,
car les crochets ci-dessus dé�nissent l'algèbre d'un groupe de Lie. Main-
tenant, on peut comme expliqué plus haut trouver un point m �xé par
une homothétie non triviale (0, t) (avec t > 0 pour �xer les idées). Si nous
paramétrons la variété stable du point �xe m pour cette homothétie par
son abscisse curviligne et l'orbite de m par le paramètre local en 1 ∈ G,
nous obtenons un système Cr de coordonnées locales (g, z) en m, avec
g ∈ G et z ∈ R, l'action de G se faisant par la formule h.(g,m) = (hg,m).
De la théorie des équations di�érentielles ordinaires, décrite par exemple
dans [AI], et de l'expression trouvée pour les crochets [Xi, Z] et [Y, Z] il
vient que

Z = eβyk(z)
∂

∂z

où k est une fonction C0, ne s'annulant pas.

Considérons le morphisme ψ : H/Γ → M où Γ est le stabilisateur de
m dans H et ψ(xΓ) = xm. Il s'agit d'un di�éomorphisme de classe C1

qui préserve le feuilletage de M par les G-orbites. Ce feuilletage est sans
feuille compacte, de classe Cr et à holonomie non triviale : par conséquent,
le théorème A de [GT] entraine que ψ est transversalement Cr. Dans la
carte locale considérée ici, on a :

φ(g, z) = (g, z + eβy
z+t

∫
z
k(τ)dτ).(9)

et vue la forme particulière (9) de ψ, ce morphisme est en fait de
classe Cr. �

Remarque. Nous avons signalé que si G est un groupe de Lie dont
l'algèbre de Lie respecte la formule suivante :

[Xi, Y ] = αiXi i = 1, ..., n− 2, Re(αi) < 0.(10)

tout feuilletage de codimension 1 obtenu par une action de G qui préserve
le volume satisfait nos hypothèses. Mais selon le théorème et la classi�ca-
tion du paragraphe 1, ceci implique que G est le produit semi-direct de
R
n−2 par R, avec la loi

(x1, t1).(x2, t2) = (x1 + At1x2, t1 + t2)
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la matrice A étant diagonale avec pour valeurs propres les conjugués d'un
nombre de Pisot. Par conséquent, si G est un choix �générique� dans la
famille des groupes dé�nis par (10), il n'existe aucun feuilletage de co-

dimension 1 sur une variété fermée M , induit par une action localement

libre de G qui préserve le volume. A notre connaissance, ceci constitue le
premier exemple d'une famille de groupes ne possédant aucun feuilletage
su�samment régulier de codimension 1.
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Deuxième partie

Scindement de F-�brés hermitiens

Résumé Soient M une variété C∞ connexe, munie d'un �ot
F et E un F-�bré hermitien au-dessus de M . On donne une
version basique du théorème de Leray-Hirsch pour le �bré P (E),
projecti�é de E. Ensuite on établit un �principe de scindement�
feuilleté, i.e on montre qu'il existe une variété B munie d'un �ot
V et une application feuilletée σ : B −→ M telles que le �bré
vectoriel image réciproque σ−1E se décompose en somme directe
de V-�brés hermitiens Si de rang 1 et l'application σ∗, induite en
cohomologie basique, est injective.
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5. Introduction

Soit F un feuilletage sur une variété connexe M de classe C∞. On
note A(M) l'algèbre des fonctions sur M , TF le �bré tangent à F et
νF = TM/TF son �bré normal ; X (M) sera le A(M)-module des champs
de vecteurs sur M et Γ(F) le sous-module des champs tangents à F .
Une forme di�érentielle ω surM est dite basique si elle véri�e iXω = 0 et

iXdw = 0 pour tout champ de vecteurs X tangent à F . Les formes basiques
constituent un sous-complexe di�érentiel (Ω∗b(M), d) du complexe de de
Rham. Son homologie H∗b (M) est appelée la cohomologie basique de F .
Soit E

π−→M un �bré vectoriel complexe de rang n. Une connexion sur
E est une application ∇ : X (M)×C∞(E) −→ C∞(E) A(M)-linéaire par
rapport au premier facteur qui à (X, s) associe ∇(X, s) = ∇X(s) telle que
(1) ∇X(s+ t) = ∇X(s)+∇X(t), (2) ∇X(fs) = X(f)s+f∇X(s) pour tout
X ∈ X (M), toutes sections s, t ∈ C∞(E) et toute fonction f ∈ A(M).
Pour tous X,Y ∈ X (M) on note R(X, Y ) l'endomorphisme de C∞(E),
R(X,Y ) = ∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ] qu'on appelle la courbure de ∇ sur
E. On dit que E est feuilleté s'il admet une connexion ∇ pour laquelle
R(X,Y ) est nulle pour tous X, Y ∈ Γ(F). Pour plus de détails sur les
�brés feuilletés voir [KT]. Si R véri�e iXR = 0 pour tout X ∈ Γ(F) on
dira que la connexion ∇ est basique et que E est un F -�bré. Le �bré E est
appelé F -�bré hermitien s'il est muni d'une connexion basique et d'une
métrique hermitienne plate le long des feuilles pour cette connexion.
La première partie de ce travail est consacrée à l'étude générale des
F -�brés hermitiens. Dans la deuxième partie, nous étudions les �brés pro-
jecti�és qui leur sont associés et nous démontrons le résultat suivant.

Théorème. Soient M une variété C∞ connexe, munie d'un �ot F et
E : E −→M un F-�bré hermitien. Alors la cohomologie basique de P (E),
�bré projecti�é de E, est le produit tensoriel de la cohomologie basique
de la base par la cohomologie de P (Cn). Dans la dernière partie, nous

dé�nissons les classes de Chern basiques, pour les F -�brés hermitiens et
nous montrons qu'elles mesurent l'obstruction à l'existence de sections
basiques linéairement indépendantes lorsque F est un �ot. Ensuite nous
établissons un principe de scindement feuilleté pour ces mêmes �brés ; plus
précisément on a le

Théorème principal. Soient M une variété C∞ connexe, munie d'un
�ot F et E : E −→M un F-�bré hermitien. Alors il existe une variété B
munie d'un �ot V et une application feuilletée σ : B −→M telles que

(1) le �bré vectoriel image réciproque de E au-dessus de B se décompose
en une somme directe de V-�brés hermitiens en droites,

(2) l'application σ∗ : H∗b (M) −→ H∗b (B), induite en cohomologie ba-
sique, est injective.
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On appelle classe caractéristique basique d'un F -�bré E −→ M toute
application qui à E associe une classe de cohomologie basique C(E) telle
que
i) si (N,V) est une autre variété feuilletée et f : N −→ M est une

application préservant les feuilletages alors C(f−1E) = f ∗C(E) ;
ii) si E ′ −→M est un autre F -�bré alors C(E ⊕ E ′) = C(E)C(E ′).
L'intérêt du théorème principal réside alors dans le fait suivant : pour

montrer que deux classes caractéristiques basiques sont égales, il su�t de
montrer qu'elles coïncident sur les F -�brés hermitiens de rang 1.

6. F-fibrés hermitiens

SoientM une variété C∞ connexe, munie d'un feuilletage F et P ι−→M
un �bré principal de groupe structural K ⊂ GL(n,C). Le groupe K agit
à droite sur P et sur son algèbre de Lie K par la représentation adjointe.
On note Vz l'espace tangent en z à la �bre de P .

6.1. Dé�nition. Une connexion sur P ι−→M est un sous-�bré vectoriel
H de TP tel que

i) pour tout z ∈ P TzP = Vz +Hz,
ii) pour tout k ∈ K et tout z ∈ P Hzk = (Rk)∗Hz où Rk est l'action

à droite de k sur P.
La restriction de ι∗ (la dérivée de ι) à Hz est un isomorphisme sur

Tι(z)M . Soit τ = ι−1
∗ (TF).

6.2. Dé�nition. On dira que P est feuilleté si τ est intégrable.

Dans ce cas τ dé�nit un feuilletage F̃ sur P de même dimension que F
et invariant par l'action à droite de K sur P . Par exemple si dimF = 1
tout �bré principal au-dessus de M est feuilleté.
On sait que H est le noyau d'une 1-forme ω sur P et à valeurs dans K.

Cette forme est appelée forme de connexion du �bré principal. Elle véri�e
les propriétés suivantes
1) i(Z)ω = Z pour Z ∈ K,
2) (Rk)∗ω = (Ad(k−1))ω.
Cette dernière propriété signi�e que ω est équivariante relativement à

l'action de K sur P .

6.3. Dé�nition. On dira que la connexion H est basique si la 1-forme
ω est basique (pour le feuilletage F̃). Un �bré principal feuilleté P est un
F-�bré s'il est muni d'une connexion basique.
Soit E −→ M un �bré vectoriel complexe de rang n dé�ni par un

cocycle {Uα, gαβ, K} où {Uα} est un recouvrement de M et les gαβ sont
les fonctions de transition Uα ∩Uβ −→ K ⊂ GL(n,C). On dira que E est
feuilleté si le �bré principal associé K −→ P −→ M l'est . Dans ce cas
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E peut être dé�ni à l'aide d'un cocycle dont les fonctions de transition
sont constantes sur les plaques de F . On dira que E est un F-�bré si P
est un F -�bré. Le �bré E s'obtient en prenant le quotient de P × Cn par
l'action diagonale de K. Le feuilletage F̃ induit alors un feuilletage FE
sur E. Un F-morphisme φ : (E, ω) −→ (E ′, ω′) entre deux F -�brés est un
morphisme de �brés qui envoie les feuilles de FE sur celles de FE′ et la
connexion de E ′ sur celle de E.
Soit E −→ M un F -�bré. Le �bré dual E∗ et toutes les puissances

extérieures Λ∗E, Λ∗E∗ sont des F -�brés ; en particulier le �bré

H2E = {2− formes hermitiennes sur E}
est un F -�bré.
On note C∞(E) l'espace des sections globales de E. On dira qu'une

section α ∈ C∞(E) est basique si ∇Xα = 0 pour tout X ∈ Γ(F). L'espace
C∞(E/F) des sections basiques de E est un module sur l'algèbre Ab(M)
des fonctions basiques.
Notons ∇2 : X (M) × C∞(H2E) −→ C∞(H2E) la dérivée covariante

induite par ∇ sur le F -�bré H2E.

6.4. Dé�nition. On dira que le F-�bré E est un F-�bré hermitien si
H2E admet une section basique <,> dé�nie positive. Une telle section
sera appelée métrique basique.
Ceci est équivalent à dire que E est un F -�bré dé�ni par un cocycle

feuilleté {Uα, gαβ, K} où K ⊂ SU(n).

6.5. Exemple. Supposons F dé�ni par un cocycle {Ui, fi, γij} où {Ui}i∈I
est un recouvrement ouvert de M , fi : Ui −→ T une submersion au-dessus
d'une variété transverse T et γij des di�éomorphismes locaux de T tels
que si Ui ∩ Uj 6= 0, le diagramme

Ui ∩ Uj
fi−→ T

|| ↑ γij

Ui ∩ Uj
fj−→ T

commute. On dira que F est riemannien si T est une variété riemannienne
et les γij sont des isométries locales. Dans ce cas la métrique sur T per-
met de dé�nir une métrique gT sur νF invariante le long des feuilles ; on
l'appelle métrique transverse ou basique. Soit un champ de vecteurs X sur
M ; la dérivée de Lie LXgT est dé�nie par

LXgT = X.gT (Y, Z)− gT ([X, Y ], Z)− gT (Y, [X,Z])

pour tous Y, Z ∈ X (M). On a LXgT = 0 pour tout X ∈ Γ(F) [Mo].
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Si F est riemannien le complexi�é νF ⊗C de son �bré normal ainsi que
toutes ses puissances extérieures Λ∗νF⊗C et Λ∗ν∗F⊗C sont des F -�brés
hermitiens.

6.6. Proposition. Soit E : E
π−→ M un �bré vectoriel complexe de rang

n et notons M1 = P (E)
π1−→M son projecti�é. Alors

i) si E est feuilleté, P (E) l'est aussi et dans ce cas
ii) π−1

1 E est un �bré feuilleté au-dessus de M1.

Démonstration. i) Le �bré E est dé�ni par un cocycle {Uα, gαβ}. Ce co-
cycle induit celui de P (E) : {Uα, gαβ} avec

gαβ : Uα ∩ Uβ −→ PGL(n,C) = GL(n,C)/(λId)λ∈C

tel que gαβ(x) = Ax où Ax est un di�éomorphisme de P (Cn) qui provient
d'un di�éomorphisme linéaire Ax de Cn. Il est alors clair que gαβ est
constant sur les plaques du feuilletage de M i.e P (E) est un �bré feuilleté.
Soit F1 le feuilletage ainsi dé�ni sur M1.

ii) Le �bré π−1
1 E est dé�ni par le cocycle {π−1

1 Uα, π
∗
1gαβ} où les fonctions

de transition sont π∗1gαβ(x) = gαβ(π1(x)) pour tout x ∈M1. Le diagramme
commutatif suivant

π−1
1 E −→ E
↓ 	 ↓ π
M1

π1−→ M

montre immédiatement que le cocycle π∗1gαβ est constant sur les plaques
du feuilletage de M1, c'est-à-dire π

−1
1 E est un �bré feuilleté au-dessus de

M1.

Un cas particulier de �brés feuilletés est constitué par les �brés plats. En
e�et ces �brés peuvent être dé�nis à l'aide d'un cocycle dont les fonctions
de transition sont constantes. On a alors un feuilletage sur E de même
dimension que la base M . A un �bré plat de �bre, un espace vectoriel V
(resp. une variété compacte V ), est associée une représentation du groupe
fondamental π1(M) dans le groupe des automorphismes linéaires de V
(resp. le groupe des di�éomorphismes de V ).

6.7. Lemme. Soit E : E −→ M un �bré vectoriel complexe plat de rang
n. Alors il existe une action linéaire de C∗ sur E qui préserve le feuilletage
FE.

Démonstration. Soit M̃
ρ−→ M le revêtement universel de M . Le �bré

image réciproque de E au-dessus de M̃ est trivial : ρ−1E = M̃ × Cn. On
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a une action de C∗ sur ρ−1E

C
∗ × (M̃ × Cn) −→ M̃ × Cn
(λ, (x̃, v)) −→ (x̃, λv)

Les feuilles sur M̃ × Cn étant les facteurs M̃ × {v}, cette action préserve
le feuilletage. D'autre part E est dé�ni par une représentation de π1(M)
dans GL(n,C). L'action de C∗ commute aux éléments du groupe linéaire ;
elle commute donc avec cette représentation et passe au quotient en une
action sur E = M̃ × Cn/π1(M) préservant le feuilletage FE.

6.8. Remarque. Sur le �bré E privé de la section nulle, l'action de C∗

est libre.

Rappelons que le sous-�bré tautologique au-dessus de P (E) est le sous-
�bré de π−1

1 E dont la �bre en un point lx est l'ensemble des vecteurs de
lx, où lx est vue comme une droite de E.

6.9. Proposition. Soit E : E −→M un �bré feuilleté. Alors le sous-�bré
tautologique au-dessus de P (E) est feuilleté.

Démonstration. Notons E0 le �bré E privé de la section nulle. On a le
diagramme commutatif suivant

E0|Uα
ϕα−→ Uα × {Cn − {0}}

p ↓ ↓ p′
P (E)|Uα −→

ϕα
Uα × P (Cn)

où ϕα et ϕα sont les trivialisations locales induites par celles de E respec-
tivement sur E0 et P (E) et p′(x, v) = (x, [v]) où [v] est la classe de v dans
P (Cn). Ceci dé�nit la projection p. Le feuilletage de E induit un feuille-
tage sur E0 qui se projette par p sur FP (E). D'après le lemme 1.7, sur la
restriction de E0 à chaque feuille de FP (E), on a une action libre de C∗ qui
préserve le feuilletage. Cette action s'étend en une action di�érentiable de
C
∗ sur E|Uα et commute au cocycle du �bré E. Par conséquent elle dé�nit

une action libre de C∗ sur E0 qui préserve le feuilletage FE0 . Autrement
dit C∗ −→ E0

p−→ P (E) est un �bré principal feuilleté. Le �bré vectoriel
associé S est un sous-�bré vectoriel de π−1

1 E. Il est obtenu à partir de E0

en prenant le quotient de E0 × C par l'action libre de C∗

λ.(z, v) = (zλ, λ−1v).

Soit z ∈ E0 tel que p(z) = lx ; la �bre de S en lx est l'ensemble des
vecteurs de la droite lx. Donc S est le sous-�bré tautologique au-dessus de
P (E).
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Maintenant plaçons nous dans le cas où E est muni d'une connexion
basique. Soit (Uα) un recouvrement de M tel que pour tout α il existe
une base de sections dé�nies sur Uα : (e1

α, . . . , e
n
α). La section ∇Xe

i
α s'écrit

alors

∇Xe
i
α =

n∑
j=1

Θα
ij(X)ejα

pour tout i ∈ {1, . . . , n} où les Θα
ij sont des 1-formes di�érentielles locales.

Si pour tout i ∈ {1, . . . , n}, eiα est basique alors Θα
ij(X) = 0 pour tout

X ∈ Γ(F).

6.10. Remarque. Dans le cas d'un F -�bré la matrice locale (Θα
ij)1≤i,j≤n

de connexion a pour coe�cients des 1-formes basiques.

La matrice de courbure s'écrit (cf. [We])

(Rα
ij) = d(Θα

ij) + (Θα
ij) ∧ (Θα

ij)

c'est-à-dire

Rα
ij = dΘα

ij +
n∑
k=1

Θα
ik ∧Θα

kj

pour tous i, j ∈ {1, 2, ..., n}. Elle a donc pour coe�cients des 2-formes
basiques.

6.11. Proposition. Le �bré E : E
π−→ M est un F-�bré si et seulement

si c'est un �bré feuilleté et sa matrice de courbure (Rα
ij) sur chaque Uα est

constituée de formes basiques.

Démonstration. Montrons que E est un F -�bré. Soient (e1
α, . . . , e

n
α) une

base de sections basiques dé�nies sur Uα et (e1
β, . . . , e

n
β) une base de sec-

tions basiques dé�nies sur Uβ. Sur l'intersection de ces ouverts, la matrice
de changement de base de (e1

β, . . . , e
n
β) sur (e1

α, . . . , e
n
α) n'est autre que le

cocycle gαβ et (Rα
ij) = gαβ(Rβ

ij)g
−1
αβ (cf. [We]). Comme gαβ est constant

sur les plaques de F , on en déduit que la matrice de courbure formée de
2-formes basiques dé�nit une courbure basique globale. La réciproque est
immédiate.

6.12. Proposition. Soit E : E −→M un F-�bré hermitien. Alors π−1
1 E

est un F1- �bré hermitien.
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Démonstration. Reprenons le diagramme commutatif

π−1
1 E −→ E
↓ 	 ↓ π
M1

π1−→ M

et soient (e1, . . . , en) une base de sections basiques de E dé�nies sur U et
(e′1, . . . , e

′
n) la base de sections basiques de π−1

1 E dé�nies par e′i = ei ◦ π1

sur π−1
1 (U). La matrice de connexion (Θ′ij) de π

−1
1 E véri�e

Θ′ij = π∗1Θij.(11)

Notons (R′ij) la matrice de courbure associée à la matrice de connexion
(Θ′ij). On a

(R′ij) = d(Θ′ij) + (Θ′ij) ∧ (Θ′ij).

Mais d'après (1) on obtient

(R′ij) = d(π∗1Θij) + (π∗1Θij) ∧ (π∗1Θij)

= (dπ∗1Θij) + (π∗1Θij) ∧ (π∗1Θij)

= π∗1d(Θij) + π∗1(Θij) ∧ π∗1(Θij)

= π∗1(Rij).

De plus on a

dπ∗1Θij(X, Y ) = π∗1dΘij(X, Y )

= dΘij(dπ1(X), dπ1(Y )).

Si X est tangent au feuilletage F1 de M1 alors dπ1(X) est tangent au
feuilletage de M . Par conséquent π∗1dΘij(X, Y ) = 0 pour tout X tangent
à F1 et tout Y ∈ X (M1) car Θij est une 1-forme basique. De même
π∗1(Θik ∧ Θkj)(X, Y ) = 0. On en déduit que la matrice de courbure de
π−1

1 E est constituée de 2-formes basiques. La proposition 1.11 et le fait
que les cocycles de π−1

1 E et de E sont à valeurs dans le même groupe
SU(n) permettent alors de conclure.

Soient E : E −→ M un F -�bré hermitien, S un sous-�bré de E et S⊥

son orthogonal. Le fait que S soit feuilleté n'implique pas que S⊥ le soit
aussi. Par exemple, considérons la sphère S2 plongée dans R3 munie du
feuilletage dont elle-même est la seule feuille. La restriction à S2 du �bré
tangent à R3 est un �bré trivial E de rang 3. Comme S2 est orientable,
son �bré normal S est un sous-�bré trivial de E. Cependant l'orthogonal,
le �bré tangent à S2, n'est pas plat. On complexi�e ces �brés et on obtient
l'exemple voulu. Toutefois on a la
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6.13. Proposition. Supposons S et son orthogonal S⊥ feuilletés. Alors
S et S⊥ sont des F-�brés hermitiens.

Démonstration. Soit(Uα, φα) une trivialisation de E. On a

π−1(Uα ∩ Uβ)
ϕβ−→ Uα ∩ Uβ × Cn

|| ↓ gαβ
π−1(Uα ∩ Uβ)

ϕα−→ Uα ∩ Uβ × Cn

et gαβ : Uα ∩ Uβ −→ SU(n) car E est un F -�bré hermitien. Comme S et
S⊥ sont feuilletés, il existe une application continue λα : Uα −→ SU(n)

feuilletée et telle que gαβ = λα

(
gSαβ 0

0 gS
⊥

αβ

)
λ−1
β sur Uα ∩Uβ où gSαβ et gS

⊥

αβ

sont les cocycles de S et S⊥. Ce changement de repère λα nous donne

Rα = λ−1
α

(
RS
α 0

0 RS⊥
α

)
λα.

Comme la matrice Rα est constituée de 2-formes basiques, il en sera de
même pour les matrices de courbure RS

α et RS⊥
α de S et de S⊥. Le fait que

les fonctions de transition de S et S⊥ soient feuilletées et la proposition
1.11 permettent de dire que S et S⊥ sont des F -�brés. On a alors un
F -isomorphisme entre E et S ⊕ S⊥. En plus la métrique basique sur E
induit une métrique basique sur chacun des sous-�brés. Ceci termine la
démonstration de la proposition.

7. Fibré projectifié d'un F-fibré hermitien

Soient M une variété C∞ connexe munie d'un �ot F et E : E
π−→ M

un F -�bré hermitien de rang n.

Dans toute la suite le �bré projecti�é sera noté P (Cn) −→ P
π1−→ M .

Soit SU(n) −→ P −→M le �bré principal associé à E. On a une action de
SU(n) sur P×P (Cn) et comme dans [GHV] le �bré projecti�é est obtenu
en prenant le quotient de P × P (Cn) par cette action. Le feuilletage FP
sur P est obtenu de la façon suivante. Sur chaque facteur P ×{e} on met
le feuilletage F̃ . On obtient de cette façon un feuilletage SU(n)-invariant
sur P × P (Cn) qui passe au quotient.

7.1. Remarques et dé�nitions. i) Comme E est un F -�bré hermitien,
le �bré principal associé P a une 1-forme de connexion basique SU(n)-
invariante ; elle dé�nit donc une connexion basique sur P dont on notera
H ⊂ TP le �bré horizontal associé. Convenons de dire qu'un vecteur
tangent de P est horizontal s'il est tangent �à la connexion H ; vertical s'il
est tangent aux �bres de P −→M . Soient p et q deux entiers naturels. On
dira que α ∈ Ωp+q

b (P ) est de type (p, q) si α(Z1, . . . , Zp+q) = 0 sauf si les
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champs de vecteurs Zi sont p vecteurs horizontaux et q vecteurs verticaux.
On note Ωp,q

b (P ) l'ensemble des formes basiques de type (p, q).
ii) Rappelons que le �bré π1 : P −→ M est feuilleté et est dé�ni par

un cocycle {Ui, γij} dont les fonctions de transition γij sont constantes sur
les plaques et à valeurs dans PSU(n). Chaque application γij induit un
automorphisme γ∗ij de l'espace de Fréchet Ωq(P (Cn)) des q-formes di�éren-
tielles sur P (Cn). On peut donc associer à P −→ M un �bré localement
trivial feuilleté Aq au-dessus de M de �bre Ωq(P (Cn)).
iii) On note Ωp(M,Aq) l'ensemble des p-formes sur M à valeurs dans

Aq ; un élément α ∈ Ωp(M,Aq) est une collection d'éléments αi ⊗ βi dans
Ωp(Ui)⊗ Ωq(P (Cn)) véri�ant pour tout x ∈ Ui ∩ Uj 6= ∅

αi(x)⊗ βi = αj(x)⊗ (γ∗ij(x)(βj)).

On dira qu'un élément α = {αi ⊗ βi} de Ωp(M,Aq) est basique si αi est
basique pour tout i. L'ensemble de ces éléments sera noté Ωp

b(M,Aq).
iv) On a une application J de Ωp,q

b (P ) dans Ωp
b(M,Aq) qui à α associe

J(α) telle que l'évaluation

J(α)x
(
X1(x), . . . , Xp(x)

)
z

(
(Y1(z), . . . , Yq(z)

)
soit égale à

αz
(
X̃1(z), . . . , X̃p(z), Y1(z), . . . , Yq(z)

)
où π1(z) = x et X̃i(z) est le champ relevé du champ Xi(x) de M à P
à l'aide de la connexion H. On voit facilement que cette application est
injective. Elle est aussi surjective. En e�et soient α′ ∈ Ωp

b(M,Aq), x ∈ M
et z ∈ P tel que π1(z) = x ; on pose

αz
(
T1(z), . . . , Tp(z), Y1(z), . . . , Yq(z)

)
égal à

α′x
(
T 1(x), . . . , T p(x)

)
z

((Y1(z), . . . , Yq(z))

où pour tout k = 1, . . . p, T k(x) = dzπ1(Tk(z)). La forme α ainsi dé�nie sur
P est de type (p, q) et basique. L'application J : Ωp,q

b (P ) −→ Ωp
b(M,Aq)

est donc un isomorphisme.

Le résultat suivant est un élément clé pour la démonstration du théo-
rème principal.

7.2. Théorème. Soient M une variété C∞ connexe, munie d'un �ot et
E : E −→ M un F-�bré hermitien. Alors la cohomologie basique de
P = P (E) est le produit tensoriel de la cohomologie basique de M par
la cohomologie de la �bre : H∗b (P ) = H∗b (M)⊗H∗(P (Cn)).
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Démonstration. On a pour tout r ∈ N

Ωr
b(P ) =

⊕
p+q=r

Ωp,q
b (P ).

On pose

F pΩp+q
b (P ) = Ωp+q,0

b (P ) + . . .+ Ωp,q
b (P ).

On a de façon évidente

F p+1Ωp+q
b (P ) ⊂ F pΩp+q

b (P )

pour tous p, q ∈ N.
On obtient ainsi une �ltration décroissante de Ωp+q

b (P ) dont il est facile
de véri�er qu'elle est compatible avec la di�érentielle extérieure d. Elle
dé�nit donc une suite spectrale (Er, dr)r∈N convergeant vers H∗b (P ) et de
terme

Epq
0 = F pΩp+q

b (P )/F p+1Ωp+q
b (P ) = Ωp,q

b (P )

qui est encore isomorphe via J à Ωp
b(M,Aq). Nous allons expliciter les

termes Epq
1 et Epq

2 . Sur Ωp,q
b (P ), la di�érentielle extérieure d se décompose

en trois parties d0,1, d1,0 et d2,−1. La première véri�e d2
01 = 0 et consiste à

dériver dans la direction verticale ; elle est dé�nie comme suit : soient
α ∈ Ωp,q

b (P ), X1, . . . , Xp des champs horizontaux et Y1, . . . , Yq+1 des
champs verticaux ; alors on a

d01α(X1, . . . , Xp, Y1, . . . , Yq+1) =
q+1∑
i=1

(−1)iYi · α(X1, . . . , Xp, Y1, . . . , Ŷi, . . . , Yq+1)

+
∑
i<j

(−1)i+jα(X1, . . . , Xp, [Yi, Yj], Y1, . . . , Ŷi, . . . , Ŷj, . . . , Yq+1)

La deuxième d10 consiste à dériver dans la direction horizontale et la troi-
sième est un opérateur di�érentiel de type (2,−1).
Sur

Ω∗b(M,A∗) =
⊕
r≥0

(⊕
p+q=r

Ωp
b(M,Aq)

)
on met la di�érentielle δ = J ◦ d ◦ J−1 qui se décompose en trois parties
δ01, δ10 et δ2,−1 ; la première est de carré nul et véri�e

J(d01(α)) = δ01J(α).

C'est l'opérateur

δ01 : Ωp
b(M,Aq) −→ Ωp

b(M,Aq+1)
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qui à α = {αi ⊗ βi} associe δ01α = {αi ⊗ dβi}. Soit Hq(P (Cn)) le préfais-
ceau localement constant sur M de �bre l'espace vectoriel de cohomologie
Hq(P (Cn)). On peut le voir aussi comme �bré vectoriel plat au-dessus de
M . On a alors

Epq
1 = Ωp

b(M,Hq(P (Cn)).

Le groupe fondamental de M , agissant par isométries sur P (Cn), agit tri-
vialement sur Hq(P (Cn)) (la cohomologie de P (Cn) étant engendrée par la
forme de Kähler associée à la métrique de Fubini-Study qui est invariante
par tout sous-groupe d'isométries de P (Cn)). Comme en plus Hq(P (Cn))
est de dimension �nie on a

Epq
2 = Hp

b (M)⊗Hq(P (Cn)).

Il reste à montrer que la suite spectrale (Er, dr) stationne au terme E2.
Soit r ≥ 1. Un élément α de E0,q

r est un cobord pour dr si et seulement
si il existe β dans E−r,q+r−1

r tel que drβ = α. L'espace vectoriel E−r,q+r−1
r

étant réduit à {0}, on a E0,q
r+1 = Kerdr. On obtient alors une suite d'ho-

momorphismes injectifs :

E0,q
∞ = E0,q

q+2 ↪→ E0,q
q+1 ↪→ E0,q

q ↪→ ... ↪→ E0,q
2

L'égalité E0,q
∞ = E0,q

q+2 se démontre de la façon suivante : Eq+2,−1
q+2 = 0 donc

dq+2 = 0 ; d'où E0,q
q+2 = E0,q

q+3 et ainsi de suite. De plus comme

Ep,q
2 = Hp

b (M)⊗Hq(P (Cn))

et H0
b (M) = H0(M) = R on a E0,q

2 = Hq(P (Cn)). D'autre part il est clair
que l'application canonique

Hq
b (P ) −→ E0,q

∞
est surjective.
En résumé on a une suite d'homomorphismes

Hq
b (P )� E0,q

∞ = E0,q
q+2 ↪→ E0,q

q+1 ↪→ ... ↪→ E0,q
2 = Hq(P (Cn)).

D'après [MaC], la composée de ces homomorphismes est i∗ (l'homomor-
phisme transposé de i : P (Cn) ↪→ P ). Montrons que i∗ est surjectif.
Comme dimF = 1, en vertu de la proposition 1.13, le sous-�bré tautolo-

gique S au-dessus de P est un FP -�bré hermitien. Sa matrice de courbure
sur Uα se réduit à une 2-forme basique wα car S est un �bré en droites.
De ce fait, wα est égale au polynôme symétrique de degré 1 de la �ma-
trice" (wα) = Rj et sur Uα ∩ Uβ on a wα = wβ. On construit de cette
façon une 2-forme basique fermée w ([BC]) et on obtient une classe de
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cohomologie globale [ i
2π
w] = c1(S) qui habite dans H2

b (P ). De plus, la
restriction de S au-dessus de P = P (E) à une �bre P (Ep) = P (Cn) est le
sous-�bré tautologique S de P (Ep) i.e. S = {(l, z) ∈ P (Cn)×Cn : z ∈ l}.
Notons f : P −→ P (Ep) l'application �restriction" ; on a un diagramme
commutatif (cf. [BT] et [We]) :

S = f−1S −→ S
↓ 	 ↓

P (E) = P −→
f

P (Ep)

D'où f ∗c1(S) = c1(S). En e�et, on dé�nit la matrice de connexion de S,

qui est une 1-forme, de manière à ce que Rj = f ∗R
j
où R

j
est la matrice de

courbure de S réduite à une 2-forme. Prenons x = −c1(S) ; la restriction
de x à P (Ep) dé�nit c1(S). On en déduit que 1, x, x2, . . . , xn−1 sont des
classes de cohomologie basique de P dont les restrictions à chaque �bre
P (Cn) engendrent sa cohomologie d'où la surjectivité de i∗.
Ceci entraîne que les injections précédentes sont des isomorphismes. Par

conséquent on a
E0,q
∞ = E0,q

2 = Hq(P (Cn))

d'où la nullité des di�érentielles dr (r ≥ 2). D'autre part, comme d1 :
Ep,0

1 −→ Ep+1,0
1 = Ωp+1

b (M), on a Ep,0
2 = Hp

b (M). Comme l'espace vec-
toriel Ep+2,0−2+1

2 est nul, on a d2 = 0 sur Ep,0
2 . Un raisonnement par

récurrence montre que les di�érentielles dr (r ≥ 2) sont nulles sur Ep,0
2 .

Comme d2 est une antidérivation et est nulle sur Ep,0
2 ainsi que sur E0,q

2 ,
elle sera nulle sur

Ep,q
2 = Hp

b (M)⊗Hq(P (Cn)).

On obtient alors Ep,q
3 = Ep,q

2 . En appliquant le même argument pour d3

et en continuant de la même façon pour les di�érentielles suivantes, on
montre que Epq

∞ = Epq
2 c'est-à-dire que la suite Er stationne au terme E2.

Par conséquent on a

H∗b (P ) = H∗b (M)⊗H∗(P (Cn)).

Ceci termine la démonstration.

8. Classes de Chern basiques et scindement feuilleté

8.1. Remarque. Comme E : E
π−→ M est un F -�bré, le polynôme sy-

métrique de degré k (homogène) de la matrice de courbure multiplié par
i

2π
dé�nit une classe de cohomologie basique globale ck(E) ∈ H2k

b (M).

Notons c(E) =
∑n

k=0 ck(E) ∈ H2∗
b (M). Les propositions suivantes montrent

que les classes de cohomologie basique c1(E) . . . cn(E) véri�ent les mêmes
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propriétés que celles des classes de Chern classiques. On les appelle les
classes de Chern basiques du F -�bré hermitien E.

8.2. Proposition. Soient N une variété di�érentiable, E : E −→ (M,F)
et E ′ : E ′ −→ (M,F) deux F-�brés hermitiens. On a les propriétés sui-
vantes

i) soit f : N −→M une application di�érentiable transverse au feuille-
tage induisant un feuilletage F1 sur N . Alors f−1E est un F1-�bré her-
mitien et c(f−1E) = f ∗c(E) ∈ H2∗

b (N) ;
ii) c(E ⊕ E ′) = c(E)c(E ′) ;
iii) c(E) ne dépend que de la classe d'isomorphie du F-�bré hermitien ;
iv) le �bré dual E∗ de E est un F-�bré hermitien et ses classes de Chern

basiques véri�ent cj(E
∗) = (−1)jcj(E).

Démonstration. i) Les démonstrations des propositions 1.6 et 1.12 res-

tent valables si on remplace P (E) −→M par N
f−→M avec f transverse

au feuilletage. Par conséquent f−1E est un F1-�bré hermitien et si on note
(Rij) (resp. (R′ij)) la matrice de courbure de E (resp. f−1E) on a

(R′ij) = f ∗(Rij).

On en déduit (cf. [We]) que c(f−1E) = f ∗c(E).

ii) Le �bré E (resp. E ′) est muni d'une connexion basique ∇ (resp. ∇′)
de matrice de connexion (Θij) (resp. (Θ′ij)) dé�nie sur un ouvert Uα de
M . Il est facile de voir que l'application

∇′′ = ∇⊕∇′ : X (M)× C∞(E ⊕ E ′) −→ C∞(E ⊕ E ′)

de matrice (Θ′′ij) =

(
(Θij) 0

0 (Θij)

)
est une connexion du �bré E ⊕ E ′.

Donc sa matrice de courbure (R′′ij) =

(
(Rij) 0

0 (R′ij)

)
est constituée de

formes basiques. De plus l'élément du cocycle g′′αβ de E ⊕ E ′ dé�ni sur

Uα ∩Uβ est feuilleté car g′′αβ =

(
gαβ 0
0 g′αβ

)
. La proposition 1.11 permet

alors de dire que c'est un F -�bré. Et il est évident que son cocycle est à
valeurs dans le groupe spécial unitaire adhoc. Nous avons

det

(
i

2π
(R′′ij) + tId

)
= det

(
i

2π
(Rij) + tId

)
∧ det

(
i

2π
(R′ij) + tId

)
comme polynôme en t. Mais les coe�cients de ces polynômes sont les
polynômes symétriques respectifs des matrices i

2π
(R′′ij),

i
2π

(Rij) et i
2π

(R′ij) ;
donc si on prend t = 1, on trouve

c(E ′′)|Uα = c(E)|Uα ∧ c(E ′)|Uα .
Par conséquent, on a bien c(E ⊕ E ′) = c(E)c(E ′).



34

iii) Supposons que ψ : E −→ E ′ soit un isomorphisme de F -�brés
hermitiens. Soient (e1, . . . , en) une base de sections basiques de E dé�nies
sur U et (e′1, . . . , e

′
n) la base de sections basiques de E ′ dé�nies sur le

même ouvert par e′i = ψ(ei). La matrice de connexion (Θ′ij) véri�e Θ′ij =
Θij ; ce qui donne l'égalité des matrices de courbure. On en déduit que
c(E) = c(E ′).

iv) Le cocycle g∗αβ de E∗ est feuilleté car g∗αβ = transposé(g−1
αβ ). De

plus (cf.[We]), sa matrice locale de courbure est (Θ∗ij) = −t(Θij). D'où
(R∗ij) = −t(Rij). En résumé, E∗ est un �bré feuilleté dont la matrice de
courbure est constituée de formes basiques. C'est donc un F -�bré. Soit n
le rang de E. Comme gαβ ∈ SU(n), il est clair que g∗αβ ∈ SU(n) ; ce qui
assure que E∗ est un F -�bré hermitien.
Notons Φk(A) le polynôme symétrique de la matrice A, on a

ck(E
∗) = Φk

(
i

2π
(R∗ij)

)
= (−1)kΦk

(
i

2π
(Rij)

)
= (−1)kck(E)

car Φk est homogène de degré k et est invariant par transposition puisque
c'est un déterminant. Ceci termine la démonstration. �

La proposition suivante montre que dans le cas où F est un �ot, ces
classes de cohomologie basique sont des obstructions à l'existence de sous-
F -�brés hermitiens triviaux.

8.3. Proposition. Soient M une variété C∞ connexe munie d'un �ot F
et E : E −→ (M,F) un F-�bré hermitien de rang n. Alors si E possède
r sections basiques partout linéairement indépendantes, on a ck(E) = 0,
pour k = n− r + 1, . . . , n.

Démonstration. Supposons d'abord r = n. Dans ce cas, E est trivial.
Toutes les classes ck(E) sont alors nulles.
Maintenant supposons r < n. Le �bré E possède alors un sous-�bré

feuilleté S, de rang r, isomorphe à un �bré feuilleté trivial. Mais d'après
la proposition 1.13, S et son orthogonal S⊥ sont des F -�brés hermitiens.
Nous avons donc c(S) = 1 (cf. plus haut) et c(S)c(S⊥) = c(E) (cf. 3.2.ii)).
Comme S⊥ est de rang n− r, nous obtenons

c(E) = 1 + c1(E) + . . .+ cn(E)

= 1 + c1(S⊥) + . . .+ cn−r(S
⊥)

ce qui donne ck(E) = 0 k = n− r + 1, . . . , n. �
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8.4. Remarque. Supposons que F est un �ot. Posons x = −c1(S). Comme
dans [BT], d'après le théorème 2.2, les éléments 1, x, . . . xn−1 sont linéai-
rement dépendants sur H∗b (M). On a

xn + c1(E)xn−1 + . . .+ cn−1(E)x+ cn(E) = 0

et

H∗b (P (E)) = H∗b (M)[x]/(xn + c1(E)xn−1 + . . .+ cn−1(E)x+ cn(E)).

Nous allons maintenant démontrer le théorème principal donné en in-
troduction et dont on rappelle l'énoncé :

8.5. Théorème de scindement feuilleté. Soient M une variété C∞

connexe, munie d'un �ot F et E : E −→ (M,F) un F-�bré hermitien.
Alors il existe une variété B munie d'un �ot V et une application feuilletée
σ : B −→M telles que

i) le �bré image réciproque de E au-dessus de B se décompose en une
somme directe de V-�brés hermitiens en droites Si i.e.

σ−1E = S1 ⊕ . . .⊕ Sn
ii) L'application σ∗ : H∗b (M) −→ H∗b (B) induite par σ en cohomologie

basique est injective.

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur le rang du
�bré. Si E est de rang 1, il n'y a rien à démontrer. Si E est de rang 2, on
peut prendre B = P (E). Le �bré tautologique et son orthogonal sont des
sous-�brés en droites de σ−1E. La propositions 1.13 et le théorème
2.2 permettent alors de conclure. Supposons que la propriété soit vraie
à l'ordre r − 1 et prenons E de rang r. Au-dessus de cette variété, le
�bré image réciproque de E se décompose en une somme de deux �brés
S1 ⊕ Θ1 qui sont d'après la proposition 1.13 des F1-�brés hermitiens.
Mais l'orthogonal du sous-�bré tautologique, Θ1 −→M1, est de rang r−1 ;
donc d'après l'hypothèse de récurrence, il existe une variété feuilletée B
et une application σ : B −→ M1 telles que σ−1Θ1 = S2 ⊕ . . .⊕ Sr et σ∗ :
H∗b (M1) −→ H∗b (B) est injective. Dans ce cas σ−1E = σ−1(S1)⊕ . . .⊕ Sr,
i.e on a un diagramme commutatif (dont les �èches sont toutes feuilletées)

σ−1(S1)⊕ . . .⊕ Sr −→ π−1
1 E = S1 ⊕Θ1 −→ E

↓ 	 ↓ 	 ↓ π
B −→

σ
M1 = P (E) −→

π1

M

Comme les applications σ∗ et π∗1 sont injectives, l'application

σ∗ ◦ π∗1 : H∗b (M) −→ H∗b (B)

l'est aussi. Ce qui termine la démonstration.
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8.6. Application. Soient M une variété C∞ connexe, munie d'un �ot F
et E −→ M , E ′ −→ M deux F -�brés hermitiens de rangs respectifs n
et n′. A l'aide du théorème 3.5, on peut calculer les classes de Chern
basiques totales des F -�brés hermitiens E ⊗ E ′ et ∧rE.
Calculons tout d'abord la classe de Chern basique d'un produit tensoriel

de F -�brés hermitiens en droites L et L′. On note RL, RL′ et RL⊗L′ les
courbures des connexions de L, L′ et L⊗L′. Soit (σ, τ) ∈ C∞(L)×C∞(L′) ;
d'après [GHV]

RL⊗L′(σ ⊗ τ) = RLσ ⊗ τ + σ ⊗RL′τ.

Comme ces �brés sont de rang 1, les matrices locales de courbure se ré-
duisent à des 2-formes basiques. Par conséquent, sur chaque ouvert trivia-
lisant Uα

i

2π
wL⊗L

′

α =
i

2π
wLα ⊗ 1 + 1⊗ i

2π
wL
′

α

et sur Uα ∩ Uβ on a wL⊗L
′

α = wL⊗L
′

β , wLα = wLβ ainsi que wL
′

α = wL
′

β . On en
déduit que

c1(L⊗ L′) = c1(L) + c1(L′).(12)

Supposons que E soit une somme directe de F -�brés hermitiens en
droites : E = ⊕ni=1Li. On note xi = c1(Li). On a

∧rE =
⊕

1≤i1<...<ir≤n

(Li1 ⊗ . . .⊗ Lir).

Comme dans [BT], en utilisant 3.2.ii) et (2), on montre que

c(∧rE) =
∏

1≤i1<...<ir≤n

(1 + xi1 + . . .+ xir).

Le membre de droite de l'égalité étant symétrique en les xi, la classe de
Chern basique totale de ∧rE s'écrit sous la forme d'un polynôme Q en les
classes de Chern basiques c1(E), . . . , cn(E). En appliquant le théorème
3.5, on obtient c(∧rE) = Q(c1(E), . . . , cn(E)) pour tout F -�bré hermitien
de rang n. En fait ce polynôme ne dépend que de r et n (voir [BT]).

On prend maintenant E = ⊕ni=1Li et E
′ = ⊕n′j=1L

′
j. On note xi = c1(Li)

et yj = c1(L′j). On a

c(E ⊗ E ′) =
∏

1 ≤ i ≤ n
1 ≤ j ≤ n′

(1 + xi + yj).

De même la classe de Chern basique totale de E⊗E ′ s'écrit sous la forme
d'un polynôme T en les classes de Chern basiques de E et de E ′. Le
théorème 3.5 nous dit alors que l'égalité

c(E ⊗ E ′) = T (c1(E), . . . , cn(E), c1(E ′), . . . , cn′(E
′))
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est vraie pour tous F -�brés hermitiens E et E ′ de rangs respectifs n et n′.

Donnons quelques cas particuliers. a) pour n = 3 et r = 2

c(∧2E) = (1 + c1(E))3 − c1(E)(1 + c1(E))2 + c2(E)(1 + c1(E))− c3(E).

b) pour n quelconque et n′ = 1

c(E ⊗ E ′) =
n∑
i=0

ci(E)(1 + c1(E ′))n−i.

c) pour n = n′ = 2

c(E ⊗ E ′) = c2 + C2 + 3c1C1 + C1c
2
1 + C2

1c1

+ C2
1c2 + c2

1C2 + 2C1c2 + 2c1C2

+ C1c1c2 + c1C1C2 − 2C2c2

où ci = ci(E) et Ci = ci(E
′).
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