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AVANT-PROPOS

Par I'apport de ses outils performants, la théorie des fonctions d’une variable complexe
a contribué a la compréhension de la géométrie différentielle et la topologie des surfaces.
C’est la raison qui a motivé mon choix de mettre ces deux themes dans un texte commun.
Celui-ci se compose de deux parties ayant constitué les contenus de cours que j’ai dispensés
en Licence et en Master a 1’Université Polytechnique Hauts-de-France.

La premiere partie introduit ’analyse complexe en dimension un. Ce qui suppose bien
entendu une connaissance maitrisée des nombres complexes. On en expose l’essentiel au
chapitre I. On construit le corps (C, +, X) et on liste ce qu’on peut en dire d’important. On
définit ses objets géométriques comme le module, 'argument, et on donne 'interprétation
des opérations algébriques en termes de transformations : 'addition et la multiplication
correspondent respectivement a translater et a appliquer une similitude directe.

La notion de série entiere est fondamentale dans cette partie. On l'introduit dans le
chapitre IT avec les objets qui lui sont rattachés (en premier lieu son rayon de convergence)
et quelques-unes de ses propriétés essentielles : ’analyticité de la fonction qu’elle définit,
I'unicité du prolongement analytique de celle-ci (quand elle en admet) et ses zéros qui sont
toujours isolés.

Les fonctions holomorphes apparaissent au chapitre III. Leur définition principale en
est donnée : celle de 'existence de la dérivée au sens complexe. Géométriquement, cette
propriété force la différentielle réelle, a priori R-linéaire, a étre en fait C-linéaire, ce qui
amene les conditions de Cauchy-Riemann qui sont un critere pratique d’holomorphie. On
définit 'intégrale d’une fonction complexe f sur un chemin, en insistant sur ses propriétés
bien particulieres lorsque f est holomorphe.

S’ensuivent, au chapitre IV, la formule intégrale de Cauchy et ce qu’elle permet
d’établir, par exemple ’analyticité d’'une fonction holomorphe et le développement de
Laurent (au chapitre VI).

Au chapitre V on étudie les homographies (sous 'aspect analytique et géométrique)
de la sphere de Riemann C=Cu {o0}. Le groupe des homographies y est décrit et
mis en lien avec le groupe SL(2,C). On y détermine aussi explicitement le groupe des
biholomorphismes du disque unité ouvert et celui du demi-plan supérieur.

Le chapitre VI est consacré aux singularités d’une fonction holomorphe : apparente,
pole ou singularité essentielle. Ce qui amene de facon naturelle a la notion de fonction
méromorphe, ensuite au théoreme des résidus et ses fameuses applications au calcul effectif
des intégrales de fonctions d’une variable réelle. On termine par le principe de 'argument
et le théoreme de Rouché.

Des exercices résolus sont proposés a la fin de chaque chapitre. Certains d’entre eux
sont longs mais traitent souvent d’une notion apportant un complément au cours.

Plus réduite, la deuxieme partie est consacrée a une introduction élémentaire aux
surfaces riemanniennes avec un peu d’insistance sur le cas hyperbolique. Dans beaucoup
d’endroits, 'utilisation des outils développés dans la premiere partie s’est avérée pertinente.



Dans le chapitre VII, on introduit la notion de surface différentiable a I’aide des cartes
locales. Celles-ci permettent de transposer ce qu’on sait faire sur les ouverts du plan pour
définir 'espace tangent, les champs de vecteurs, les formes différentielles... L’orientabilité
d’une surface assure l’existence des formes volume qui donnent des mesures régulieres
similaires & la mesure de Lebesgue sur Uespace euclidien R?. Les actions libres et propres
de groupes discrets offrent un bon moyen pour fabriquer des surfaces.

Les métriques riemanniennes et les objets géométriques associés (par exemple la
longueur d’une courbe) sont définis dans le chapitre VIII. Suivent, dans le chapitre IX,
les connexions affines, les connexions riemanniennes et le théoreme de Levi-Civita. On
calcule en détail la courbure sectionnelle des trois surfaces R?, S? et H (munies de leurs
métriques respectives habituelles) et on détermine explicitement les géodésiques des deux
premieres. On clot le chapitre par 1’énoncé du théoreme de classification des surfaces
simplement connexes a courbure constante.

Le dernier chapitre est dédié a I’étude spécifique du demi-plan H, ses géodésiques, son
groupe d’isométries et a I’énoncé du théoreme de Poincaré.

Contrairement a la premiere partie on n’a proposé que des exercices en vrac, sans
solutions, laissant ainsi le soin au lecteur de réfléchir dessus et de les résoudre lui-méme.

Une «troisieme partie » de cet ouvrage consiste en cinq compléments. Ils sont peu
développés et ne sont la que pour donner une idée de certaines notions utilisées dans les
deux premieres.

Dans Complément 1, on donne deux démonstrations du théoreme fondamental de
I’algebre : une par le théoreme de Liouville et I'autre utilisant des outils élémentaires de
topologie algébrique.

Complément 2 est un regard furtif sur des ouverts du plan complexe, des simplement
connexes a quelques autres : les couronnes par exemple.

Complément 3 est une introduction au groupe fondamental et aux revétements. On
donne le calcul explicite du groupe fondamental d’un espace d’orbites (obtenu par une
action libre et propre d’un groupe discret). On explique ’énoncé et la signification du
théoreme de Van Kampen et on 'applique sur quelques exemples.

Complément 4 est constitué de quelques éléments de la théorie des groupes pour
éclairer la lecture de certains passages dans les deux parties principales. On y introduit
la notion de section, celle d’extension, de produit semi-direct, les groupes résolubles et
les groupes nilpotents. On montre aussi comment est bati un groupe dénombrable par
générateurs et relations ainsi que la définition de la somme amalgamée (celle-ci intervient
de fagon déterminante dans le théoreme de Van Kampen).

Complément 5 est un exposé rapide sur la notion de courbe elliptique : sa définition
a partir d’un réseau de C, sa structure complexe et la variation de celle-ci en fonction
du réseau. On y définit les fonctions elliptiques et on indique comment la fonction de
Weierstrass (la plus célebre d’entre elles) permet de plonger une courbe elliptique en courbe
algébrique dans le plan projectif P?(C).

Lille, mai 2021
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