Ex1. Formule de Wallis

T
Soit n un entier naturel et I, = J-OA sin” xdx .

1. En intégrant par parties, montrer que, pour toutn=2,ona: nl, =(n-DI__, (1).
2. Calculer I, et I,, et prouver par récurrence que, pour n =1,
Ix3x5x..x(2n—-1) = 2x4x6x..%x2n 1
n— X— et I2n+l = x .
2x4x6x%...x2n 2 Ix3x5x..x(2n—1) 2n+1

3. a) En revenant a la définition de I, , sous forme d'intégrale, montrer que la suite (I) est

15

décroissante.

b) En déduire, a laide de (1), que : 11
n

.1
¢) Montrer alors que : lim 22 =1,
n—+w 12n

4. Etablir la formule de WALLIS (mathématicien anglais 1616-1703) :

. 2x4x6x%...x2n ? 1 b
lim X =—.
n—>+oo| [ x3x5x%...2n —1) 2n+1 2

Ex2. Constante d'Euler.

1. n est un nombre entier supérieur ou égal a deux. A 1'aide d'un encadrement par la méthode

n

1 C
des rectangles de J‘Idt , montrez I'inégalité :
1

1 1 1 1 1 1
—+—+..+—<Ihn<l+—+—+...+—.
2 3 n 2 3 n—1

2. a) Déduisez-en l'inégalité : In(n + 1) <1+ % + % +...+ 1 <l+Inn.
n

b) On pose u, =1+ % +...+ 1 . Quelle est la limite de (u,) ?
n
3. Soit (v, ) la suite définie par v, =u, —Inn. Quel est le signe de v ?

n+l
4. a) En minorant 1'intégrale .[ —dt, montrez I'inégalité : In(n+1)—Inn> T
t n-+
b) Déduisez-en le sens de variation de la suite (v, ).
5. En utilisant la propriété de convergence des suites monotones, concluez alors a la
convergence de (v,). Sa limite s'appelle la constante d'Euler, notée y. (Une valeur approchée

de y est: y=0,57721566490153286...)



