Inégalités des accroissements finis

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1.

1. Soit a et b deux éléments de I tels que a <b. On suppose que, pour tout x de [, on a :
m<f'(x)<M

Montrer que : m(b—a)<f(b)—f(a)<M(b—a).

(‘on pourra poser h(x) = f(x) — f(a) -M(x-a) et étudier les variations de h sur [a; b] )
2. On suppose que, pour tout x de [, on a:

f'(x)| <M
Montrer que, pour x et x' appartenant a [, on a :
|f(x) — f(x')| < M|x — x'|

(‘on peut toujours supposer, quitte a inverser les roles, que x > x' )

3. Applications :

a) Montrer que, pour tous réels a et b, on a: |sin a —sin b| < |a — b|.

b) Soit f(x) = Montrer que si x € [40000;40401] alors :
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En déduire que : 0.004999875 < <0.004999877
40002

¢) On pose g(x) = cosx et f(x) = cosx - X.

On déja montré par ailleurs que I'équation f(x) =0 admettait une unique solution a et que
0.5<a<1.

On pose 1= [0.5;1] et on définit la suite (u,) par u, =1 et u, ,, =cos(u,).

Montrer que, pour tout n, u, € l. Faire une représentation graphique de la suite.

Montrer que, pour tout x de I,

g' (x)| <0.85. En utilisant 1'inégalité des accroissements finis,

montrer que, pour tout n,

u,, - a| < 0.85|uIl - a|.

Montrer par récurrence que, pour tout n, [u, — a| <0.85" |u0 - a|.

En déduire que lim(u, ) =a.



