Exercice 1 : Inégalité des accroissements finis

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.

1.

2.

3.

Soit a et b deux éléments de | tels ggeéb. On suppose que, pour tout x de |, onma<sf'(x) <M.
Posons, pourd[a;h], h(x) = f(x) — f(a) -M(x — a).

On a, pour touk O[a; b, h'(x) = f'(x) - M<O.

Donc h est décroissante qar, b| ; or h(a) = 0, donc, pour towtO[a;b], h(x)< 0.

En particulier h(b¥ 0, c'est-a-diref(b) -f(a)< M(b-a).

En posant k(x) = f(x) — f(a) — m( b —a ), on nterde méme quem(b-a)< f(b)- f(a).

Conclusion :m(b-a)<f(b)-f@<M((b- a).
f(b)—f(a)

Interprétation géométrique : ai< b, m< b
-a

< M, ainsi le taux d'accroissement de f entre a

et b appartient a l'intervalfen; M] .

On suppose que, pour tout X de I, onfa(x)| <M.

On peut toujours supposer, quitte a inverser lesyguex = x'.

Pour tout xJI, -M <f'(x) <M .

En appliquant le résultat de la question 1, oneoibti —M(x —x ") <f(x) —f(x") <M(x —x").

Soit [f (x) =f(x )| <M(x —x).

Conclusion : pour x et X' appartenant & I, orjfgx) — f (x') < M|x = x| .

Applications :

a) Pour tout x/sin'(x)] =|cos(x)< 1Donc, par application du résultat précédent, guoar tous réels
aetb, |sina-sinb/<|a- b.
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b) Soitf(x) = .Ona:f'(x) i
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ce qui donne :

0,00499987x

Exercice 2 : point d'inflexion

Le plan est muni d'un repé(@;T,T).

Soit f une fonction deux fois dérivable sur l'itglie 1. On note C la courbe représentative de f.

1.

On suppose que, pour tout x dé 1I(x) >0 . Soitac I.
Soit D la tangente au point d'abscisse a, une i&quae D esty =f '(a)(x—a)+ f(a).
Soit h(x)=f(x) —f'(@)(x—a)— f(a). Pour toutx 1, h'(x) =f'(x) — f (@), h"(x) = f "(x).



Or, pour toutx 1, f"(x) >0, donc h' est une fonction croissante sur |. Gx)(0, donc h'(xk 0
sur]-e;a] n I, et h'(x)= Osur [a;+o[ n 1.

Ainsi h est décroissante sufj-eo;a]n I, et croissante sufa;+e[ n I; or h(a) = 0, donc, pour
toutx I, h(x)=0.

On en déduit que, sur I, C est au-dessus de D.

Ce résultat est valable pour touf iy donc, sur I, C est au-dessus de toutes ses tmsgdine telle

courbe est dite convexe.

. Si, pour tout x de If"(x) <0, on applique le résultat précédent a —f . On atuiéyue, sur I, la

courbe est au-dessous de toutes ses tangentesuitee @st alors dite concave.
Si f " s'annule et change de signe en ayuabe traverse la tangente au point d'abscisse ] point

est un point d'inflexion.
Soit f(x) = (x* —6x°>+12x*—12)/1z, f'(x) = %(ZXZ -9x+12), f"(x) =(x -1D(x-2).
Les points d'abscisses 1 et 2 sont des pointdeXioh. La tangente au point d'abscisse 1 (resp. 2)

pour équatiorT)/:Ex—E (respy=gx—1)
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