Exercice 1.

1. a, b et q appartiennentZa, alors PGCD(a, b) = PGCD(b, a — bq).
Montrons queD(a, b) =D(b, a — bq).
Soitde Z. Si d/a et d/b, alors d/(a-bq) ; et réciproquensenib et d/(a-bq), alors d/(bg+a-bq), soit d/a.

2. n€Z, 5 — n= (n+ 2)(5A— 108 19) -
D’aprésl.,PGCD(5f1 — n,n- 2= PGCD@#m 2, 38) PGCD{n 2,.

3. (n+2)/(5n° —n)

& PGCD(GA— n,nt 2= A 2

& PGCD(n+ 2,38)= nr 2

& (n+2)/38

& n+2=+1+24 19+ 38

& ne{-40-21- 4+ 3- 1,0,17,3¢

4. PGCD(5ri— n,n+ 2= PGCD(m 2,3, les valeurs possibles font partie des divisetristsment
positifs de 38, soit 1, 2, 19 et 38.
Ce PGCD vaut 19 si 19 divise n+2 et si 38 ne dipgen+2, soin+ 2=19(2p+ 1, 0UupeZ,

Ce qui équivaut an=17]38.
Exercice 2.

keZ.On:9%k+4=4(2k-1)+k+8et2k-1=2(B}— 17, donc, d’apres I'exercice 1,
PGCD(x, y) = PGCD(k + 8, 17).

Les valeurs possibles de ce PGCD sont donc 1 et 17.

Il est égal & 17 si et ssi 17 divise k + 8, doit 9[17], sinon il vaut 1.

Exercice 3.

1. neZ.0Ona:9n-5=3(3n+4) — 17, donc, d’'apres lfeioel, PGCD(A, B) = PGCD(3n+4, 17).
Les valeurs possibles de ce PGCD sont donc 1 et 17.
Ce PGCD vaut 17 si et ssi 17 divise 3n + 4.
Cherchons les valeurs de n pour lesquelles ilexist Z tel que 3n + 4 = 17k.
Résolvons 'équation : 17k —3n =4 (1¥Vx (—1)— 3¢ 6)= ., donc (-4, -24) est une solution particuliére
de (2).
Ona:
17k-3n= 4
- 17k-3n=17% ¢ 4» X £ 24
= 17(k+ 4)= 3(n+ 24) (2)
3 divise 17(k + 4) et PGCD( 17, 3) = 1, donc, cBade théoréme de Gauss, 3 divise k + 4 ; il existe
peZ tel que k + 4 = 3p. Il vient alors, en remplagdaus (2),17x 3p= 3(n+ 24, soitn + 24 = 17p.
Les solutions sont donc :
k=-4+3p
{n =-24+17p,p1Z

Conclusion : sin=10/17, alors PGCD(A, B) = 17, sinon il vaut 1.



2. PGCD(A, B) =17, donc il existed? tel que n =10 + 17h.
Onaalors: A=17(2 +3h), B =17(5 + 9 h) eOMIA, B) = 17x|(2+ 3h)(5+ 9h)).

On cherche h tel qu‘@?h2 + 33h+ lp: 5.0na:
2717 + 33h+ 1= 52

& 270 +33h— 42= 0 ou 27h+ 33k 62 O (i <

sh=—-2o0ouh= 7/9
Seul h = -2 convient, ce qui donne A = - 68 et B221.

Exercice 4.

On considére sSuz’® I'équation :324x— 245y= 7 (1).

1. On a:245= 5.7, 324= 7.3, donc 7 divise 245 et PGCD(7, 324) = 1.
Soit (X, y) une solution de (1), alors 324x = 745¢, donc 7 divise 324x ; or PGCD(7, 324) = 1, dp&r
le théoreme de Gauss, 7 divise Xx.

2. PGCD(324, 245) = 1, en utilisant I'algorithno@, trouve324x (— 31 245¢ 41F .
(-217, -287) est une solution particuliére de (1).
Ona:
324x—- 245y= 7
= 324x— 245y= 324& | 217y 246 — 28
o 324(x+ 217)= 245(y 287) (2)
245 divise 324(x + 217) et PGCD( 324, 245) = 1,datapreés le théoréme de Gauss, 245 divise x + 217
il existe donc g Z tel que x + 217 = 245p. Il vient alors, en remplagdans (2),
324x 245p= 245(y 287, soity + 287 = 324p.
Les solutions sont donc :
X =-217+ 245p
y =—-287+ 324p,pl7Z

3. Soit (X, y) une solution de (1) et PGCD(x, yl,=d divise x et d divise y, donc d divise 324245y,
soit d divise 7. Les valeurs possibles de d sait7L

Cherchons les solutions de (1) pour lesquellesud ¥a

7 divise x, donc d vaut 7 si et ssi 7 divise y.7Qlivise 287, donc 7 divise y si et ssi 7 divisd[32
PGCD(7, 324) = 1, donc, par le théoreme de Gaudijse 324p si et ssi 7 divise p.

Conclusion : PGCD(x, y) = 7 si et ssi p est un ipldtde 7, sinon PGCD(x, y) = 1.



