Exercice 1. Résolvons dans Z 1’équation x* —3x+4=0[7].

Si XEO[7], alors x2—3x+4z4[7], si le[7], alors x2—3x+4z2[7],
si x=2[7], alors x> -3x+4=2[7], si x=3[7], alors x* -3x+4=4[7],
si x=4[7], alors x> -3x+4=1[7],si x=5[7], alors x> -3x+4=0[7],
si xz6[7], alors x2—3x+4zl[7].

Conclusion : x* —3x+4=0[7]| < x =5[7]

Exercice 2. 1. Résolvons dans Z*1’équation 23x —17y =6.

PGCD(23,17)=1, 23x1-17x1=6. Pour tous x et y appartenanta Z,ona:

23x-17y =6 23x—-17y=23x1-17x1<23(x-1)=17(y—1) (1)

17/23(x-1) et 17 et 23 sont premiers entre eux ; par le théoréme de Gauss, 17/(x-1), il existe donc k
appartenant aZ tel que x —1=17k. D’ou, en remplacant dans (1), y—1=23k.

Conclusion : x =1+17k, y=1+23k, ke Z.

2. A entier naturel tel que A =2[23] et A =8[17], il existe donc k et k’ entiers naturels tels que
A=2+23k=8+17k"'.Or 2+23k =8+17k'< 23k -17k'=6.

D’apresl, on en déduit que k=1+17p, pe N, d’ou A=2+23(1+17p)=25+391p.

Les entiers inférieurs a 1000 qui conviennent sont 25, 416 et 807.

Exercice 3. Soit a et b deux entiers premiers entre eux.
1. PGCD(a, b)=PGCD(a+ b, b), d’ou PGCD(a + b, a) = PGCD(a + b, b) = 1, on en déduit que
PGCD(a + b, ab) = 1.
Soit D=PGCD(a+b,a’ —ab+b*),ona: a’ —ab+b’ = (a+b)> —3ab, donc D divise 3ab.
3 est premier, donc 3 divise D ou PGCD(3, D) = 1.
Si 3 divise D, alors a + b et a* —ab +b” sont divisibles par 3.
Si PGCD(3, D) =1, d’apres le théoréme de Gauss, D divise ab ; or D divise a + b, donc D = 1.
2. Ona:a’+b’>—ab=(a+b)a+b)—3ab, donc
PGCD(a +b,a* —ab+b’) = PGCD(a + b, 3ab)
=PGCD(a+b,3) car PGCD(a+b,ab)=1

Exercice 4. Soit a et b deux entiers naturels tels que PGCD(a +b,ab) = p* ou p est premier.
1. a) p’ divise (a+b)a et p* divise ab, donc p” divise (a+b)a—ab=a’.
p® divise a’, donc p divise a> =axa . Or p est premier, donc p divise a.
On montre de méme que p divise b.
b) Soit D = PGCD(a, b), donc, d’apres 1, p divise D.
D divise a et b, donc D divise a + b et ab, d’ou D divise PGCD(a +b,ab) =p”.
p premier et D divise p°,doncD=10ouD = pouD = p* ; orpdivise D,donc D= pouD = p°.
2. a) Soit a et b deux entiers naturels tels que : PGCD(a 4 b,ab) =49 et PPCM(a,b) =231.
On en déduit, d’apres 1, que D =PGCD(a, b) =7 ou 49. Or 231=3x7x11 et D divise PPCM(a, b),
donc D=17.
b) Soit a et b des entiers naturels tels que PGCD(a, b) = 7 et PPCM(a, b) = 231.
D =PGCD(a,b), on a:a=Da',b=DDb', avec pged(a',b') = 1.

{PGCD(a,b) =7 {D =7 {D =7

& =
PPCM(a,b) =231 Da'b'=3x7x11 a'b'=3xI11

Les seules possibilités sonta'=1,b'=33 oua'=3,b'=11oua'=11,b'=3 oua'=33,b'= 1.
Les couples (a, b) solutions sont (7, 231), (21, 77), (77, 21) et (231, 7).
Or PGCD(7+231,7x231) =PGCD(238,1617) =7 et PGCD(21+77,21x77) =PGCD(98,1617) =49.
Les couples (a, b) d’entiers naturels tels que PGCD(a 4 b,ab) =49 et PPCM(a,b) =231 sont
(21,77)et (77, 21).



