Partiel

1. Pourx>-1, soit h(x)=In(1+ x)— x, h'(x) = _L+1 , donc h strictement croissante s}uﬂ, 0] et
X

strictement décroissante $0r+o . Or h(0) = 0, donc, pour towt> -1, h(x)< 0, soit In(L+ x) < X.

. R : + N
2. Soin=1, posons X = 1 , alors, daprés 1, In (1+ ij < 1 , soit In (n_lj < 1 , dou
n n) n n n

In(n+1)—1In ns1 :
n

De méme, pour touh= 2, posonsx = —i, alors In (1—1j < —E, soit In(n-1)—Inn< —1, d’ou
n n n n

1slnn—ln(n—l).
n

n

3. Pourn>1, on poseH, =Z%
k=1

Soit n= 2, en utilisant la question 2, on a :

In2—|n1s}sl

1

1
In3—|n2£§s In2-1In1

In4—|n3s%s IN3-1n2

In(n+1)-1In nsls Inn—In(n— 1,
n

Par sommation, on obtient, pour tout 2, In(n+1)< H, <Inn+ 1. La double inégalité est encore

valable pour n = 1.

lim In(n +1) = +e0, d'ou, par un théoreme de comparaison, on en dgaeilim H _ = +co.

n - +oo n - +oo

4. Pournz1,onposeu, =H, —In(n+1).

Pour toutn=1, u,,,—u,=H_,,— H, - In(n+ 2)+ In(n+ 1)=i+1— In(nt 2) In(+ 1¥ | d’aprés 2.
n

La suite(u,)est croissante.

Pour toutn=1, u, =H, - In(n+1)< Inn+ 1= In(n+ 1, d’apres 3.

Or Inn<In(n+1), donc, pour toun=1, u, <1.

La suite(u,,) est croissante et majorée, donc elle est convergen

y=limu,, y=0,5772156649015328€, ce nombre est appelé la constante d’Euler.
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1. Pourn=1, on poseS, =)’ -
k=1

1 1 : : :
Pour toutn=1, S,.,,-S,, = onsl one 2> C. La suite(S,,) est strictement croissante.
_ 1 1 : : o
Pourtoutn=1, S, ,;—S,,;=— ot 2+ ot 3< C. La suite(S,,,,) est strictement décroissante.

Pourtoutn=1, S, ,,-S,, =%+1- im(S,.,=S,,)= 0

Les suites(S,,) et (S,,,,;) sont donc adjacentes. On nate=limS,,, .
2. (S,,) et(S,,.,)sont adjacentes, elles convergent vers la mémeelimidonc(S, )converge vers L.

3. Montrons par récurrence que, pour toatl, S, = H,, - H,.

S = 1—% etH,-H, :%. La propriété est vraie pour n = 1.

Supposons la propriété vraie paue 1 quelconque, alors :

1 1 1
H,...-H..,=H,.+ + -H -—
avz Tl ondl 2k 2 N o

1 1
= - + -
£ i 2n+1 2n+ 2
1 1
= + -
2 2n+1 2n+ 2
= P2

Donc la propriété est héréditaire. Par le principeécurrence, pour tomt=1, S,, = H, — H

n*

4. Ona, pourtoun>1,

S,,=H,,-H,=u,,+In(2n+ 1}~ v~ In(n+ 1r u,- y+ I62n+ 1)

n+1

limu, =limu,, =v.

Iim(2n+ 1) =lim (@j =2 etlimInX =In2, d’ou, par compositionijmIn (2n+ lj =In2.
n+1 n X2 n+1

Il s’ensuit quelimS,,, =In2. DoncL =In2.



