Soit a et b deux réels tels que : 0 <a <b.
On définit les quatre suites (u,), (v,), (w,) et (t,) par:

u, +v, 2wt
u,=a, vo=b, w,=a, t,=b et,pourtoutn, u,,, =u,v, , Vv =—"—"-, W, =——— 6t
2 w, +t,

t t

n+l = n‘n *
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Question préliminaire. Montrer que si 0 <x <y alors x < 1 <Xy < XTH <y.
_ + _
Xy

L La moyenne arithmético-géométrique.

1. Montrer que, pour toutn, a<u, <u,,, <v,.,<v, <b.
2. En déduire que les suites (u,) et (v, ) convergent.
3. Montrer qu'elles convergent vers la méme limite. Leur limite commune m;(a,b) est appelée

moyenne arithmético-géométrique de a et b.

II. La moyenne arithmético-harmonique.
2 u' +v'
Onpose u'y=a, viy=b, v =——F ¢t Vv  =—+—+
1 1 2
u' v

1. Montrer que, pour toutn, u, 'v' =ab.

2. Montrer que, pour toutn, a<u' <u',, <v'  <v' <b.

3. En déduire que les suites (u' ) et (v' ) convergent.

4. Montrer qu'elles convergent vers la méme limite. Quelle est cette limite commune ?

Leur limite commune m,(a,b) est appelée moyenne arithmético-harmonique de a et b.

IlI.  La moyenne géométrico-harmonique.
1. Montrer que u,t, =v,w, =ab.
2. Montrer par récurrence que u,t, =v, w,  =ab.
3. En déduire que les suites (w,) et (t,) convergent vers la méme limite m, (a,b) appelée moyenne
géométrico-harmonique de a et b. Constater que m;m, =m; et que les suites (w ) et (t,) sont
adjacentes.

+b

IV. 1. Justifier: a< 2ab <b.

a+b

a
<m; <m, =+ab <mj; <

2. Pour k réel strictement positif, montrer que m;,(ka,kb)=km,(a,b). En déduire que
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m, 53l man)
a) m,(a,b)



