Soit a et b deux réels tels que : 0 <a <b.

On définit les quatre suites (u,), (v, ), (w,) et (t,) par:

u, +v 2wt
u,=a, vo =b, w, =a, t, =b et,pourtoutn, u,,, =4u, v, , V4 =——", W, =—"— et
w, +t,
tnJrl = Wntn .
) 2 X+ .
Si 0<x<y alors x< T 1 < xy<Ty<y,V01rcours.
Xy
L. La moyenne arithmético-géométrique, voir cours .

Pour toutn, a<u,  <u, ,, <v,,, <v,<b.
Les suites (u,) et (v,) convergent vers la méme limite. Leur limite commune m;(a,b) est appelée
moyenne arithmético-géométrique de a et b.

IL. La moyenne arithmético-harmonique.

v ' ' J—
Onpose u',=a, v, =b, Vin=—7T—71
' 1

u \'%

n n

1. Montrons par récurrence que, pour toutn, u, 'v' =ab.

Ona u,'v,'=ab. Si, pour n quelconque, u, 'v, '=ab, alors
' ' 1 '
_ 2u,'v, U TV,
1 1
u, +v, 2

1

un+l v

=u,'v, '=ab. Lapropriété est héréditaire.

Par le principe de récurrence, pour toutn, u_ 'v' =ab.
2. Montrons par récurrence que, pour toutn, a<u' <u' ,, <v'  , <v' <b.
2 a+b

Ona:a:u0'<ﬁ<7<vo':b soit a=u,'<u,'<v,'<v,'=b.
a b
Si, pour n quelconque, a <u' <u' ,, <v' , <v' <b,alors
2 u v ,
a<u,,,'< il 0t <y, '<b, soit
1 1 2
u '+u '

n+1 n+1

AU, <, <V, <V, b

Donc la propriété est héréditaire.

Par le principe de récurrence elle est vraie pour tout n.

3. La suite (u',) est croissante et majorée par b, donc elle converge; de méme la suite (v' )est
décroissante et minorée par a, donc elle converge. Soit limu_ '=L et limv, '=L'

u '+v ' . . .. '
4. Pourtoutn, v, '= % , d'ou, par passage a la limite, L'=

,cequiamene L =L"
De plus, pour toutn, u, 'v', = ab , donc, par passage a la limite, I> =ab. D'od L =+/ab car Le [a;b].

Leur limite commune m,(a,b) est appelée moyenne arithmético-harmonique de a et b, c'est tout

simplement la moyenne géométrique de a et b.



I1.

IV.

La moyenne géométrico-harmonique.

1. Ona:u,=a,v,=b,w,=a,t,=b,u, :x/E,Vl =a—;b,w1 = 2a1;’t1 =+/ab .
a+

Ce qui donne u,t, =v,w, =ab.
2. Montrons par récurrence que, pour toutn, u t, =v, w,  =ab.

n n

Ona: ugt, =v,w, =ab. si, pour n quelconque, u,t, =v w, =ab, alors

u, o =\/unvn ><\/tnwn :\/unthan = /abab = ab

2wt WUtV u, Wt +v, Wity abw_ +abt_ _

ab

Wn+1V =
w, +t 2 w, +t, w, +t

Donc la propriété est héréditaire.
Par le principe de récurrence elle est vraie pour tout n.

3. On a, pour toutn, u,t, =v, w, =ab. Les suites (u,) et (v,)convergent vers m; >0, donc les

) ab .. , .
suites (w,) et (t,) convergent vers —, cette limite, notée m,(a,b), est appelée moyenne
m;

géométrico-harmonique de aetb. Ona: mym, =mj;.
La suite (u ) est croissante et strictement positive, donc la suite (t, ) est décroissante.
La suite (v, ) est décroissante et strictement positive, donc la suite (w ) est croissante.

Les suites (w,,) et (t,) sont donc adjacentes.

1. Pourtout n>2, a<w,<w_ <t <t <b. Les deux suites sont adjacentes et leur limite commune

s 2ab
est m;, on en déduit: a <
a+

<m, <+ab <b.

A a+b
On montre de méme que : a <+vab <m, <T<b.

+b<h

Onadoncbien: a<

a
<m; <m, =+/ab <mj <
a+b

2. Soit k un réel strictement positif. Notons (u,(a,b)) la suite (u,) qui correspond aux conditions
initiales u,=a et v, =b.
11 est facile de constater par récurrence que, pour tout n, u, (ka,kb)=ku_(a,b).

On en déduit que : m,(ka,kb)=km;,(a,b).

Dela: m, l,l =m, 1,3 :im3(a,b):;.
b a ab ab/) ab m, (a,b)



