
 

Soit a et b deux réels tels que : .ba0 <<  

On définit les quatre suites )(tet    )(w  ),(v  ),u( nnnn  par : 
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, voir cours. 

I. La moyenne arithmético-géométrique, voir cours . 

Pour tout n, .bvvuua n1n1nn ≤<<<≤ ++  

Les suites )u( n  et )v( n  convergent vers la même limite. Leur limite commune 3m (a,b) est appelée 

moyenne arithmético-géométrique de a et b. 

 

II.  La moyenne arithmético-harmonique. 
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1. Montrons par récurrence que, pour tout n, n nu 'v ' ab.=  

On a 0 0u 'v ' ab= . Si, pour n quelconque, n nu 'v ' ab= , alors 
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Par le principe de récurrence, pour tout n,  n nu 'v ' ab.=  

2. Montrons par récurrence que, pour tout n, n n 1 n 1 na u ' u ' v ' v ' b.
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On a : 0 0 0 1 1 0
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Si, pour n quelconque, n n 1 n 1 na u ' u ' v ' v ' b
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Donc la propriété est héréditaire. 

Par le principe de récurrence elle est vraie pour tout n. 

3. La suite  n(u ' )  est croissante et majorée par b, donc elle converge; de même la suite n(v ' ) est 

décroissante et minorée par a, donc elle converge. Soit n nlimu ' L  et  lim v ' L '= =   
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= , ce qui amène L = L'.  

De plus, pour tout n, n nu 'v ' ab= , donc, par passage à la limite, 2L ab= . D'où [ ]L ab   car  L a;b= ∈ . 

Leur limite commune 2m (a,b)  est appelée moyenne arithmético-harmonique de a et b, c'est tout 

simplement la moyenne géométrique de a et b. 

 



III. La moyenne géométrico-harmonique. 

1. On a : 0 0 0 0 1 1 1 1
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Ce qui donne .abwvtu 1111 ==  

2. Montrons par récurrence que, pour tout n, .abwvtu nnnn ==  

On a : 0 0 0 0u t v w ab.= =  si , pour n quelconque, n n n nu t v w ab= = , alors 
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Donc la propriété est héréditaire. 

Par le principe de récurrence elle est vraie pour tout n. 

3. On a, pour tout n, .abwvtu nnnn ==  Les suites )u( n  et )v( n convergent vers 3m  > 0 , donc  les 

suites )(tet    )w( nn  convergent vers 
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, cette limite, notée 1m (a,b), est appelée moyenne 

géométrico-harmonique de a et b. On a : 2

1 3 2m m m= .  

La suite )u( n est croissante et strictement positive, donc la suite n(t ) est décroissante. 

La suite )v( n est décroissante et strictement positive, donc la suite n(w )  est croissante. 

Les suites )(tet    )w( nn  sont  donc adjacentes. 

 

IV. 1. Pour tout 1 n n 1n 2,  a w w t t b≥ < < < < < . Les deux suites sont adjacentes et leur limite commune 

est 1m , on en déduit : 1
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On montre de même que : 3

a b
a ab m b

2

+
< < < < . 

On a donc bien :  .b
2

ba
mabmm

ba

ab2
a 321 <

+
<<=<<

+
<  

2. Soit k un réel strictement positif. Notons ( nu (a,b) ) la suite )u( n  qui correspond aux conditions 

initiales 0 0u a  et  v b= = . 

Il est facile de constater par récurrence que, pour tout n, n nu (ka,kb) ku (a, b)= . 

On en déduit que : 3 3m (ka,kb) km (a, b)= . 

De là : 3 3 3
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