On dit qu'un entier naturel est somme de deux carrés s'il peut s'écrire comme somme de deux

carrés d'entiers naturels.

1. Déterminer tous les entiers inférieurs a 50 qui sont sommes de deux carrés.

2. Montrer que les entiers impairs de la forme 4k + 3 ne peuvent pas étre sommes de deux

carrés.

3. Donner un exemple d'entier de la forme 4k + 1 qui n'est pas somme de deux carrés.
On peut montrer que tous les nombres premiers de la forme 4k + 1 sont sommes de deux

carrés (voir partie V concours général 2004). On admettra ce résultat pour la suite.

4. En utilisant la décomposition primaire de 2009, écrire 2009 comme somme de deux carrés.

5. Vérifier que : (a® +b*)(c’ +d*) = (ac—bd)* + (bc +ad)’ = (ac + bd)’ + (bc —ad)’.
En déduire que si deux nombres sont sommes de deux carrés, alors leur produit est somme de

deux carrés.

6. Montrer que si N est somme de deux carrés, alors 2N I'est aussi

7. En utilisant la décomposition primaire de 2005, écrire 2005 comme somme de deux carrés.

On donnera deux solutions.

8. Ecrire 2005° comme somme de deux carrés. On donnera quatre solutions.

9. Montrer que si N=2°m, ol m est un entier impair somme de deux carrés, alors N est

somme de deux carrés.

10. Supposons que la décomposition primaire de N soit 2°pip%...q)'q% ..., ou les p,sont les
facteurs premiers de la forme 4k + 1, et les q; les facteurs premiers de la forme 4k + 3.
Montrer que si tous les s; sont pairs, alors N est une somme de deux carrés.

En fait, on peut montrer que la condition suffisante précédente est aussi une condition
nécessaire.

Ecrire 548817885 comme somme de deux carrés.



