1. Les entiers inférieurs a 50 qui sont sommesedex carrés sont les suivants: 0, 1, 2, 4, 5, 8,
9, 10, 13, 16, 17, 18, 20, 25, 26, 29, 32, 3433640, 41, 45, 49, 50.

2. Soitn=a’+ ¥ou a et b sont deux entiers naturels.

Si a et b sont de méme parité, alors n est pair.

Si a et b sont de parités contraires, alors nresntier de la forme 4k + 1.

On en déduit que les entiers de la forme 4k + 8ame pas sommes de deux carrés.

3. 21 (=4*5+1) n'est pas somme de deux carrés.
On admet que tous les nombres premiers de la fdkmel sont sommes de deux carrés.
Pour une démonstration de ce résultat voir conagémgral 2004 partie V.

4. Ona:
2009= 7x 41

= 7x (25+ 16)
=7x B+ 4)
= (7 5§+ (% 43
=35+ 28

5. Ona:

(ac— bdf + (bet ad)= (a¢ bdF (be at
—ac+bPd+ e+ d&d

=@ +b)(C+ d)

Il s'ensuit que le produit de deux nhombres qui somimes de deux carrés est encore une
somme de deux carres.

6. SiIN=a’+ b’ alors :
2N=2(&@+ )
=F+2)&+ B)
= (a+ bf+ (&= b) , d'aprés
Donc si N est somme de deux carrés, alors 2Naliessti.

7. Ona:
2005= 5« 401
=(Z+1%)26+ 1)
= 4%+ 18= 38+ 22 |, dapres

8. Ona, en utilisant5et 7 :
2005 = (4% + 18 )(41+ 18

= 1357+ 1476

2005 = (39 + 22 )(38+ 22
=1037+ 1716

2005 = (4% + 18 )(3%+ 22)
= 1208+ 1604= 1995 +26



9. Sip est pair, p = 2k, alo® = 2% = (2} + ("
Si p estimpair, p = 2k + 1, alo® = (2)*x 2= (2 ¥+ (2 .
Quel que soit I'entier @” est une somme de deux carrés.

Donc siN =2°m, ou m est une somme de deux carrés, alors, daphgst une somme de
deux carrés.

10. Supposons que la décomposition primaire deiN2pp: ...q* ¢ .., ou lesp,sont les

facteurs premiers de la forme 4k + 1, etdedes facteurs premiers de la forme 4k + 3.
Si tous less; sont pairs, alors[?*q3 ... est un carré.

Les p, sont les facteurs premiers de la forme 4k + 1cddiapres 3, ce sont des sommes de

deux carrés.
D'apres 5, il s'ensuit que; p: ... est une somme de deux carrés.
On en déduit queips ... 47 .. est une somme de deux carrés.

On peut conclure, en utilisant 9, q@&p! pz ...q* ¢ ..est une somme de deux carrés.
Un exemple :

548817885 3x & 7x Ik 17

5 1% 3¢ & 11

2+ D@+ B 254

7+ 6y 2541

1778+ 15246

Aucun des nombres ci-dessous n'est une somme sedaas.
2001= 3 2% 29

2002= 2 & 1% 1.
2003= 2003
2004= Zx X 167
2006= 2x 1'& 59
2007= 3 x 223
2008= Zx 251



