Théoreme de Lagrange : tout entier est la sommmaaos d'une facon, de 4 carrés d'entiers.

1. Tout entier n'est pas forcément la somme dergsaviontrons que les entiers de la forme 4n+3, ou
n est entier, ne peuvent étre des sommes de Zcarré

Soit N =a*+ b’ol a et b sont deux entiers naturels.

Si a et b sont de méme parité, alors N est pair.

Si a et b sont de parités contraires, alors N egntier de la forme 4n + 1.

On en déduit que les entiers de la forme 4n + Somé pas des sommes de deux carres.

2. Ecrivons 3, 11 et 19 comme sommes de 3 camnés /et 15 comme sommes de 4 carrés.
3=1+1+1;11=1+1+3"2;19=1+32+37Z1+1+1+2"2;15=1+1+2"2 + 3"2.

3. Déterminons toutes les possibilités d'écrire@®me sommes de 4 carres.
43=0+3"2+3"2+5"2=1+1+4"2+5"2=3"3"2 + 3"2 + 4"2.
Dans les sommes proposées, on a toujours écahtess's dans I'ordre croissant.

4. On vérifie aisément, en développant, q@2py + (29¥ = (p- qf + (p- 9+ (= i+ (p -
On peut en déduire une écriture de 1300 comme saherdecarrés.
1300 =400 + 900 = 202 + 3072 = (2*10)"2 + (2*1B)~ 52 + 572 + 2572 + 25"2.

5. On vérifie de méme que2p+ 1+ g+ 1= (p- gj+ (> P+ (p & D+ (p ¢ 1
On en déduit une écriture de 1402 comme sommecderds.
1402 = 2172+ 3172 = (2*10 + 1)"2 + (2*15 + 1)"DBA2 + 512 + 2672 + 26”2

6. En utilisant l'identit§a+ b+ c+ df = &+ B+ é+ d+ 2ab 2ac 2ad 2bc 2bd |, etavec

un peu de patience, on verifie que :

@+ ++ )X+ Y+ 7+ ) (ax by cz dif+ (bx ay dz c

+(cx+dy+ az- btf+ (dx cy bz af) .

Ce résultat montre comment, a partir de la décoitipogle 2 entiers en sommes de 4 carrés, on peut
avoir une décomposition du produit en somme dasa

7. Décomposons 401 en somme de 4 carrés.

401 =18"2 + 77 = 1872 + 8"2 + 32 + 22,

On en déduit, en utilisant la question 6, que :

2005 = (072 + 072 + 112 + 272)(272 + 372 + 872 #'2B= 4472 + 2"2 + 82 + 1"2.

Ou encore :

2005 = (272 + 172 + 02 + 0"2)(18"2 + 872 + 3"27R2P= 2872 + 342 + 472 + T"2.
2005 = (272 + 172 + 02 + 0"2)(8"2 + 3”2 + 18"27RP= 132 + 14/2 + 342 + 22"2.
2005 = (172 + 072 + 012 + 272)(8"2 + 372 + 18"2"RP= 472 + 33"2 + 242 + 18"2.
2005 = (1"2 + 072 + 012 + 272)(8"2 + 1872 + 3"2"RP= 42 + 122 + 392 + 18"2.

8. Décomposon$00651= 40% 25 en somme de 4 carrés.
251 =152 +5"2 +1
100651 = (072 + 1"2 + 572 + 1572)(18"2 + 82 + 3272) = 5372 + 172 +208"2 +233"2.

9. 2006 n'est pas la somme de 2 carrés. Décomp@8066sen somme de 4 carrés.
2006 = 34*59 = (5”2 + 372 +0"2 + 0"2)(7"2 + 372K 0"2) = 2672 + 3672 + 52 + 32,



