Exercice 1

a) Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1. On pose g(x) = x.f(x). Calculer g'(x).
b) Déterminer 1'ensemble des fonctions f, définies et dérivables sur ]O,+oo[ , vérifiant pour tout x > 0,

1
f(x)+x.f'(x) = m

¢) En posant f(x) = cos(Inx), calculer f f (cos(Inx)—sin(In x))dx .

Exercice 2

Soit la fonction f définie, pour tout x réel, par f(x)=e** In(l + 2¢*).
1. Calculer f '(x).

—X

e
1+ 2e”*

2. On considere I'équation différentielle : y'+2y =2

(B).

a) Vérifier que f est solution de (E).

b) Montrer qu'une fonction g est solution de (E) sur IR si et seulement si g — f est solution sur
IR de 1'équation différentielle : y'+2y =0 (E").

c) Résoudre (E').

d) En déduire les solutions de (E).

Exercice 3

On se propose d'étudier les fonctions dérivables sur [0;-+oc| vérifiant :
" {Vx €[0;+oc[, f(x)f'(x)=1

£(0)=1
a) Montrer que si f vérifie (1), alors f ne s'annule pas sur [0;-+o0].

b) On suppose que la fonction f vérifie (1) et qu'il existe a >0 tel que f(a) < 0. Montrer alors que
I'équation f(x) = 0 admet au moins une solution sur [0;a].

¢) Conclure que f est strictement positive sur [0; +oo[.

d) Montrer qu'il existe une constante C telle que : Vx >0, (f(x))* =2x+C.
e) Déterminer l'expression de f(x) solution de (1).

Exercice 4

Soit f une fonction dérivable en un réel a, de courbe représentative C dans un repere orthogonal
(0;1,]), M le point de la courbe d'abscisse a et M' le projeté orthogonal de M sur 1'axe des abscisses.

Si la tangente T a C en M coupe 1'axe des abscisses en H, M'H est appelé sous-tangente a C en M.
1. Soit f(x)=e¢ *. Démontrer qu'en chacun de ses points C admet une sous-tangente constante,
c'est-a-dire qu'il existe un réel k tel que, pour tout point M de C, M'H=Kki.
2. Dans cette question, on propose de déterminer toutes les courbes admettant en chacun de leurs
points une tangente non parallele a 1'axe des abscisses et une sous-tangente constante.
Soit C une telle courbe et f , définie sur R, la fonction représentée par C dans le repere
orthogonal (O;Y,j) .

a) Justifier que, pour tout x de R, f'(x)=0.

b) Montrer qu'il existe un réel k non nul tel que, pour tout x de R, f(x)+kf'(x)=0.

¢) En déduire 1'ensemble des courbes cherchées.



