Exercice 1

On désigne par f une fonction dérivable sur R qui vérifie :
(1) pour tout x € R, [f'(x)]" = [f(x)] =1,

() £'0)=1,

(3) la fonction f' est dérivable sur R.

1. a) Démontrer que, pour tout x € R, f'(x)=0.

b) Calculer f(0).
2. En dérivant chaque membre de 1'égalité de la proposition (1), démontrer que :

(4) pourtout x e R, f"(x)=1f(x), ou f" désigne la fonction dérivée seconde de f.
3. Onpose: u=f'+f, v=~f'—f.

a) Calculer u(0) et v(0).

b) Démontrer que u'=u et v'=—v.

c) En déduire les fonctions u et v.

d) En déduire que, pour tout x e R, f(x) = %

Exercice 2

Une population évolue et son effectif, exprimé en milliers d'individus, est approché par une
fonction f du temps t (exprimé en années). A l'instant t = 0, I'effectif est de 1000 individus.

D’aprés le modele d’évolution choisi, la fonction f est dérivable, strictement posi-
tive sur [0 ; +ool, et satisfait I'équation différentielle :

1
B Y=- 55 G=Iny).

1. Démontrer |'équivalence suivante : Une fonction f, dérivable, strictement po-
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sitive sur [0 ; +oo], vérifie, pour tout r de [0; +ool, f'(1) =— ﬁf{r] [3—In(f(n)]]

si et seulement si la fonction g = In(f) vérifie, pour tout ¢ de [0 ; +oc],
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g0 =558(0)- 5.
2. Donner la solution générale de I'équation différentielle :
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3. En déduire qu'il existe un réel C tel que, pour tout f de [0 ; +oo|
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flt)=exp ,}0.]|.

4. Quelle est I'évolution de cette population ?



