Exercice 1

On désigne par fune fonction dérivable sur R qui vérifie :

(1) pour tout x € R, [f'(x)]" —[f(x)] =1,

2) £'(0) =1,

(3) la fonction f' est dérivable sur R.

1. a) Pourtout x R, [f'(x)] =[f(x)]' +1>0, donc f'(x)=0.

b) D'apres (1) et (2), [f'(0)] —[f(0)]" =1 et £'(0)=1, donc f(0) = 0.

2. En dérivant chaque membre de 1'égalité de la proposition (1), on obtient, pour tout x € R,
2£'(x)f"(x) = 2f (x)f '(x) = 0; or, d'apres 1a, pour tout x € R, f'(x) =0, on en déduit que, pour tout
xeR, f'"(x)=1f(x).

3. Onpose: u=f'+f, v=1f'—1.

a) u(0)=1'0)+f0)=1c¢et v(0)=1'0)—f(0)=1.

b) On a, pour tout x € R,

u'xX)=f"X)+f'x)=fxX)+f'x)=u(x) et v'(x)=1f"(x)—f'(x) =f(x) —f'(x) = —v(x)

¢) On en déduit, d'apres 3a et 3b, que, pour tout x e R, u(x)=-¢e" et v(x)=¢ *.
u(x)—v(x) e —e’

2 2

On vérifie que la fonction f ainsi trouvée possede bien les propriétés (1), (2) et (3).

d) II s'ensuit que, pour tout x € R, f(x) =

Exercice 2

1. Soit f dérivable et strictement positif sur R™. On a :
f vérifie I'ED (E) sur R

SVYteRT,f(t)= _%f(t)@—lnf(t)) (enposant g=Inf, ona g'= f?)
& VER' P01 =~ FOG—g(0)

& VteR",gl()= —2%(3 —g(t) (f(t)>0)

& g vérifie 'IED (H) sur R*

2. Une solution particuliere de (H) est t +— 3. La solution générale de (H) est définie sur R par
t

t— 34 e2 ou C est une constante réelle.

t
3. f=expg, donc, d'aprés 2, il existe C€ R tel que, pour tout te R*, f(t) =exp(3+Ce?).
Or f(0)=1, donc C=-3.
t
Ainsi, pour tout t e R™, f(t) =exp(3—3e).
t
4. Pourtout te R", f'(t)=—3e? xf(t) < 0. La fonction f est strictement décroissante et

lim f(t)=0.
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