L'inégalité de Cauchy-Schwarz.

La propriété :

soit a;,a,,...a,,b;,b,,...b, 2nréels, alors :

(ai +a5 +..+a-)(bi +b3 +...+b2)>(a,b, +a,b, +..+a,b ) (1)

1. Quediresin=17?

2. Le cas n =2. Proposer une démonstration utilisant la formule wv = HHHH\;H COS(I_,{, \7).

3. Lecas n>3.
On suppose que les a;, i=1..n, ne sont pas tous nuls, sinon I'inégalité (1) est triviale.
On consideére S(x) =(a,;x +b,)> + (a,x +b,)* +...+(a,x +b,)?.
a) Ecrire S(x) sous la forme Ax* +2Bx +C.

b) Justifier que B> — AC <0. Conclure.
¢) Peut-on avoir S(x) = 0 ? Que vaut alors le discriminant de S(x) ?
d) En déduire que l'inégalité (1) se transforme en égalité si et seulement si il existe un réel k

tel que b, =ka; ,i=1..n.

4. Applications :

b, +b, +..+b bf +b3 +...+b’
a) Montrer que : 1 ¥y ¥t ng\/ 1 F0 4. 40,

n n
La moyenne arithmétique est inférieure a la moyenne quadratique.
Dans quel cas y a-t-il égalité ?

b) Montrer que si b; +b3 +...+b2 =M alors |b1 +b, +...+bn| <+/nM.
Dans quel cas cette inégalité devient-elle une égalité ?
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¢) Montrer quesi b, +b, +...+b, =M alors b; +b3 +...+b2 >—.
n

Dans quel cas cette inégalité devient-elle une égalité ?



