Exercicel. On définit la fonction f, de [0, 1] dafis, parf(x) :j;xxll—tzdt, puis la fonction F, de
{o, ﬂ dansR , parF(x) = f(sin x).

1. Pour tout x appartenant a [0, 1]~ V1—t> est continue sur l'intervalle [0, x], ce qui jfisti
I'existence de f(x). On sait alors, d'aprées le sogue f est dérivable sur [0, 1] et que, pour xouf{0,1],

F(x) =V1-x2 .

F est donc la composée de deux fonctions dérivablg'ensuit que F est dérivable {Lﬁ, ﬂ et que,
pour toutx D[O, 1—21 F'(x)=f'(sin x)x cosxm/ﬁ% cosx@y cosx Cos.

2, F(O):fooﬂdt = 0. Pour toutxD[O, ’—21 F'(x) = cog x.

t — co< t est continue suEO, ﬂ donc x Hfoxcos2 tdt est la primitive su{o, ﬂ de t+— cog tqui

s'annule en 0. On en déduit que, pour tout x \ﬁ@nsﬂ, F(x)= fox cos t d.
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Tl 3 51+ cos2t l 1, sin Zt})z T
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On en déduit :| J1-t*dt=f(1)= FA—=|=—.
IR =A3) -4
Une équation du cercle de centre O et de rayoh 1x€s+ y*> =1, ce qui donne y> =1— x°.

1
Il s'ensuit quej; JV1-t*dt= % aire(D), ou D est le disque de centre O et de rayon 1.

1
Exercice2. On pose, pour tout entier naturellq,:j;x”x/l—xzdx .

On sait déja, d'apres l'exercice précédent,lgue;.

1
1. Soit g la fonction définie sur [0, 1] pgfx) = x(1— x*)? et G la fonction définie sur [0, 1] par

G(X)= —%(1— X )g .On a G(1) =0 et, pour toue{0, 1, G'(x) =g(X).

|, = folx\/l—xzdx: [G(x)]jJ :%.

2. Soit n strictement positif.

Les fonctions u et v, dérivables sur [0, 1], sduisies telles que :
u(x)= x" u'(x) = ix*

Vi(X) = x(1— x?)? V(X) :—%< 1 ﬁ)i

u, u', v et v' sont continues sur [0, 1], la forendlintégration par parties donne :
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o= [ A X" =X )dx= 2 (s ).
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On en déduit la relationl:, , , = ——1 ..
n+1 n+3 n—-1
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Exercice3. 1. Soitf(x) :l. f est strictement décroissante $0r+oo[ . Soit k une entiee 1.
X
Il s'ensuit que, pour toutd[k,k+1], f(k+1)< f(t)< (k).

k+1
En intégrant dans le sens croissant de k a k+&,:difk +1) < fk i f(t)dt <f(Kk).
Soitnun entiez 2, on a:

f(2)< [t <f@)

(@) < [ fOdt<f(2)

£(n) gfilf(t)dt <f(n—1)

En additionnant et en utilisant la relation de Gésson obtient :
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nl . ,
Or f fdt: [In t]: = Inn, d'ou le résultat.
1

2. a) Pourtouth 2, Innsl+£+—1+ ...+—1, doncin(n+1)< 1+1+—1+ ...+—1.
2 3 n-1 2 3 n

On en déduit in(n+1)< 1+%+%+ ...+—1= U< Inr.
n

b) limIn(n+1)=+c; or In(n+1)< u,, donc, par un théoréme de comparaison, on en tdgaleli
limu, =+oo.
3. Pourtoute 2, v, =u,—Inn.Ona:Inn<In(n+1)< uy, < I+ Inr. DoncO<v, <1.

4. a) On saitdéjaquf " f(D)dt>F(n+1), soitin(n+1)-Innz ni+1 .

b) Pourtoute?2, v, ,,-v,=u,,—u,—In(n+ 1)+ In n=i+1— In(r+ L Inre (, d'apres a.
n

Donc la suite(v,) est décroissante.
5. La suite(v,) est décroissante et positive, donc elle converge.
limv, =y, la constante d'Euler.
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1+—+—+...+—1: Inn+y+e(n) ou limegn)=0.
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