
Exercice 1 

 

Pour  tout entier n strictement positif, on considère la fonction nf  définie sur ] [0,+∞  par : 

n

n 2

(ln x)
f (x)

x
= , et l’intégrale 

e

n n
1

I f (x)dx= ∫ . 

1.  On pose 
1 ln x

F(x)
x

+
= . Calculer F'(x) , en déduire 1I . 

2.  En utilisant une intégration par parties, montrer que, n 1 n

1
I (n 1)I

e
+ = − + + . 

3.  Montrer par récurrence que, pour tout n entier naturel non nul, 

 n

1 1 1 1 1
I 1 1 ...

n! e 1! 2! n!

 = − + + + + 
 

. 

4.  En utilisant un encadrement de ln x  sur [ ]1,e , montrer que, pour tout n entier naturel non 

nul, n0 I 1≤ ≤ . 

5.  En déduire 
n

1 1 1
lim 1 ...

1! 2! n!→+∞

 + + + + 
 

.  

 

 

 

Exercice 2 

 

On considère la suite n(u ) définie pour tout n 1≥  par 
1

n n0

1
u dx

1 x
=

+∫ . 

1.  Calculer 1u . 

2.  a)  Montrer que, pour tout x 0≥ , n

n

1
1 x 1

1 x
− ≤ ≤

+
. 

b)  En déduire que, pour tout  n 1≥ , n

1
1 u 1
n 1

− ≤ ≤
+

. 

c)  Déterminer n
n
lim u
→+∞

. 

On considère la suite n(v ) définie pour tout n 1≥  par 
n

1

n n0

nx
v dx

1 x
=

+∫ . 

3.  a)  En écrivant 
n

n

nx

1 x+
 sous la forme 

n 1

n

nx
x

1 x

−

+
, montrer, à l’aide d’une intégration par parties, 

que 
1

n

n
0

v ln 2 ln(1 x )dx= − +∫ . 

b)  En utilisant que, pour tout t 0≥ , ln(1 t) t+ ≤ , montrer que 
1

n

0

1
0 ln(1 x )dx

n 1
≤ + ≤

+∫ . 

c)  En déduire que n
n
lim v ln 2
→+∞

= . 

4.  a)  Vérifier que, pour tout n 1≥ , n nv nu n+ = . 

b)  En déduire que n
n
lim n(1 u ) ln 2
→+∞

− = .  

 

 


