Exercice 1

Pour tout entier n strictement positif, on considére la fonction f, définie sur 0,+oc[ par:

(ln )

f (x)= , et 'intégrale 1 = j f (x)dx.

1+lnX.Pourtout x>0, F'(x)= l—(1+21nx) =—ln2X.
X X

1. On pose F(x)=

On en déduit que I, = jfln—j‘dx =[-F(x)] =F()-F(e)=1 _2
X 1 (S

n+l
2. Pourtout n>1, | —L (Inx) d

> Tn+l

Les fonctions u et v, dérivables sur [1, €] , sont choisies telles que :

u(x) = (nx)*" w = e
vi(x) = iz V() =
X X

u, u', v et v' sont continues sur [1, €], la formule d'intégration par parties donne :

n+l ¢ n
Inﬂ:{—(lnl} +(n+1)j (Im;) dX=—l+(n+1)In.
. I x e

X

3. Montrons par récurrence que, pour tout n entier naturel non nul,
iInzl—ll l+1+ +1
n! e 2! n!
Pour n=1, [, =1 —1(1 +%) , la propriété est vérifice.
e !

Supposons la propriété vérifiée pour n >1 quelconque, alors

#IM b ——+(n+1)I ;+iln:1—l 1+l+i+...+ 1 .
(n+1)! +1)' (n+1)!le n! e 1 2! (n+1)!

Donc la propriété est héréditaire.
Par le principe de récurrence, elle est donc vraie pour tout n >1.

4. La fonction In est strictement croissante sur [1, e], donc, pour tout x € [l,e] ettout n>1, on

a successivement :

0<Inx<1
0<(Inx)" <1 car X — X" est strictement croissante sur R*
In x 1
( ) <— car x> >0
x’ X

D’ou, en intégrant dans le sens croissant de 1 a e, on obtient :

0<I < idx—{ 1} :l—lﬁl.
'S X | e

I 1 .1 L
5. Pour tout n>1, 0<--2<—_ or lim —=0, donc, par le théoréme d’encadrement,
n! n! n—>+o |

lim I, =0.

n—>+oo

n—>+oo e 21 n—>+w n!

I1 s’ensuit que lim (l—l(l+l+i+...+lD:0, soit lim (1+ 1 +— 1 + .+ 1) e.
1! n! 1 2!



Exercice 2

On considere la suite (u,)définie pour tout n>1 par u, = —d

01+x"
Lou = [ dx=[In(+x)] =In2.
0]+x 0
_y2n _y2n
2. a) Pourtout x>0 ettout n>1, 1-x" — ! :1 X 1: %<0 et
1+x" I1+x 1+x"
- = X 50 donc1-x"<—<1.
I+x"  1+x" I+x"
1

b) Pourtout x>0 ettout n>1, 1-x" <

et <1, d’ou, en intégrant dans la sens croissant de
+ X

n+l !
0 a1, on obtient : J‘Ol(l—x“)deun Sjsldx,soit |:X— x J <u, <I,dou 1—%3% <I.
n+ n+

c) Par le théoréme d’encadrement, lim u, =1.

n—+oo

1’1

On considere la suite (v, ) définie pour tout n>1 par v, —J-

I+x"
nx"

3. a) Pourtout n>1, v, = Xk

0]+x"
Les fonctions f et g, dérivables sur [0, 1], sont choisies telles que :
f(x)=x f'(x)=1

nfl

g'(x)= g(x) =In(1+x")

_|_
f, f', g et g' sont continues sur [0, 1], la formule d'intégration par parties donne :

v, =[xIn(l+x" )] jln(1+x )dx = 1n2—j In(1+ x")dx .

b) Pour tout x>0 ettout n>1, 0<In(1+x") <x", d’ou, en intégrant dans la sens croissant de

n+l 1
0 a1, on obtient : Oéjlln(lern)de.[lx“dx:{X } :L,
0 0 n+1 0 n+l

c) Par le théoréme d’encadrement, lim J: In(1+x")dx =0, on en déduit que lim v, =In2.

n—+w0

4. a) Pourtout n>1, Vn+nun:J‘011 ndx+nj;1 ! ndx:nISIdx=n.
+X +X

b) Il s’ensuit que, pour tout n>1, n(l-u,)=v,,onen déduit que lim n(1-u, )=In2.

n—>+w0



