Exercice 1.

Soit f une fonction deux fois dérivable {sarb] On suppose qu'il existe un réel M tel que,

pour tout x dga, ], |f'(x)|<M . On notd = jf(t)dt h= b|: ,pouri=0.nx =a+ih, et
n-1
I, = th (x,) . Le but de I'exercice est de montrer donel , =1 .
i=0
1. On rappelle l'inégalité de la moyenne : a sbht deux éléments de l'intervalle | et g est

jg(t)d <M|b-4

La fonction f est deux fois dérivable $arb|, donc f ' est continue siia, b ; et, pour tout x

une fonction continue sur I; si, pour tout x d@(,x)| <M, alors

de[a, b, [f'(X)|<M . Il découle de I'négalité de la moyenne que, dous u et v dda, b,

on a <M|u-Vv|, soit[f(u)=f(v)|<Mu-v]|.
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3. On en déduit, d'aprés la questlon 1, on enitlédu

-1, |<zj|f(t) —f(x)¢t<zj|\/| ~x fit
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4. On en deéduit, par le théoreme d'encadremeat; |, =1 .

Exercice 2.
1 1 1 1
Pour tout JN", on pose —+—+ .+— etb,=a,——
P %= n+1 2n ~ & n’
1. PourtoutilN, a,,—a = + 1 _1<_1+_1__1_

2n+l 2nt2 n 2n 2n n

Donc la suite(a, )est strictement décroissante.

2. Pour tout N, an—£+—1+ +—1>—1+—1+...+—1:i1>—j.
n n+1l 2n  2n 2n 2n  2n

La suite(a, )est décroissante et minorée, donc elle converge.



3. Montrons par récurrence que, pour totti¥ ', b, :1—%+—1——1+ _ 1
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b, =a —-1= 1-= Si, pour n quelconque non nld, =1-—+=-—+ .. ——  alors
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bn+1:an+1_ =q,t + ST = Q"‘ -
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Donc la propriété est héréditaire. CQFD

4. Lafonction f :x —1/x est strictement décroissante $0r+oo .
Il s'ensuit que, pour toutd[p,p+1, PON", f(pr 1 f(tE f(p,

p+1
En intégrant dans le sens croissant de p a p+laanf(p+1)< J' f(t)dt<f(p), soit
p

f(n+1)< Tf(t)dts f(n)

f(n+2)< j f(t)dt< f(n+1)

n+1l

2n
f(2n)< j f(t)dt< f(2n-1)
2n-1
En additionnant et en utilisant la relation de Ud&ss0n obtient :

2n
B +...+—15J'f(t)dt5—1+ CHPE S
n+l n+2 2n n 1 2
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Cequidonnea, ——<In2< g ——.
g & n & 2n

6. On a donc, pour toutmN", In 2+2is a, < In2+1
n n
Ce qui améne, par le théoreme d'encadrentiems, = In 2.
Or, pour tout MIN",b_ =a —l, donclima, =limb, = In2.
n

De |4, par la question 3jm (1—1 +—1——1+...——1): In2.
noto 23 4 2n



