
 

Exercice 1 

On définit la fonction f sur ] [ 0 ,  +∞  par  .
x

xln
)x(f =  

1. Etudier les variations de f. 

2. Pour tout entier n supérieur ou égal à 8, on pose ).n(f...)9(f)8(fu n +++=  

a) Démontrer que, pour tout k supérieur ou égal à 8, 
k 1

k
f (k 1) f (t)dt f (k).

+
+ ≤ ≤∫  

b) En déduire que  
n 1

n 1 n
8

u f (8) f (t)dt u .
+

+ − ≤ ≤∫  

c) A l'aide d'une intégration par parties, calculer  
n 1

n
8

I f (t)dt.
+

= ∫    

d) Montrer que nlimu .=+∞  

 

Exercice 2 

L’objectif est d’étudier la suite )u( n définie pour tout entier n par : 

n1 1

0 n
2 20 0

1 x
u dx       et,  pour  n 1,   u dx.                    

1 x 1 x
= ≥ =

+ +
∫ ∫  

1.   a)  Soit f la fonction définie sur [ ]0,  1  par : ).x1xln()x(f 2
++=  

Calculer la dérivée f ' . En déduire .u 0   

b)   Calculer .u1  

2. a)  Prouver que la suite )u( n est décroissante. 

En déduire que la suite )u( n est convergente. 

b) Montrer que, pour tout [ ]x 0,  1∈ , on a : .2x11 2
≤+≤  

En déduire que, pour tout entier 1n ≥ , on a : .
1n

1
u

2)1n(

1
n

+

≤≤

+

 (1) 

Déterminer la limite de la suite )u( n . 

3. Pour tout entier 3n ≥ , on pose : 
1

n 2 2

n
0

I x 1 x dx.−= +∫  

a) Vérifier que, pour tout entier 3n ≥ , on a : .Iuu n2nn =+
−

 

Par une intégration par parties portant sur nI , montrer que, pour tout entier 3n ≥ , on a : 

.2u)1n(nu 2nn =−+
−

 

b) En déduire que, pour tout entier 3n ≥ , on a : .2u)1n2( n ≤−  (2) 

c) A l’aide des inégalités (1) et (2), montrer que la suite )nu( n est convergente et calculer sa 

limite. 


