Exercice 1
Inx

el

. Donc f est strictement croissante sur ]O, e2] et strictement

Soit la fonction f définie sur ] 0, +o0 [ par f(x)=

2—-Inx
2X\/;

décroissante sur [ez , +00[ .

1. Pour x >0, f'(x)=

2. a) Pour tout k > 8, [k,k + 1] C [ez,+oo[ , donc f est décroissante sur [k,k +1].
Il s'ensuit que, pour tout t e [k,k + 1] , flk+1) <f(t) < f(k).

k+1
En intégrant dans le sens croissant de k a k+1,ona: f(k+1) < JL ' f(t)dt <f(k).
b) Ona:

fO)< [ Fde < 1)

fa0 < [ Y P(t)dt < £(9)

n+l
f+D< [ rdt < f(n)
En additionnant et en utilisant la relation de Chasles, on obtient :

n+1
u,, —f(8) < j; f(t)dt <u, .

n+l
) Soit 1, = | TRt

Les fonctions u et v, dérivables sur [8, n+1], sont choisies telles que :

u(t)y=Int u'(t) = %

v(t)= % v(t) = 24/t

u, u', v et v' sont continues sur [8, nt+1], la formule d'intégration par parties donne :
n+l
I, =[2vtmt ; —f —dt [2f1nt—4f] —2Jn+1(In(n +1)—2)— 4/2(In8 — 2).

d) I est clair que hmIn =+o00; or, daprés b, I <u

on en déduit, par un théoréme de

n b

comparaison, que limu, = +ooc.
Exercice 2

La suite (u,, ) définie pour tout entier n par :

. ! 1 d
e

X
et, pour n >1, un:f dx
NIES'S
X /14 x?

I
NIED'S Ji+x> 1

1. a) Pourtout x€|0, 1, f'(x)= = = .
[ ] X ++/14x2 x—i-\/l-i—x2 \/1+x2

dx = [ln(x 1% )]; —In(1++/2).

Il s’ensuit que u, = f

NIES'S



b) ulzj:\/lijdx:[\/l—l——x} —V2-1

2. a) Pourtoutx €[0, 1] et pour tout n>1, on a successivement :
0<x<1
0<x""<x", car x">0

Xn+1 Xn

\/ 1+x* \/ 1+x*
D’ou, en intégrant dans le sens croissant de 0 a 1, on obtient: 0 <u, ., <u, .

0<

Donc la suite (u, ) est décroissante.

La suite (u,, ) est décroissante et minorée par 0, donc elle est convergente.
b) Pour tout x €[0, 1], on a successivement :

0<x<1

0<x*<1 car t— t* estcroissante sur R"

1<1+x*<2

1<14+x> <2, cart—+/t estcroissante sur R*

Pour tout x €|0, 1|et pour tout n>1, —<1,d’ou
[ ] \ll-i—x IRV ES'S

En intégrant dans le sens croissant de O a 1, on obtient :

lim
n—+oo 1 4 1

x'dx, soit ——=<u,_ <L (1).

(n+ 1)J_

=0, donc, par le théoréme d’encadrement, limu, =0.

1
3. Pourtoutentier n>3, 1 = f x" 14 x*dx.
0

a) Pourtoutentier n>3,o0na:
rx" 2(1+X) -2 2 10
j; ——F——dx —f Vi+x“dx=1,.

+u,_ dx +
B f\/l—i—x ) f\/l—l—X NIES'S

Les fonctions u et v, dérivables sur [0, 1] sont choisies telles que :
u(x) =+1+x’ u'(x)=
V14x?

n 1

V'(X) — Xn72 V(X) _ _1

u, u', v et v' sont continues sur [0, 1], la formule d'intégration par parties donne :

1
1 x" 1
- dx = ~2-u,).

0 fo(n—l)\/l-l—xz —1
Sachant que u, +u, , =1, onen déduitque (n—1)(u, , +u,)= V2 —u,_, soit
nu, +(n-Du,_, = V2.
b) La suite (u, ) est décroissante, donc, pour tout entier n>3, u, <u_ ,,d’ou
nu, +(n—1u, <nu, +(n—1u,_, =2, soit 2n—1u, <2. (2)

n n\/_
—=<n
(n+1V2 Sono1

n—1

X \/l—i—xz

n—1

[ =

n

¢) A I’aide des inégalités (1) et (2), pour tout n >3,

n\/z 1

. n . o : 1
Iim—— = =1lim = , donc, par le théoreme d’encadrement, limnu, =—=

m+¥2 -1 2 NAA




