Quelques propriétés des nombres pentagonaux
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Plus généralement, pour n entier naturel strictémpesitif, on appelle P(n) le nieme nombre pentagon
1. Montrer que, pour tomte N', P(n+ 1)= P(n} 3(n- 1 = P(n)} 3n (1)
2. Calculer les 20 premiers nombres pentagonaux.

3. En écrivant la relation (1) pour p = 1..(n-1patsommant, montrer que, pour tout entier n saperi
ouégala?2:

P(n)= 34+ 2+ 3+ + (- 1)} I’:):n(3+_l) (2). On remarquera que la formule est vraie poarl.

4. Calculerp(3p— 1)pour p = 0..9, en déduire qu'un nombre pentagomakrtermine jamais par 3, 4, 8

ou 9.
5. Quelques propriétes.

Rappel : le nieme nombre triangulaire &¢h) =1+ 2+ 3+ ..+ n=

n(n2+ 1), on pose T(0) = 0.

a) Montrer que, pourtoutc N, P(n)= 3T(n— 1)+ .
b) Montrer que, pour tou € N, P(n)= T(n— 1)+ 1.

c) Montrer que, pour tout € N, P(n):% T(3n— 1) ( un nombre pentagonal est le tiers d’'un nombre

triangulaire ).
d) Montrer que, pour tom e N, P(n)= T(n)+ T(n— 1+ T(n- 1.
e) Montrer que, pour toute N, 24P(n+ 1= (6n- 1.
6. Dans cette question, on va montrer @) =1+ 25+ 25 + .-+ 25", ou n€ N, est un nombre
pentagonal.
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b) On posey =5"""!, On admettra ou on montrera par récurrence5jligest un multiple de 6 moins
1.
c) On peut donc poser=6k—1, ot k € N . En déduire queX(n) = P(K).
7. Le nombre 1 est a la fois triangulaire, carrgegttagonal.
a) Verifier que 210 est un nombre triangulaire entpgonal. C’est le plus petit apres 1 a avoirecett
propriété. Le prochain est 40755.
b) Vérifier que 9801 est un nombre carré et pemtaoC’est le plus petit apres 1 a avoir cette
propriété. Le prochain est 94109401.
8. Un théoréme d’Euler dit que tout entier non palt s'écrire comme la somme d'au plus cing
nombres pentagonaux. Nous allons simplement I&emsur deux exemples.
a) Vérifier que220= P(24 P38} P(5)¢ P(6) P(. Proposer une solution ou 220 est écrit comme
somme de trois nombres pentagonaux, puis comme salfarquatre nombres pentagonaux.

b) Proposer au moins cing solutions de décompaosited2008 comme somme d’au plus cing nombres
pentagonaux (il y en a 164 au total ).

a) Montrer que, pour toute N, X(n) =



