Dans tout I'énoncé "entier" veut dire "entier nakur

1. Pour tout entier n non nul, =1+ 2+ 3+ ..4 n:M.

2. Les 20 premiers nombres triangulaires song3; 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 55, 66, 78, 91, 105,
120, 136, 153, 171, 190, 210.
3. Calculonsp(p+ L)pour p=0..9:

p 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
p(p+1) 0 2 6 12 20 30 42 56 72 90

Si t, se termine par 2, 4, 7 ou 9, alors n(n+1) se tegrpar 4 ou 8, ce qui est exclu d'aprés ce qui

précéde. Donc un nombre triangulaire ne se terjamais par 2, 4, 7 ou 9.

4. Pour tout entier n non nul, on a :

nn+1) n(n—-1) A A— n
tn+tn—1: (2+ )+ (2 ): +n; :nz.

5. Pour tout entier n non nul, on a:

22 _ n’(n+1f rf(n—1f rf(f+ 2m = A+ 2n D s
nont 4 4 4 '

6. On écrit cette derniére relation pourp=1..n:

P —t2=1°
t2-t2=2°
t;—t5=3°
-t2,=n°

En sommant, on obtient que, pour tout entier nmdn
P+224+3F4+ .4+ °=F= @ 2+ 3 + ni.
7. Pour tout entier n supérieur ou égala 2, on a:

n’—n—1)(f—n) (f+ n D@+ n
st to = 2)( ), ( . )i+ n)

3

nm—n—n-—rf+mn 4 fd+ d— - A+ A 1):n4'

2

8. On veut montrer qua, =14+ 9+ § + .+ 9 est un nombre triangulaire.
a) Ona:wu,=10=1t,, u= 9% {,, y= 826 f Le résultat est donc vérifie pour n =1..3.
b) u,est une somme de n+l1 termes consécutifs d'unegssign géomeétrique de raison 9, la

1_ 9n+1 9n+1_ 1
formule donne u, = = :
1-9 8




c) Ona: 9" - 1=F)""-1=@F"")Y-= 3T~ 1n@E Y% 1
d) Un produit de nombres impairs est un nombre imganc 3""* est un nombre impair. On en

déduit que3™™* —1est un nombre pair, notons-le 2q ou q est un entier

Il s'ensuit que 9" —1= (3"*— 1)(3* '+ 1= 2q(2¢- 2, d'oU:u, = 2q(2§|+ 2)_ q(qz-l— b t,.

Ainsi u, est un nombre triangulaire.

9. Le théoreme de Fermat Lagrange : tout entiet géarire comme la somme d'au plus trois

nombres triangulaires.

a) On a:2006= 4%+ 32. D'aprés la question 4, on en déduit que :

2006= t,+ t,+ t,,= 820+ 86% 32.

On a aussi 2006= 46 + 406= f + L+ i,= 820- 788 4

Liste de tous les triplets (i, j, k) tels qu@006= t + t +  avec £ £ kL

1, 30, 55 1, 39, 49 4,14, 61 4,40, 48 7,25,57 ,37750
12, 37, 49 14,19, 58 14, 40, 46 16, 34, 50 19533, 22, 32,49
25, 28, 50 25,40, 41 28, 39, 40 30, 34, 43

b) Ona:2007= 24+ 143+ t+ L+ L.

On a aussi 2007— {,= 2007 1836 17# 141 6 4 ,t, donc 2007,+t H
Liste de tous les triplets (i, j, k) tels qu@007= t+ t+  avec £ £ L

2,26, 57 3, 18, 60 3,21,59 5, 33,53 5,36,51 1,18, 59
11, 36, 50 12, 23, 57 15, 33,51 17,32,51 18526, 18, 33,50
21, 38, 45 23, 24,53 23, 38, 44 26, 32, 47 26486, 33, 36,39



