
Exercice 1 

Soit k un entier 1≥ , on note N(k) 111...1=  avec k chiffres 1.  

1. N(k) est un nombre impair et [ ]N(k) 1 5≡ , donc N(k) ne peut pas être un multiple de 2, ni de 5.  

2. N(k) est un multiple de 3 si et ssi la somme des chiffres de N(k), soit k, est un multiple de 3. 

3. N(k) divisible par 9 si et ssi la somme des chiffres de N(k) est un multiple de 9. Donc le plus petit 

multiple de 9 est N(9).  

4. 2 k 1N(k) 1 10 10 ... 10−= + + + + , en utilisant la somme des termes consécutifs d'une progression 

géométrique, on a : 

( )
k

k1 10 1
N(k) 10 1

1 10 9

−= = −
−

. 

5. a) [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]1 2 3 4 5 6On a :  10 3 7 ,  10 2 7 ,  10 6 7 ,  10 4 7 ,  10 5 7  et 101 7≡ ≡ ≡ ≡ ≡ ≡ . 

En particulier, pour tout p entier naturel, [ ]6p10 1 7≡ . 

 b) Soit k entier 1≥ , faisons la division euclidienne de k par 6 : k 6p r,  0 r 6.= + ≤ <  

Alors [ ]k 6p r r10 10 10 7+= ≡  car [ ]6p10 1 7≡ . 

 Ainsi [ ]k10 1 7≡ si et ssi r = 0, donc si et ssi k est un multiple de 6. 

 c) PGCD(7, 9) = 1, donc, par le théorème de Gauss, on a : 

 
k

7 / N(k)

7 / 9N(k)

7 /(10 1)

6 / k                 d'après b

⇔
⇔ −
⇔

 

6. Soit p premier 5> , alors PGCD(10, p) = 1. 

 On peut en déduire, par le petit théorème de Fermat, que [ ]p 110 1 p− ≡ . 

 Ainsi p 1p /(10 1),   soit p / 9N(p 1).− − −  Or PGCD(p, 9) = 1, donc, par le théorème de Gauss, 

p / N(p 1)− . 

 

Exercice 2 

Soit N un nombre entier impair non multiple de 5, on veut montrer qu'il existe un multiple de N qui est 

un rep-units. 

1. On note n = 9N. On a : PGCD( 10, 9) = 1 et PGCD(10, N) = 1 car N est impair et non multiple de 5, 

donc PGCD(10, 9N) = 1. 

2. Soit  { }qE 10 ,q= ∈ℕ . E est un ensemble infini et les restes dans la division euclidienne par n de 

ces nombres sont en nombre fini, il existe donc au moins deux éléments de E qui ont le même reste . 

La différence de ces deux éléments est un multiple de n. Il existe donc deux entiers p et r, r > 0, tels 

que p r pn /(10 10 )+ − .  



3.  D'après 1, PGCD(10, n) = 1, donc PGCD(p10 , n) = 1. Or p rn /10 (10 1)− , donc, par le théorème de 

Gauss, on en déduit que rn /(10 1)− . Ainsi 9N / 9N(r), donc N / N(r) . Il existe donc un entier k tel 

quekN N(r)= . 

4.  Si [ ]r10 1 N≡  , alors [ ]9N(r) 0 N≡ . Or, si N n'est pas un multiple de 3, PGCD(N, 9) = 1, donc, par 

le théorème de Gauss,  N / N(r) . 

5.  a) On a : 

     

111111

7 15873

11 10101

13 8547

21 5291

33 3367

37 3003

39 2849

= ×
= ×
= ×
= ×
= ×
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b) On a successivement : 

[ ]
[ ]

[ ]

3 5

9

27

10 28 243       3 243

10 82 243

10 1 243

≡ =

≡

≡

 

Il s'ensuit que : 
27

3
2

10 1
0 3

3

−
 ≡   , donc 27 divise N(27). 

c) On a : 

 
[ ]
[ ]

3

15

10 8 31               

10 1 31  

≡

≡
 

[ ]
[ ]

[ ]

4

20

21

10 24 43

10 13 43

10 1 43

                                        

≡

≡

≡

 

[ ]
[ ]
[ ]

[ ]

2

20

40

42

10 2 49

10 44 49

10 25 49

10 1 49

≡

≡

≡

≡

 

Ainsi, en appliquant 4,  31 divise N(15), 43 divise N(21) et 49 divise N(42). 

 

Remarque : pour tout nombre N impair non multiple de 5, il existe un entier r, 1 r N≤ ≤ , tel que  

[ ]r10 1 N≡ . En effet, considérons l'ensemble { }2 3 NF 1,10,10 ,10 ,...,10=  composé de N+1 éléments; 

parmi ces nombres, deux au moins ont le même reste dans la division euclidienne par N. Soit 

p p r10   et  10+  ces deux nombres, où r est un entier entre 1 et N, alors p r pN /(10 10 )+ − . 

On a : PGCD(N, p10 ) = 1 et p rN /10 (10 1)− , donc rN /(10 1)− .   

        


