Exercice 1
Soit k un entier>1, on noteN(k) =111...1avec k chiffres 1.

1.

N(k) est un nombre impair éd(k) 51[5], donc N(k) ne peut pas étre un multiple de 2,enbd

2. N(k) est un multiple de 3 si et ssi la somme deffrel de N(Kk), soit k, est un multiple de 3.

3. N(k) divisible par 9 si et ssi la somme des chdfde N(k) est un multiple de 9. Donc le plus petit

multiple de 9 est N(9).

4. N(k)=1+10 + 1G + ..4 167, en utilisant la somme des termes consécutifsedprogression
géometrique, on a :
1-10° _ 1
NG =5 =50 -1
5.a)Ona: 16= 37 ,10= pJ7,2& [6]7 .18 [47 00 [ p 7 et2q7].
En particulier, pour tout p entier naturé@® = 1 7.
b) Soit k entier> 1, faisons la division euclidienne de k par6=6p+r, 0< r< 6
Alors10* = 107" = 10[ 1 car10® =1 7.
Ainsi 10 = 1 7 si et ssi r = 0, donc si et ssi k est un multigesd
c) PGCD(7, 9) = 1, donc, par le théoréme de Gaurss,:
71N(k)
= 719N(k)
- 71A0°-1)
= 6/k d'apres
6. Soit p premier-5, alors PGCD(10, p) = 1.
On peut en déduire, par le petit théoréme de Requald® =1 (.
Ainsi p/(10™*-1), soit p/9N(p 1 Or PGCD(p, 9) = 1, donc, par le théoréme de Gauss,
p/N(p-1).
Exercice 2

Soit N un nombre entier impair non multiple de B veut montrer qu'il existe un multiple de N qui es

un rep-units.

1.

2.

On note n =9N. On a: PGCD( 10, 9) =1 et PAODN) = 1 car N est impair et non multiple de 5,
donc PGCD(10, 9N) = 1.

Soit E={10q ,qd N} . E est un ensemble infini et les restes dansvaidn euclidienne par n de

ces nombres sont en nombre fini, il existe donmains deux €léments de E qui ont le méme reste .

La différence de ces deux éléments est un mulipla. Il existe donc deux entierspetr, r > [3 te

quen/10*" =10 ).



3. D'apres 1, PGCD(10, n) = 1, donc PGOB( n) = 1. Orn/1(° (10 - 1, donc, par le théoreme de

Gauss, on en déduit que/(10 - 1). Ainsi 9N/9N(r), donc N/ N(r) . Il existe donc un entier k tel
quekN = N(r).
4. Si10 =1 N] , alors9N(r)=0[ N]. Or, si N n'est pas un multiple de 3, PGCD(N, 9), donc, par

le théoreme de Gaus$\/ N(r) .

5. a)Ona:

111111

=7x15873
=11x1010:
=13x 8547
=21x5291
=33x 3367
=37x 3003
=39x% 2849

b) On a successivement :

10°=2q243 3= 24

10° = 87 243
107 =1 243
Il s'ensuit que :10:2_15 0[33] donc 27 divise N(27).
c)Ona:
10°=g3] 10" = 24 43 10° = 2] 49
10°=13] 10° =19 43 10° = 44 49
107 =1 43 10° = 2§ 49
107 =1] 49

Ainsi, en appliquant 4, 31 divise N(15), 43 dividg21) et 49 divise N(42).

Remarque : pour tout nombre N impair non multipbe5d il existe un entier d<r< N, tel que
10 = 1[ N]. En effet, considérons I'ensemb¥e={1,10,16 16 1T} composé de N+1 éléments;
parmi ces nombres, deux au moins ont le méme dBte la division euclidienne par N. Soit
10° et 16" ces deux nombres, ou r est un entier entre 1 alokg N/(10°"" - 10).

Ona:PGCD(N10’) =1 etN/10° (10 - 1), donc N /(10 - 1).



