Exercice 1. France, juin 2004

1. Pour tout entier naturel n, on@; , —u, = 2n+ 3> (, donc la suiteg(u, ) est strictement
croissante.

2. a) Montrons, par récurrence, que, pour totieenaturel nu, > n?.

u, =1, donc la propriété est vraie pour n = 0.

Supposons  que, pour n entier naturel quelconquey, > n*, alors
U,=U,+2n+ 3> f+ 2n 3= (- D+ 2 (r 1. Donc la propriété est héréditaire.
Par le principe de récurrence, pour towt N, u, > n®,

b) Pour tout rEN, u,>n*, et limn®=+oc0, on en déduit, par un théoréme de
comparaison, quému, = +oo.

3. Onawu,=1 y=4,yu= 9, y= 16, et

On peut donc conjecturer que, pour tout N, u, = (n+ 1f.

Démontrons cette propriété par récurrence.

u, = 1= (0+ 1y, donc la propriété est vraie pour n = 0.

Supposons que, pour n entier naturel quelconque, = (n+1f, alors
Uy, =U,+2n+ 3= (M B+ 2+ 3 A+ 4. & (m 2. Donc la propriété est
héréditaire.

Par le principe de récurrence, pour towt N, u, = (n+ 1y .
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Le plus petit entier N tel que, 8i> N, v, <§,' est 5.
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d) Il s'ensuit que, pour tout®5, ”—”<Z, d'otiu,, <Z u,, caru, > 0.
u

n



n->5
2. a) Montrons, par récurrence, que, pour tomt5, u, g{%] U, .

0
U < [g] u; = Us, donc la propriété est vraie pour n = 5.

n-5
Supposons que, pour n entier naturel quelconquer 5, u, g[g] u;, alors
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Donc la propriété est héréditaire.
n-5
Par le principe de récurrence, pour tout 5, u, g[z] U, .
N 3 3"
b) En utilisant 2a, on a, pour tont>5, S, = U+ U+ ..+ Y < ]:l-z-i- 4 2 K.

c) En utilisant la formule qui donne la somme dents consécutifs d'une progression
géometrique, pour tout > 5, on a:
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D'aprés 2b, on en déduit que, pour taut 5, S, < 4u,.
3. Pourtoun>5, S ,,—S§ = u,,> ( doncla suite{Sn)n>5 est strictement croissante.

D'apres 2c, cette suite est majorée.
La suite(S,) __est croissante et majorée, donc, par un théorenseuts, elle converge.



