Exercice 1.

Soit la suite (u,)définie par u, =5 et, pour tout n>1, u, = [1 -I—%]unl —i—é
n n

1. a) u =21

b) Pourtoutn, d, =u, ., —u,.

d,=16,d, =24, d,=32, d; =40, etc.

On peut conjecturer que la suite (d, ) est une suite arithmétique de raison 8 et de premier terme
d, =16.

2. Soit (v,) la suite arithmétique de raison 8 et de premier terme v, =16.

Pour toutn, v, =16+8n.

_n(vy+v,;) n(l6+16+8(n—1))
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Pourtout n>1, S =v,+v,+..+v =4n’ +12n.

3. Montrons par récurrence que, pour toutn, u, =4n”+12n+5.
u, =5, la propriété est vraie pour n = 0.
Supposons que, pour n entier quelconque, u, =4n> +12n+5, alors :
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u, +
n+1 n+1

1+

un+1 =

11[(n+3)(4n2+12n+5)+6]
n
_ 1+1(4n3 +24n” +41n+21)

n

_ (n+1)(4n® +20n+21)
n+1
—=4n* +20n+21=4(n+1)> +12(n+1)+5

Donc la propriété est héréditaire.
Par le principe de récurrence, elle est vraie pour tout n.

4. Pourtoutn, d,=u,,, —u, =4n’ +20n+21—4n’ —12n—5=8n+16.
Ce qui valide la conjecture de la question 1b.

Exercice 2.

Partie A

1. (E)est’ensemble des suites (x,), n€ N, vérifiant: Vn=0, x,,, —x, =0,24x,_, (1)

Soit la suite géométrique (A\")avec X\ = 0. Cette suite vérifie la relation (1) si et seulement si,
pour tout n, on a : NP —N\""—-0,24\" =0, soit \*—X—0,24=0 car \=0, de la
A=L2 ouX=-0,2.

On pose, pour tout n, t, =(1,2)", r, =(—0,2)". Les suites géométriques (t,) et (r,) vérifient la
relation (1).



On admet que (E ) est ’ensemble des suites (u,)définies sur N par une relation de la forme :
u, =a(l,2)" +B(—0,2)" ou o et 3 sont deux réels.

2. Ona:
6=a+0 a=239/7
=
6,6 =1,2a—0,20 b=3/7

Ainsi, pour toutn, u, = 3—79(1, 2)" +%(—O, 2)"

3. |-0,2

<1, donc lim(—0,2)" =0; 1,2>1, donc lim(1,2)" =400 ; d'ou limu, = +o0.
Partie B

Soit la suite (v, ) définie par v, =6 et, pour toutn, v,,, =1,4v, —0,05v>.

1. Soit f(x)=1,4x—0,05x>, x€R.

a) Pour tout x, f'(x)=1,4—0,1x =0,1(14 —x) . La fonction est strictement croissante sur [0, 8].
b) Montrons par récurrence que, pour toutn, 0<v <v_ ., <8.

v, =6 et v, =6,6, donc la propriété est vraie pour n = 0.

Supposons que, pour n entier quelconque, 0 <v, <v, ., <8, alors f(0) <f(v,)<f(v,,,)<f(8)
car f est strictement croissante sur [0, 8]. Or f(0) =0 et f(8) =8, donc 0< v, , <v, , <8.

La propriété est héréditaire.
Par le principe de récurrence, elle est vraie pour tout n.

2. Lasuite (v,)est croissante et majorée par 8, donc elle converge. Soit L=Ilimv, .
Pour toutn, v,,, =1,4v, —0,05v.. Par passage a la limite, L =1,4L —0,05L", soit L’ —8L =0,
d’ou L=0ou L =38. Or, pour toutn, v, > v,, donc L > 6. On en déduit que limv, =8.



