Exercice 1

1. Soit x un réel positif ou nul, k un entier strictement supérieur a x.
kK" k"
a. Pourtout n>k, —<—.
n! k!
La propriété est vraie pour n =Kk.
Supposons la propriété vraie pour n >k quelconque, alors :
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( d'apres I'hypothéese de récurrence )

Donc la propriété est héréditaire.
Par le principe de récurrence, elle est vraie pour tout n >k .
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b. Pour tout n>k, o< =2 xk—<(§j x% (d'apres a. )
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<1, donc lim (%j =0, d’ou, par le théoréme d’encadrement, limx—' =0.
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=—x—x..x—2>1 ( car ces n-1 quotients sont >1).

2. a. Pourtout n>2,
n! 2 3 n
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b. Pour tout n>2, — =X >n (dapresa.).
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Par un théoréme de comparaison, on en déduit que hm—' =400 .
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Exercice 2

u, =0 et, pourtoutn, u_,, =4/3u, +4 (1).

1. a. Montrons par récurrence que, pour toutn, 0<u,  <4.
La propriété est vraie pour n = 0.

Supposons la propriété vraie pour n quelconque, alors on a :
0<u, <4

=4<3u,+4<16

=2<u_,,<4

Donc la propriété est héréditaire.
Par le principe de récurrence, elle est vraie pour tout n.
b. Pourtoutn,ona:

n+l

3u_+4-u’
u, -u =43u +4-u, =—F———"
! ! o Bu, +4+u,

= (u, 4w, =1 >0 (car0<u, <4)

J3u, +4+u,

Donc la suite est strictement croissante.
c. Lasuite (u,)est croissante et majorée, donc elle converge. Posons limu,  =L.

d. Par passage a la limite dans (1), on obtient L =+/3L +4 . La suite est positive, donc L>0.
Ona:




L>0,L=3L+4
< L>0,>=3L+4
<L>0,(L-4)(L+1)=0

<L=4
Conclusion : limu, =4.

2. a. Pourtoutn,ona:
4-u,,, =4-/3u, +4
12-3u,

4+ 3u_+4
< 3¢@-u,) = 4-u, (car3u, +42>2)

4+2 2

b. On en déduit, par récurrence, que, pour toutn, 0<4—-u_ < (%j (4-u,) = 2;‘;

D’ou, par le théoréme d’encadrement, limu, =4.
2

c. Pourtoutn, 0<v,_ =(4-u )n’ 34%.

2
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Or lim— =0 ( voir exercice du cours ), d’ou limv, =0.



