Le théoreme de Napoléon et le point de Fermat

Soit ABC un triangle quelconque direct. Sur les cOtés, on construit extérieurement trois triangles
équilatéraux, comme sur la figure.
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Théoreme de Napoléon : les centres de gravité de ces trois triangles équilatéraux forment un
triangle équilatéral. Sur la figure ce sont les points K, L et M.

On note avec des minuscules les affixes des points. Le plan est muni d'un repere orthonormal
direct.

En considérant la rotation de centre B et d'angle de mesure TE/ 3, calculer c¢' en fonction de a et b,

puis l'affixe k de I'isobarycentre de ABC'.
Donner les affixes 1 et m des points L et M.
Montrer que le triangle KLLM est équilatéral direct.

. Pour cette partie, on utilisera le théoreme suivant : A, B, C et D, quatre points distincts non alignés,

sont cocycliques si et seulement si (ﬁ, E) = (Eé, D—(f)[n} .
Les cercles circonscrits aux triangles ABC' et ACB' se coupenten A et Q2.

. Montrer que (ﬁ, Q—B) = (Q—C, !ﬁ) =-m/ 3[75].

Montrer que (?B, EA) =7/ 3[711 En déduire que Q € (BB'). On montre de méme que Q € (CC'").

Montrer que (!Té, (ﬁ) =/ 3[7:1 En déduire que € appartient aussi au cercle circonscrit a BCA'.
On remarquera que Q € (AA'").

Dans cette partie, on suppose que les angles du triangle ABC sont inférieurs a 120°.
Dans ce cas le point Q2 est a l'intérieur du triangle ABC et on a :

(QA,QB)=(QB,QC)=(QC,QA)=2n/3[2n]
Faire une figure ol 1'un des angles de ABC est supérieur a 120°.

. Dorénavant le repere est centré en € et choisi de telle sorte que les affixes de A, B et C sont

respectivement [a, jjb| et j*|c| .

]
On définit, pour tout complexe z, S(z) = (z —a) + j*(z - b) + j(z —¢).
Montrer que, pour tout z, S(z) = —|a| - |b| - |c|

En déduire que, pour tout z,

a|+|b|+|C|S|Z—a|+|z—b|+|z—c|.
Soit N d'affixe z, montrer que €2 réalise le minimum de la fonction N+ NA + NB + NC.

En fait, on peut montrer que c'est le seul point a réaliser ce minimum : c'est le point de Fermat,
c'est celui qui voit les 3 cotés du triangle ABC sous un angle de 120°.



