Exercice 1. Soit n et k deux entiers supérieurs a 2.

1. 1+3+5+ ..+ (2n- 1 est la somme de n termes consécutifs d'une psigrearithmétique de

raison 2, dond+ 3+ 5+ ..+ (2n- 1F 2nxn_

De la méme fagon, on montre que :

2p+ 1)+ (2pr 3 .+ (2p 2n BUPF2ON_ op ol EN.

2. Montrons, en faisant une récurrence sur k, gfgeut s'écrire comme somme de n entiers
impairs_consécutifs

Pour k = 2, la propriété est vraie comme le molatiguestion 1.

Supposons la propriété vraie poue R quelconque.

Il existe donc un entier p tel que :

n“=Qp+1)+ (2p+ 3+ .+ 2p 2 B (2p ©) .

De la:n*" =n?(2p+ n)= n(2p+ A- A/ n.

n”—n= n(n—- 1) est pair, don@pn+ It — n est pair. Soit p' I'entier tel qu&pn+ * — n= 2p.
On a doncn*™ = n(2p* n), on en déduit par la question 1 que :

n“ = (2p% 1)+ (2p+ 3¢ .+ (2p¢ 2m - La propriété est donc héréditaire.

Par le principe de récurrence, elle est vraie poutrk=> 2.

Exemples :

4 =1+3+5+ 7

4 =13+ 15+ 17 19

4* = 61+ 63+ 65+ 67

4° = 253+ 255+ 25F 25

Exercice2. Soit f,g :[O;]] - R deux applications continues telles que (f(0)-gf()¢g(1))<O0.
Montrons qu'il existex, 0[0;1] tel quef(x,) =g(X,).
Posons, pour tout 0[0;1], h(x) = f(x) - g(x).

La fonction h est continue sur [0; 1], car c'ese wsomme de fonctions continues sur cet
intervalle. De plush(0)x h(1)< C, donc, par le théoreme des valeurs intermédiailesiste

X, 0[0;1] tel queh(x,) =0, soit f(x,) =g(X,) -

Exercice 3. On considére I'équationx®+3x-2=0 (E)

1. Démontrons que cette équation admet une solutiuea surR.
Soit f la fonction définie suR par f(x) =x®+3x - 2.
f est une fonction polyndme, donc dérivable Buret on a, pour tout X,'(x) =3x*+3> 0.

f est donc strictement croissante &ur
Rappelons que f est continue skit

limf =lim x® =+ etlimf =lim x3=- .

+o0 X — +0o — X —» —00

X ) 0 1 + o0

od
x) /




f est continue et strictement croissante Ryrau vu du tableau de variations et par le coralai
du théoréme des valeurs intermédiaires, f adme€umuniquen sur R qui appartient 40;1].

f(0,596)= -0,0003 et f(0,593 0,00 donc 0,596 < < 0,597.
2. Le but de la suite est de calculer la valeacexdea par la méthode de Cardan.

a. Soit u et v deux nombres réels.
Ona:

(U+ V) +3(u+ v)- 2= 0+ 30 w 3ui+ 3¢ W
= 3¢ 3uvfu ) v¥3Uu+v)-2 .
= 3¢ 3w 3(wv)(+v)-2
Si (u, v) est solution du systeme
ut+vi=2
{uv: -1 ®)
alorsu®+ v+ 3(uv+ 1)(u+ v)- 2= 2+ O- = (, donc u + v est solution de ( E).

b. Pour tous réels u et v non nuls, on a :

ul+vi=2 ug_u_13:2
{uv:—l - v=_1
u
(W)Y -2u'-1=0
“{,_.1 (S
u

c. Résolvons I'équationX®-2X -1=0.
Ona:X?-2X-1=(X-12-2=(X-1-/2)(X-1+/2).
Les solutions de I'équation sont doXc=1++/2 ou X=1-+/ 2.

d. Posonai=31+/2 etv= —E, alors (u,v) est solution de (S'), donc de (S).
u

Ona:v*=2-1*=1-v2, d'ouv=%1-+/2

Il s'ensuit, d'aprés 2a, que u + v est solutio( 8. Or cette équation n'a qu'une solution, donc

a=u+v=dV2+1+d1-V2= 2+ + IV 2




