Exercice 1

1 . e " 1424 +n!
On considere la suite (u,)définie, pour tout n €N, par u, = # .
n!

1. Pourtout neN",ona:
u :1!+2!+...+n!+(n+1)!
n+1 (n+1)!
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2. Silasuite (u,)converge, soit L =limu, .

+1

Or, pour tout n € N, u

w1 = Lun +1 (1), et limL =0, donc, par passage a la limite dans
n+1 n+1

(1),ona: L=0xL+1,s0itL=1.
3. Montrons par récurrence que, pour tout n€ N, 1<u, <2.

1! oy f g
u, = - 1, donc la propriété est vérifiée pour n = 1.

+1< u +1< 2
n—+1 n+1 n—+1

+1.

Supposons que, pour n € N quelconque, 1<u_ <2, alors

<1.
n—+1

On en déduit que 1<u, ,, <2.Donc la propriété est héréditaire.

Or,sin>1,alors n+1>2,dou

Par le principe de récurrence, elle est vraie pour tout n € N”.

4. Pourtout neN", 1<u,,, :Lun—i—lg +1,car u, <2, donc Ogunﬂ—lgi.
n+1 n—+1 n+1

Or lim

=0, donc, par le théoréme d’encadrement, lim(u, , —1)=0, soit limu,,, =1.

n-+1
Conclusion : limu, =1.

Exercice 2

Soit f(x)=x"+x’—x+1/2.
Pour tout x, f'(x) =4x’ 4+3x* —1, f"(x) =12x* +6x = 6x(2x +1).
On en déduit le tableau de variations ci-dessous :

X —® —1/2 0 o + 00
£'(x) n 0 = 0 m

-3/4 400
£'(x) / \ /




lim f'(x)= lim 4x’ = —o0, lim f'(x)= lim 4x’ = +oc0.

X——00 X——00 X—-400 X—400
D’apres le tableau de variations, la dérivée est strictement négative sur ]—oo, O] .

La fonction f' est continue et strictement croissante sur [O,—i—oo[ , au vu du tableau de variations
et d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, f' admet un zéro unique o sur
[0, 40 .

£'(0,4) =—-0,264 et '(0,5)=0,25, donc 0,4 <a<0,5.

Si 0,4<a<0,5,0na:

0,0256 < o' < 0,0625

0,064 <o’ < 0,125

—0,5<—a<—-0,4

On en déduit que 0,0896 < f(a) < 0,2875.

D’apres le signe de f'(x), la fonction f est strictement décroissante sur ]—oo,cx] et strictement
croissante sur [04, +oo[ ; de plus f(a) > 0, donc, pour tout x, f(x) > 0.

Conclusion : I’équation f(x) =0 n’a pas de solution sur R

Exercice 3

Un marcheur parcourt 12 km en une heure.

Soit f(t) le nombre de kilométres parcourus en t heure, t € [O, l] .

On pose g(t)=f(t+1/2)—f(t), t€[0, 1/2].

I. Ona: g(0)=f(1/2)—f0)=1(1/2) et g1/2)=1f(1)—f(1/2)=12—1(1/2).

On en déduit que 12 = g(0)+ g(1/2) , soit encore 6 — £ +2g(1 /2)

6 étant la moyenne arithmétique des deux nombres g(0) et g(1/2), 6 est entre g(0) et g(1/2).

2. La fonction f est naturellement continue sur [0, 1], donc la fonction g est continue sur
[0, 1/2]

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe CG[O, 1/ 2] tel que g(c)=06, soit
f(c+1/2)—f(c)=6.

Ainsi dans I’intervalle d’une demi-heure qu’est [c, c+1/ 2] , le marcheur a parcouru exactement 6

km.



