Exercice 1

Montrons que, pour tout entier naturelSi7 ™+ 23™ ! est divisible par 7.
Ona:5°=15625= 223% # , soit5° =17, donc, pour tout entier naturel n,

5" =(5°) =1'[7, de 1a5*™* = 57.

Ona:2*=8=17, donc, pour tout entier naturel &" = (23)n =17, de 1a2> = 2[7.

Il s'ensuit que, pour tout B!+ 2°™ 1= 54 2 7, soit 5°" + 2°™ 1= ([ 7, donc5° 4 23!
est divisible par 7.

Exercice 2

2'°=1024= 1k 93 , donc, pour tout n(zm)n =1"[11, soit 2" = 111.
2015= 1k 183  donc2015= 21}, d'ou2018*"= 2% 11.
Or 2014= 10« 20% - donc2”*= 2" d'ou 22 = 2711,

Finalement2015°** = §1]. Le reste dans la division euclidienne 215" par 11 est5.

Exercice 3

1. Soit k un entier nature®’ = 1] 7], donc (2°)* = 1[7], soit 2** =1[7].
2 =1[7], donc2* x 2= 1x 2 7, soit 2**"* = 2[7], de 1a2°"* = 4] 7.

2. Soit p un entier natured , = 2° 4 2% 4 2%,

a. Sip=3n, A=2"4+2"4 2"= 4+ & 1T, soitpA= [3].

Le reste de la division euclidienne ég par 7 est 3.

Sip=3n+1 A =2""4 2"+ 2% °= 2 4 [, soit A= [0], doncA, est divisible
par 7 .

Sip=3n+2, A=2"?4 2" 2"°= 4 2 LT, soit A= [0], doncA, est divisible
par 7 .

Exercice 4

Uo =1 et, pour tout nu,,, = 10u, + 21.

1. u; =31, u,=331etu; =3331

2. Déemontrons que, pour tout3y, = 10— 7

La propriété est vraie pour n =0, en efdet 10— 7

Supposons que, pour n quelcongBe, = 10" — 7, alors

3u,,,=10x 3y,+ 63= 1& (0'—~ 7 63 10°— .Donc la propriété est héréditaire.
Par le principe de récurrence, elle est vraie pauirn.

Ainsi, pour tout n, 3u, = 9999..9 (n fois le chiffre 9), d'otu,, = 3333...3/( n fois le chiffre 3).
3. \/u_z ~ 18, 2. Aucun des nombres premiers 2, 3, 5, 7,11, 13 eieldiviseu, , donc ce
nombre est premier.



