Question de cours
Montrons que toute suite croissante et non majorée tend vers +oo.

Supposons la suite (u,) croissante et non majorée. Soit M un réel quelconque, M n'est pas un majorant
de la suite, donc il existe u, >M.Or la suite est croissante, donc, pour tout n>p, u, >M.

Tout intervalle [M;+o| contient tous les termes de la suite a partir d'un certain rang. Donc limu,, = +oc.

Exercice 1
Deux suites (x,) et (y,)sont définies, pour tout n >0, par
1 1 1 1 1 1

X, =—+ +.t+— et y, = + ot
n n+l1 2n n+l1 n+2 2n
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2. Pourtout n>0,o0na:
1 1 1 2n°+n+2n°+2n-4n>-6n-2 -3n-2
Xntl —Xp = + - = = <0
2n+2 2n+1 n n(2n+1)(2n+2) n(2n+1)(2n+2)
Donc la suite (x,) est décroissante.
3. Pourtout n>0,ona:
1 1 1 2n+1+2n+2—-4n-2 1
yn+1_Yn: + - = = >0
2n+2 2n+1 n+1 2(n+1)(2n+1) 2(n+1)2n+1)

Donc la suite (y,) est croissante.
1 .
4. Pour tout n>0, x, -y, =—, donc lim(x, —y,)=0.
n
La suite (y,) est croissante , la suite (x,) est décroissante et lim(x, —y,)=0.
Les suites (x,) et (y,)sont deux suites adjacentes, elles convergent donc vers la méme limite L.

Exercice 2

1. a) Pourtout x € ]—2,—}—00[ , f'(x)= e La fonction f est strictement croissante sur ]—2,-!—00[.

(x+2

b) La fonction f est strictement croissante sur ]—2,—|—oo[ .Si1<x <5, alors
1=f() <f(x)<f(5)= g , donc f(x)€[0,5].

2. a) Montrons par récurrence que, pour toutn, 1<u, ,, <u <35.
u,=5etu = g , donc la propriété est vérifiée pour n = 0.

Sipour n quelconque, 1<u, ,, <u, <35, alors, la fonction f étant croissante sur [1, 5] ,
1=1(1)<f(u,,,)<f(u,)<f(5)<5,donc 1<u,,, <u,, <5.Donc lapropriété est héréditaire.

Par le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout n.
b) La suite (u,) est donc décroissante et minorée par 1, par le théoréme du cours, elle est donc

1 4u, -1 . .
convergente. Soit limu, =L ,avec L& [1,5]. Pour toutn, u,,, = ke 5 donc L vérifie I'équation
u, +
L=2E71 it P -2L+41=0,douL=1.
L+2
Exercice 3

1. Pourtoutx, f(x)=4x>—3x*—6x+2, f'(x)=12x>—6x—6=6(2x> —x —1) = 6(x —1)(2x +1).
On en déduit le tableau de variations ci-dessous :



X — -2 -1/2 1 2 + o0
f'(x) + 0 - 0 +

15/ + 00
—w 3
1

) ) . . 1
2. La fonction f est continue et strictement monotone sur les intervalles }—oo, —E} , [—5,1} et [1,+oo[ ,

au vu du tableau de variations et par le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, f admet une
racine unique sur chacun de ces intervalles.
3. Soit a la plus grande racine. f(1,520) = —-0,004 et f(1,521)~ 0,009, donc 1,520 < a <1,521.

Exercice 4

Soit f(x)=vx>+x+1-x et C sa courbe représentative dans un repére (O;f,j) .
1. Limite en —o0

lim (x* +x+1)= lim x* =400, lim /X =+o0, donc, par composition des limites,
X—>—00 X—>—00 X+

lim Vx> +x+1 =400 ; or lim(—x)=+o0, donc limf = +o0.

X—>—00 X—>—0 —0

Limite en +oo
XX +x+1-x° x+1 1+1/x

VX2 +x+14+x - xVI+1/x+1/x* +x _\/1+1/x+1/x2 +1'

lim(1+1/x+1/x%)=1, %{iml\/izl, donc, par composition des limites, lim v1+1/x+1/x> =1; de

X—>+0 X—>+0

Pour tout x > 0, f(x) =

plus lim (1+1/x)=1, on en déduit que limf =% .

. , . 1 .
La droite d'équation y = 5 est asymptote horizontale en +o.

2. Equation de la droite asymptote a C en —oo0
1

Pour tout x < 0, f(x)+2x+%:«/x2+x+1+x+%: 4

\/szrerl—x—l
2

On en déduit que lim (f(x) +2x +%j =0.
Une équation de la droite asymptote en —oo est y = —2x —l.
1y 3
3. Pourtoutx, g(x)=,[| X+—| +—.
g(x) ( 2] p

Pour tout x, g(—%+xj= X2+%=g(—%—x)j. Donc la droite d'équation x:—%est un axe de

symétrie pour la courbe.



