Exercice 1. Rappel : soit p un nombre premier, a € Z". On a : p/a ou pged (p,a) =1.

Soit p un nombre premier, a et be Z", et p divise ab.
Soit p divise a, soit p ne divise pas a, dans ce cas p est premier avec a, alors, par le théoréme de
Gauss, p divise b.

Exercice 2. On considére I'équation : 8x —S5y=1.
1. Le couple (2, 3) est une solution évidente de cette équation.
2. Ona:
8x—Sy=1
< 8x -5y =8(2)-5(3)
<8(x-2)=5(y-3) (1)
5 divise 8(x - 2) et PGCD( 5, 8) = 1, donc, d'apres le théoréme de Gauss, 5 divise x - 2 ; il
existe donc k € Z tel que x -2 = 5k. Il vient alors, en remplagant dans (1), 8x5k =5(y—-3),
soit y- 3 =8k.
Les solutions sont donc :
x =245k
{y =3+8k,keZ
3. Un nombre entier positif n, divisé par 8, donne un reste 1. Ce méme nombre divisé par 5,
donne un reste 2. On cherche n tel que : n=1[8] et n=2[5].
On cherche donc q et ' tels que n=148q=2+5q".
Ce qui nous amene a résoudre 1'équation : 8q—5q'=1.
D'apres la question 2, les solutions sont q =2+ 5k et q'=3+8k ou ke N.
De 1a, on en déduit que n=1+8(2+5k)=17+40kou ke N.

Exercice 3. On cherche tous les couples (a, b) d'entiers naturels, avec a < b, tels que :
JlPGCD(a,b) =6 0

ab =2700
Posons D = PGCD(a, b), ona: a=Da', b= Db' avec PGCD(a', b') = 1. On a alors :

= D=6

(<=1 & 5

D"a'b'=2700 a'b'=75=3x5
a=1,b'=75a=6etb=450
oua'=3,b'=25,a=18etb=150
S ={(6,450),(18,150)}

2700

On a : PDCD(a,b) x PPCM(a,b) = ab, donc PPCM(a,b) = 6 =450.

Exercice 4. Soitn=200=2’ x5,

1. d'apres le cours, N=3+1)x(2+1)=12.

2. 1,2,2°,5,2°,2%5,2°x5, 5%, 25, 2x5%, 2*x5%, 2°x5°
3. Soit p le produit de tous ces diviseurs.

Ona: p=2"x5"%,dou p>=2"x5"=(2"x5")" =n".

Le résultat se généralise a un entier n> 2 quelconque.
Soit d,, d,, ...,dy laliste des diviseurs de n dans l'ordre croissant.

Onaalors : p* =(d,d,..dy)’ =(d,dy)(d,dy_,)...(dyd,)=n" car ddy =d,dy_, =...=n.



