Exercice 1
On considere la suit(aUn) de matrices colonnes définies pady et, pour tout nJU
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2. On pose, pour tout v, =U_ —C.

Montrons, par récurrence, que, pour toutvp=A"V,.

La propriété est vraie pour n = 0.

Si, pour n quelconquey, =A"V,, alors

V.,=U, ,—~C=AU,+B—(AC+B)=A(U,—-C)=AV, =AAV ;=A "V .

ntl = ~ sl
D'ou I'hérédité.

oA

4
Donc C:[
1

2 -1 1 1
3. SoitP= ,det(P):3,P*1:1
1 1 3(—1 2
08 0)_, 1(2 — 0,8 0 1 1 ,6— 0)5 1 111
P P == X X =— X =—
0 0,5 31 1 0O 0% (-1 308 05— 1/)23
. 0,8 0 N
Montrons, par récurrence, que, pour touf\fl,=P 0.5 P-.
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La propriété est vraie pour n =0, en effét”.=1 =P 0.5 P
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Si, pour n quelconqueA" =P| ' P, alors
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D'ou I'hérédité.
4. lim0,8"=1im0,5 = 0, donclimA" =0, d'oulimV, =0 puislimU_ =C.

Exercice 2

Partie A

On considére I'équation (E ) : 25x — 108y = 1, @t x sont des entiers relatifs.
1. 25x13-10& 3= 325 324 , donc le couple (13, 3) est solution de (E ).
En particulier, d'apres le théoreme de Bezout, P@ED108) = 1.

2. PourtousxetgZ,ona:

25x-108y= 1

= 25x—108y= 25(13) 108(3)

= 25(x—=13)= 108(y- 3) a
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108 divise 25(x — 13 ) et PGCD( 25, 108) = 1, dahapres le théoreme de Gauss, 108 divise
x —13; il existe donck 0 Z tel que x — 13 = 108Kk. Il vient alors, en remplagdans (1),
25%108k= 108(y- 3, soit y—3 = 25k.
Les solutions sont donc :
x =13+108k
{y =3+ 25k, k00Z
Partie B
a est un entier naturel et c et g sont des emtadrgels vérifiant25g— 108c= ..

1. Si 7 divise x — a et si 19 divise x — a ,rald@x19= 13¢ divise aussi x — a , car
PGCD(7,19)-= .

2. a. Sian'est pas un multiple de 7, par |& getoréme de Fermat® =1 7; d'ot (a°)* =17,
soita®=117.

Ona :(a2 )g == a% = (a'%®)% ora®=17, il s'ensuit que{a%)g =4 1.

b. Sia= 07, alors, pourtoune N, a'=d 4= 07, donc(a25>g =4 7.

c. On montre de méme que, pour tout entier naa,ln(ele)g = g[19.

Ona :(a25)g =47 et (a25)g = a[19, donc, d'aprés 1(a25>g = g[133.
3. D'aprés la partie A, une valeur possible poestgl 3.
Si a® = 1133, alorsr® = (a25)13[133. Or, d'aprés la question précéder(utzé?)13 = a[ 133, donc

r® = a[133.



