Exercice 1

1. a. Pourtout x e R", f{(x)=In(1+x). lim (1+x)=+o, Xlirn In X = +00, d'ou, par
composition des limites, lim In(1+x) =+

1 . . .
b. Pour tout x e R, f,'(x) = 1 >0, f, est strictement croissante sur R".
X+

1
c. I,= f In(1+ x)dx . On fait une intégration par parties.
0
Les fonctions u et v dérivables sur [0, 1] sont choisies telles que :

1
() =In(l+x)  uix) =~ 1
V'(X):l V(X):X+1
u, u', v et v' sont continues sur [0, 1], la formule d'intégration par parties donne :
! 1
[ = J; In(1+x)dx = [(x-l—l)ln(l-l—x)]; —J; 1dx = [(X—i-l)ln(l-l—x)—x]; —2n2—1.

£,(0) = O et f, est strictement croissante sur R", donc f, >0 sur R".
I, est I’aire, en unités d’aire, entre la courbe de f;, Iaxe des abscisses et les droites
d’équations x =0 et x = 1.

2. a.Pourtout ne N’ et pour tout x € [0,1] , On a successivement :

0<x<1
0<x"<1 car x+— x" est une fonction croissante sur R*
1<1+x"<2

0<In(1+x")<In2 car In est croissante
1

D’ou, en intégrant dans le sens croissant de 0 a 1, on obtient : 0 <I < f In2dx=1In2.
0

b. Pour tout n € N et pour tout x € [0,1] , 0N a successivement :

0<x<1

0<x""<x" car x">0 sur R*

I<14x""<14x"

0<In(14+x"")<In(14+x") car In est croissante

D’ou, en intégrant dans le sens croissant de 0 a 1, on obtient: 0 <1 ., <I .
La suite (I) est décroissante.

c. Lasuite (I,) est décroissante et minorée par 0, donc elle converge.

3. Pourtout xeR", g(x)=In(1+x)—x.
a. Pour tout x e R", g'(x):L—lz =
x+1 x+1

X 0 + o0

gx) 10 -
0

29 \

b. Au vu du tableau, pour tout x e R", g(x) <0.
Pour tout n € N' et pour tout x e R*, x" >0, donc g(x") <0, soit In(1+x")<x".




c. Pour tout n€N" et pour tout x €[0,1], In(1+x") <x"; d'ou, en intégrant dans le sens

n+1 1

1
croissant de 0 a 1, on obtient : I, < f x'dx = X = .
0 n—+1 , n+ 1
Ainsi, pour tout n€ N, 0< I, < ! . Or lim =0, donc, par le théoréme
n—+1 n—+1

d'encadrement, limI =0.

Exercice 2

f est la solution de I'équation différentielle (E) : y'+y =0 telle que f(0) =e.

1. La solution générale de (E) est définie sur R par y(x) =Ce . y(0) = e donc C =e. On en

1—x

déduit que, pour tout x, f(x)=¢e

v [ 230 — i 2

2. a. Ona: V—ﬁ nx"dy = nj; (1—Iny)'dy.

Eneffet: e *=y&l-x=lhyex=1-Iny

b. V=mn f ) (1—Iny)’dy . On fait une premiére intégration par parties.
1

Les fonctions u et v dérivables sur [1, e] sont choisies telles que :

u(y) =(-Inyy ul(y)=-21"1

vi(y)=1 v(y)=y
u, u', v et v' sont continues sur [1, €], la formule d'intégration par parties donne :

V=nly(-Iny)’[ +2x [ (1-Iny)dy.

On procede a une seconde intégration par parties.
Les fonctions u et v dérivables sur [1, e] sont choisies telles que :

uy)=(1-lny) uly)= —é

vi(y)=1 v(y)=y
u, u', v et v' sont continues sur [1, €], la formule d'intégration par parties donne :

V= ly(- | +2nly-ny)] +2n [ lay
— n[y(l—ln y)’ +2y—2yln.‘/+2y]

=n[y((Iny)’ —4Iny+5)]
=mn(2e—35)

e
1

e
1

Exercice 3

Soit la fonction f définie, pour tout x réel, par f(x)=e >* In(1+ 2¢*).

2¢ _ opy+2
1+2¢e* 1+2¢e*

1. Pourtout x, f'(x) =-2e*In(1+2e*)+e > x



—X

(&

2. On considere 1'équation différentielle : y'+2y =2 (E).
1+2e*
2¢”
a. Pour tout x e R, f'(x)+2f(x) = .
1+2¢"

Donc f est solution de (E) sur R.

b. Montrons qu'une fonction g est solution de (E) sur R si et seulement si g — f est solution
sur R de I'¢équation différentielle : y'+2y =0 (E").

Ona:

g est solution de (E) sur R

—X

o Vx eR,g'(x)+2g(x) = = f'(x) +2f(x)

1+2¢*
SVxeR,(g—1)'(x)+2(g—f)(x)=0

& (g—f) est solution de (E') sur R

2 ou C est une constante réelle.

d. On en déduit que la solution générale de (E) est définie sur R par g(x)=f(x)+Ce > ou

C est une constante réelle.

c. La solution générale de (E') est définie sur R par x — Ce™



