LOlI NORMALE

' A) GENERALITES

| ) VARIAB LE ALEATOIRE REELLE CONTINUE

@® Définition 1 : ( Variable continue )
Une variable aléatoire X est « réelle continusedlement si I'ensembles des valeurs de X e

Exemples: © X =taille @ X=poids ® X =température ... sont des variables continug

\U

Il ) DENSITE de PROBABILITE d’'une variable continug

® Définition 2 : ( Densité de probabilité )
Soit X une variable aléatoire réelle continue.
Une fonction f est unéensité de probabilitde la variable aléatoire X seulement si

f est intégrable sur R avgcJroo f(x) dx = 1 c’estéldiret lim f*tt f(x) dx = 1.
" oamo)_

C’est une fonction donitaire comprise entre la courbe de f et 'axe delssmisses vaut.1

Exemples de densité de probabilité : A
f(x)=0,5 pourxd[0, 2]
®© festtelle que{ f(x) = 0 pour xJ [0, 2] 05 i
(loi uniforme sur [0 ; 2] ) —

On a bienf::’: f(x) dx = 0,5 2 = 1. (correspond a l'aire du rectangle ?

-X2

@) f(x)=Le? pour X(0 R ( loi normale centrée réduit

\J2m

On admet que [ *® f(x) dx = 1.
( L’aire sous la courbe vaut 1)

Il ) PROBABILITE d’un intervalle [i; b] delR

® Définition 3 : ( probabilité d’un intervalle )
Soit X une variable aléatoire réelle continue dardensité de probabilité est f.

La probabilité de l'intervalle [a ; b] est le nonab(rp( [a; Db]) =f§ f(x) dx = F(b) — F(a).

Ou F est une primitive de f.
Elle correspond Baire entre la courbe de f, 'axe des abscissespoa<x<b.

Remarque : p([a;b])estaussinoté p(Xl[a;b]) ouencorep(a&X<h).

Exemples :
o {f(x)=0,5 pourXJ[0, 2]
f(x) =0 pourxd [0, 2]

p(& X<0,8) =f8’8 f(x) dx = 0,8x 0,5 = 0,4. 05

>

(loi uniforme sur [0 ; 2] )




1 = y
@ f(x)=—=-e2 pourxR
\[2n

NN
( loi normale centrée réduite) A\\\ \\\
/ N

p(-1< X< 1,5) = [ 1°f(x) dx=0,7. N

[Il') Probabilité et FONCTION de REPARTITIC

@® Définition 4 : ( fonction de répartition

)

Soit X une variable aléatoire réelle continue.

La fonction de répartition de X est la fonctiorté®F définie sur R telle F(x) = p(Xx )|
Remarques :

@®© Onnoteaussi: F(X)=p(X]—o;x])

@ Si X a pour densité de probabilité f alors EHP( X< x) :
correspond a I'aire comprise entre la cowtd&éaxe des NN
abscisses pour les abscisses inferieures a x l\ \
Onadonc F(X)=p(Xx)=[* f(t)dt AN

s * AR
® Proprieté 1 : RN

Soit X une variable aléatoire réelle continue.
Soit F la fonction de répartition de X :

p(as Xs b)=p(Xshb)- p(Xsa) = F(b)-F@) Remargues :

@ Si X a pour densité de probabilité f alors F{Bj(a) correspond a correspond a la différen

entre l'aire sous la courbe pour les abscisgéseures a b et I'aire sous la courbe pour les
abscisses inférieures a a.

[ | [

N moins 0. égal N
N \ 4 N

A \ — > /
4 N INER! N
< - )
P (Xb) - p(Xa) = pEX<b)
F(b) - F@) = p(Xd[a;b])

@ Si X a pour densité de probabilité f alors la famctde répartition de X n’est rien d’autre
autre qu’une primitive de f. (F’=1).

® Pour connaitre la probabilité d’un intervalle quelconque, il suffit de connaitre les
valeurs de la fonction de répartition F



B) Loi NORMALE I

@® Définition 5 : (loi normale )

X est une variable aléatoire continue[nR , 0 > 0, « e » est la base des logarithmes Népéi
X suit une loi normale de moyenne m et d’ écgret >0

Si et seulement si

1 - 2
X a pourdensité de probabilitéla fonction f telle que f(x) = 1 e‘;(x =)
o\/2n °
On note alors : X suit une Id\ ( m; o)
Exemples: (m=-2;0,=1) (m=0;0,=1) (m=2;03=1)

-~

- m<m < 3 et o= 0,=03=1; méme écart type et moyennes différe
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(RF2,0,=0,75) (p=2;0,=1) (mM=2;03=2)
S mp=m, = my=2 et o< 0,<03: Mémes moyennes et écart types diffél
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Remaques . |

Les courbes sont des « courbes en cloche ».

Chaque courbe est symétrique par rapportieoige d’équation x = m = moyenne.

Le maximum de f est atteint pour x = m.

Plus I'écart type est petit et plus la courtaesserrée autour de son axe de symétrie
Plus I'écart type est grand et plus la courbelispersée autour de I'axe de symeétrie.

arwnNE



1 ( réduite)

-X2

ez

1
\[2n

=1 (a)-1

=z

<X<a)

_t2
e2 dt.

0 (centrée) et

1

1-n(@). p(-a

X suit la loi normale centrée réduite si et se@ntrsi m

X a alors poudensité de probabilitéla fonction f telle qug f(x)

0;1

(

On note : X suit une loN

0,4
3

0,

® Propriété 2. ( Table de la loi normale centrée réduite )

@®Deéfinition 6 : ( loi normale centrée réduite )

( 0;1

Pourtoutal R onpose [1(a)= p(X<a)

X suit une loiN

a

J

Les valeurs dg] (a) pour &J R constituent la table de la loi normale cemnéduite.

( donnée en annexe * )
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Exemple :
Si X suit une loN ( 0;) alors :
p(X<2,32)=(2,32) = 0,9898
p(X=2232)= 141(2,32) = 1 — 0,9898 = 0,0102
p(X<—2,32)=(-2,32) = 141 (2,32) = 1 — 0,9898 = 0,0102
p( —2,3%X<2,32)=1(2,32) 41 (-2,32) = 0,9898 — ( 1 — 0,9898 ) = 0,9796.

@Propriété 4: ( probabilité d'un intervalle )

XsuituneloiN ( 0;1)
Quels que soient@d RetbldR ona p(&X<b)=n(b)-n(a)

Exemple :

p (1,23 X=<2,32)=(2,32)-1(1,23)

On lit dans la tablgq (1,23 ) = 0,8907 et] (2,32 ) =0,9898

dou p (12X X<2,32)=(2,32)-1(1,23) = 0,9898 — 0,8907 = 0,0991.

® Propriété 5 : ( changement de variable )

Soit X une variable aléatoire|et Té; m

On retire m a X puis on divise le résultat par
Si X suit une loi normalbl ( m;o) de moyenne m et d’ écart type> 0

Alors T= X =
o

la variable aléatoire obtenue a partir de X.

m . . p: e
suit une loi normale centrée réduNe ( 0;)

Remarque :

b-m

MeT<

Onaalors p(aX<h)= p(a(_; ) etlecalculde p (X <b) pourune

loi normale quelconque se raméne au calcypd&’'< T < b’) pour une loi normale centrée
g : m
réduite avec a’ 2= et b’ b-m
o o

Exemple : Supposons que X suive une Ni ( 50;01)

1. On cherche a calculer p (5&,X < 50,2 ) pour cela on change de variable,
7 =2=M - X=50" ot une loiN ( 0;)

o 01
etona p (55 X<60) —p(503150_T_50’§—1_5

dou p(5%X<60) = 0,9772-0,8413 =0,1359.

=p(1T<2)=F(2)-F(1)

2. On cherche a déterminer x tel que p(%)=0,8
On cherche alors t tel que p£1) = 0,8 dans la table de la loi normale, on dran
P ( T<0,84)=0,8
- 50
0,1

= 0,84 on en déduit x = &D,84 + 50 = 50,084.



Remarque : Quelle que soit la IoN ( m;o) de moyenne m et d’ écart type>
0

On montre que si X suit la |07 ( m;
o) Alors
N
AN \
\ & \
Q
4 N
S
- N — - NN =SSN
p(Mm-o<X<m+o)=0,68 p(m @< X <m+X)=0,95 p(m-8<X <m +3)=0,998

® Propriété 6 : ( Convergence de la loi binomiale vers la loimale )
Soit X une variable aléatoire discréte et p > 0.

Si X suit une loi binomiale B(n ; p)
Alors plus n est grand et plus la loi de X seoraphe d’une IoN ( m;
a')

Avec m'=np eto’ =+/np(1-p)

On dit que la loi binomiale converge vers une mmale.

Remarque : pour n suffisamment grand.
Pour calculer p ( % a) on pourra considérer la variable Y suivant loné\ ( np;
\/np(1-p)
Puis déterminer p ( ¥ a) par changement de variable grace a la table lbi normale
N ( 0;)
Puis on fera I'approximation p (Xa)=p(Y<a)
Exemple :
Si X suit une loi binomiale B( 1000 5P,on cherche a calculer p (2510)
On considére Y suivant une Ni ( 1000x0,5 ; 1/1000<0,5%(1 — 0,5) )

( 500;+/250 )

On cherche alors p (¥510) sachant que p (¥510) =p ( X< 510).
On change de variable en considérantz=220 ¢ 210500 _ 0,63

250 \/250

puis on cherche p (Z0,63) grace a la table de la loi normaleN ( 0;)
Ce qui donne p (£0,632)=0,7324

D’ou finalement p (X 510)= p(Y<510) =p (Z&0,632)=0,7324.

N

Résumé : ( «suitune loi » sera noté dans ce quiii» )

Pour calculerp (X a) avec XIB(n;p)

On calcule p (¥ a) avec YON ( np ;A/np(1-p) en considérant que p(Xa)=p
(Y<a).

Pour cela on calcule p (Z=2=" ) avec Z1 N ( 0;)

\/np(1-p)



. _ < o ,_a-np
considérantquep (¥a)=p(Za ) avec a m) :
On considére successivement les variables, Igsoéabilités suivantes.
X[B(n;p) théoreme de convergency N ( np ;\/np(1-p) changement de variable Z []
N ( 01

p(X<a) p(Y<a) p(Z<a' )

@® Propriété 7 : (Somme de deux lois normales indépendantes

Soient X et Y deux variables aléatoires réelmgiaues.

Si X suit une loi normai ( my; o))
Y suit une loi normald ( my;0,)
X et Y sontindépendantes

Alors Z=X+Y suitune loi normal& ( mi+m;\02+02)

Remarques :
L’espérance de Z s’obtient additionnant les espérancesle X et Y .

La variance de Z s’obtient additionnant les variancesde X et Y .
V(Z) = V(X) + V(Y) =0.2 + 02
L’écart type de Z est dorrq@ol2 + 0,2 et.on n'additionne donc pas les écart typex deY.

Exemple :
X suit une loi normal®\ ( 80;93
Y suit une loi normal& ( 20;9
X et Y sont indépendantes
Alors Z=X+Y suitune loi normal&l ( 80 + 20 /32 + 42) = N (
100; 9

® Propriété 8 : (Espéranced’une combinaison linéaire de deux variables quetpees)

Soient X et Y deux variables aléatoires. So#eet b deux réels quelconques
Ona:

1) | E(X+Y) = E(X) + E(Y)

2) | E(X=Y) = E(X) — E(Y)

3) | E(aX) = aE(X)

4) |E(aX+Y) = aE(X) + E(Y)

5) |[E(aX + b) = aE(X) + b (admis )

® Propriété 9 : (Variance d'une combinaison linéaire de deux variables indwel@ates)

Soient X et Y deux variables aléatoires. Stdeet b deux réels quelconques
Seulement si X et Y sont indépendantes on a :

1) [ V(X+Y) = V(X) + V(Y)]|

2) IV(X=Y) = V(X) +V(Y)| (attention)
3) [V(aX) =a2V(X)| (attention)




4) |V(@aX+Y) =aV(X) + V(Y) |
5) |[V(aX + b) =a?&V(X) + 0 = a2V(X)

(admis)

Exemple : Si E(X) =5 etE(Y)=10 etV(X)=15e(¥) = 20.
alors E(2X — 3Y) = 2E(X) — 3E(Y) =%5 — 3x10 = -20
et V(2X — 3Y) = V(2X) + V(3Y) = 2%15 + 3%20 = 60 + 180 = 240.




