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1. Cinématique du fluide 
 

1.1. Quelques rappels mathématiques 
 

1.1.1. Opérations avec un scalaire 
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1.1.2. Opérations avec un vecteur 
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1.1.3. Opérations avec une matrice 
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Contraction avec un vecteur : 
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1.2. La représentation eulérienne  
 

),( txU , ),( txp , ),( txρ , ),( txT  

D'où toutes les quantités définies précédemment. 

On définit la dérivée particulaire: ( ) Ugrad
t

U
dt

d
iit ⋅+

∂
∂=∂+∂=  

Interprétation : 

Trajectoire : )(txt i→ , tel que : ( )txUtx
dt

d
iii ,)( =  

Soit une grandeur en représentation eulérienne :( ) ( )txtx ii ,, Φ→ . 
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On considère : ( )ttxt i ),(Φ→ . 

Alors : ( )
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2. Physique du fluide 
 

2.1. La représentation des efforts 
 

ijσ  est la composante selon la direction i du vecteur-contrainte agissant sur la facette de normale sortante j. 

dandf ⋅= σ  

Pour un fluide au repos : danpdf −=  (équilibre hydrostatique) et donc Ip−=σ  

De façon général : τσ +−= Ip  

 ( )Ugradf=τ  

Fluide newtonien : 
Hypothèses : 

• linéarité en fonction de Ugrad  

• principe d'objectivité (indépendance par rapport à un mouvement de translation et un mouvement de rotation 
rigide) 

• milieu fluide isotrope 
 
Donc : 

dIUdiv µλτ 2+=  

où ( ) ( )UgradUgraduud t
jiij +=∂+∂=

2

1

2

1
 

Ici : ( )T,ρµ  et ( )T,ρλ  

 

Conclusion : ( ) dIUdivp µλσ 2++−=  

 
Pour un gaz monoatomique, on montre la relation de Stokes : 023 =+ µλ  

Cette relation est également vérifiée expérimentalement pour les gaz polyatomiques. 
 

2.2. Thermodynamique d'un fluide compressible 
 

Préalable mathématique : si ),( vuf alors dv
v

f
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u

f
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Energie interne : e 
Masse volumique : ρ  

Entropie : s  
 
� Equation d'état canonique : ),( se ρ  

Définition de la température : 
ρs
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Définition de la pression thermodynamique :
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e
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� Equation d'état calorique : ),( Te ρ  

Chaleur spécifique à volume constant :
ρ

ρ
T

e
TCV ∂

∂=),(  

ρ
ρ

d
e

dTCde
T

V ∂
∂+=  

� Equation d'état thermique : ),( Tp ρ  

Coefficient de dilatation thermique à pression constante : 
p

T
Tp

∂
∂−= ρ

ρ
α 1

),(  

Coefficient de compressibilité isotherme : 
T

T p
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� Lien entre l'équation d'état calorique et l'équation d'état thermique : 
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� Enthalpie : 
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Donc ),( sph  

 
� Equation d'état calorique : ),( Tph  

Chaleur spécifique à pression constante : 
p

p T

h
TpC
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dp
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dTCdh
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� Relation de Mayer : 
T

Vp

T
CC

κ
α

ρ

2
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� Rapport des chaleurs spécifiques : 
V

p

C

C
=γ  

� On considère : ),( sp ρ  

Vitesse du son : 
s

p
c

ρ∂
∂=2  

On démontre que : 
T

c
ρκ

γ=2  

 

� Le gaz parfait 
 
Un gaz est dit thermiquement parfait lorsque son équation d'état thermique prend la forme : rTp ρ= . 

M

R
r = où KmoleJR //3145,8= est la constante universelle des gaz parfaits et M est la masse molaire du gaz. 

 Rappel : nRTPV = où n représente le nombre de moles de gaz dans le volume V  



 8 

 La masse de gaz mdans le volume V vaut : MnVm == ρ  

 D'où : RT
M

mm
P =

ρ
et donc : rTT

M

R
p ρρ ==  

Donc : 0=
∂
∂

T

e

ρ
. 

D'où : )(Tee =  et )()( ThrTTe
p

eh =+=+=
ρ

. 

)(TC
dT

de
C VV ==  

)(TC
dT

dh
C pp ==  

T

1=α  

pT

1=κ  

Relation de Mayer : rCC Vp =−  

Vitesse du son : rTc γ=2  

 
Un gaz thermiquement parfait est dit caloriquement parfait lorsque les chaleurs spécifiques sont constantes. 
Dans ce cas : 

TCTe V=)(  

TCTh p=)(  

ρ
ρρ

ρ
d

rTdTCd
p

deTds V −=−=
2

. 

Donc : 
ρ
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cte
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logloglog),( γρ
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logloglog),(  
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p

Cps V += γρ
ρ log),(  

 

2.3. Thermodynamique d'un fluide incompressible 
 
Energie interne : e 
Entropie : s  
 
� Equation d'état canonique : )(se  

Définition de la température : 
ds

de
T = , 

La pression thermodynamique n'est pas définie.  
D'où : Tdsde=  
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� Equation d'état calorique : )(Te  

Chaleur spécifique :
dT

de
TC =)(  

D'où : CdTde=  

2.4. Echange de chaleur 
 

danqdQ ⋅−=  

Loi de Fourier : TgradKq −=  

Coefficient de conductibilité thermique : ( )TK ,ρ  est le 

Coefficient de diffusivité thermique : 
pC

K

ρ
χ =   

Nombre de Prandtl : 
χ
ν=Pr  

Pour de nombreux fluides, en excluant des conditions extrêmes de température, le nombre de Prandtl peut être considéré 
comme constant. 
 

2.5. Deux exemples : l'air et l'eau 
 
 
 air à 273°K  eau à 293°K 

ρ  )/( 3mkg  293,1  20,998  

µ  )//( smkg  51072,1 −×  310005,1 −×  

ν  )/( 2 sm  51037,1 −×  610007,1 −×  

K  )//( KmW  21041,2 −×  62,0  

Pr  715,0  75,6  

pC  )//( KkgJ  31000,1 ×   

VC  )//( KkgJ  21014,7 ×  31018,4 ×  
γ  40,1   

α  )( 1−K  31066,3 −×   

Tκ  )1( −bar  99,0   

c  )/( sm  45,331   

 
Pour l'air : 

molegM /29= . D'où : KkgJr //287=  

Formule de Sutherland valable dans une large gamme : ( )
4,110

10454,1
2/3

6

+
= −

T

T
Tµ  
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3. Lois de la mécanique des fluides 
 

3.1. Une équation de bilan 
 
On montre que : 

( ) ( ) ] [( ) ( )∫ ∫∫∫
Ω∂ ΣΩΩ

Σ⋅−⋅+Ω
∂
∂=Ω

)( )()()(

)()(
t ttt

tdnWbtdanUbtd
t

b
tbd

dt

d
 

 

Ici ] [ 12 bbb −= représente le saut de la quantité b à travers la discontinuité )(tΣ .  

On montre que : (formule de la divergence)  

( ) ] [ ( )∫∫∫
ΣΩΩ∂

⋅+Ω=⋅
)()()(

)(
ttt

tdanbtdbdivtdanb  

 
Principe de conservation : 

∫∫∫
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⋅+Ω

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≥
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Donc : 

( ) ( ) ] [( ) ( ) ∫∫∫ ∫∫
Ω∂ΩΩ∂ ΣΩ
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D’où : 

( ) ( ) ] [( ) ( ) ] [( ) ( )
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D’où :
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
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∂

∂
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AdivQUbdiv
t

b

ρ

ρρ

 

A noter que : ( )Ubdiv
t

b
Udiv

dt

d
b

dt

db ρρρρρ +
∂

∂=






 ++ . 

Donc : 

AdivQUdiv
dt

d
b

dt

db +








≥
=








 ++ ρρρ  

3.2. Conservation de la masse, de la quantité de mo uvement, de l'énergie 
(premier principe), inégalité fondamentaole (second  principe). 

 
 b  = ou ≥  Q  A  

Masse 1 =  0  0  

Quantité de mouvement U  =  Fρ  τ+− Ip  

Energie 







+

2

2U
e  =  UF ⋅ρ  qUUp −⋅+− τ  
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Entropie s  ≥  0 
T

q
−  

( )] [





=⋅−

=+

0

0

nWU

Udiv
dt

d

ρ
ρρ

 

A partir de là : 
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ou 
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D'où : 
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ou 
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τρρ

2

2
2

2

 

ou 

( ) ( )

( ) ] [ ] [ ] [












⋅−⋅⋅+⋅−=⋅−







+

−⋅+−⋅=















++








+

∂
∂

nqnUnUpnWU
U

e

qdivUdivUpdivUFU
U

ediv
U

e
t

τρ

τρρρ

2

22
2

22

 

] [( )












⋅







−≥⋅−











−≥

n
T

q
nWUs

T

q
div

dt

ds

ρ

ρ
 

ou 

( )

] [( )












⋅







−≥⋅−











−≥+

∂
∂

n
T

q
nWUs

T

q
divUsdiv

t

s

ρ

ρρ

 

τρρρ divUpgradUUF
dt

Ud
U

U

dt

d ⋅+⋅−⋅=⋅=








2

2

 

( ) pgradUUpdivUpdiv ⋅+=  
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( ) ( ) UgraddivUUdiv t :τττ +⋅=⋅  

dUgrad :: ττ =  

ou τρρρ divUpgradUUFU
U

div
U

t
⋅+⋅−⋅=
















+








∂
∂

22

22

 

qdivdUpdiv
dt

de −+−= :τρ  

qdivd
dt

dp

dt

dh −+= :τρ  

( ) qdivUdiv
t

p
UF

U
h

dt

d −⋅+
∂
∂+⋅=








+ τρρ

2

2

 

ou ( ) qdivUdiv
t

p
UFU

U
hdiv

U
h

t
−⋅+

∂
∂+⋅=
















++








+

∂
∂ τρρρ

22

22

 

 

Dans un écoulement stationnaire : 0=
∂
∂
t

et 0=W  

( ) ∫∫∫
Ω∂ΩΩ∂

⋅+Ω








≥
=

⋅ danAQddanUb  

D’où : 

( ) 0=⋅∫
Ω∂

danUρ  

( ) ∫∫∫∫
Ω∂Ω∂ΩΩ∂

⋅+−Ω=⋅ dandanpdFdanUU τρρ  

( ) ∫ ∫∫∫∫
Ω∂ Ω∂Ω∂ΩΩ∂

⋅−⋅⋅+⋅−Ω⋅=⋅







+ danqdanUdanUpdUFdanU

U
e τρρ

2

2

 

( ) ∫ ∫∫∫
Ω∂ Ω∂ΩΩ∂

⋅−⋅⋅+Ω⋅=⋅







+ danqdanUdUFdanU

U
h τρρ

2

2

 

( ) ∫∫
Ω∂Ω∂

⋅−≥⋅ dan
T

q
danUsρ  

 

3.3. Bilan d'entropie. 
 

ρ
ρ

d
p

deTds
2

−= ,  

Udiv
p

dt

de

dt

dp

dt

de

dt

ds
T ρ

ρ
ρ

ρ 22
+=−=  

Updiv
dt

de

dt

ds
T += ρρ  

D'où : 

qdivd
dt

ds
T −= :τρ  

Comme : 
2T

Tgradq

T

qdiv

T

q
div

⋅
−=









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2

:

T

Tgradq

T

d

T

q
div

dt

ds ⋅
−+









−=

τ
ρ  

Second principe : 0
:

2
≥

⋅
−

T

Tgradq

T

dτ
 

 

3.4. Le gaz parfait 
 

Pour un fluide newtonien : dUdiv µλτ 21+=  et TgradKq −= ,  

le second principe donne : 023 ≥+ µλ , 0≥µ , 0≥K  

 
Relation de Stokes : 023 =+ µλ  

Si en plus, λ , µ  et K sont supposés constants. 

Si TCe V= , TCh p=  

 
rTp ρ=  

0=+ Udiv
dt

d ρρ
 

( ) 




 ∆++−= UUdivgradpgradF
dt

Ud

3

1µρρ  

Une équation parmi les suivantes : 

• 
( )

TK
Udiv

ddUpdiv
dt

dT
CV ∆+









−+−=

3
:2

2

µρ  

• 
( )

TK
Udiv

dd
dt

dp

dt

dT
Cp ∆+









−+=

3
:2

2

µρ  

• ( ) ( ) ( ) ( )( ) TKUdivUdivgradUUddivUpdivUF
U

TC
dt

d
V ∆+




 +⋅−⋅+−⋅=













+ 2

2

3

1
2

2
µρρ  

• ( ) ( ) ( )( ) TKUdivUdivgradUUddiv
t

p
UF

U
TC

dt

d
p ∆+




 +⋅−⋅+
∂
∂+⋅=














+ 2

2

3

1
2

2
µρρ  

• ( ) TKUdivdd
dt

ds
T ∆+







 −= 2

3

1
:2µρ  

3.5. Le fluide incompressible 
 

Pour un fluide newtonien : dµτ 2=  et TgradKq −= ,  

le second principe donne : 0≥µ , 0≥K  

 
Si en plus, µ  et K sont supposés constants. 

Si CTe = ,  

Incompressibilité : 0
1 =

dt

dρ
ρ

 

D'où : 

0=Udiv  
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UpgradF
dt

Ud ∆+−= µρρ  

TKdd
dt

dT
C ∆+= :2µρ  

 

3.6. Conditions aux limites 
 
Condition cinématique : 
L'expérience montre que pour les fluides il n'y a pas glissement du fluide sur la paroi. On se donne la vitesse en chaque 

point de la paroi à tout instant ( )txU p ,  et on impose : ( ) ( )txUtxU p ,, =  (condition d'adhérence). 

 
Condition thermique :  

• si la paroi est isotherme : on se donne ( )txTp ,  sur la paroi et les particules de fluide au contact de celle-ci 

prennent cette température : ( ) ( )txTtxT p ,, =  

• si la paroi est athermane, 0=⋅ nTgrad à la paroi 

3.7. Exemple : l'écoulement de Poiseuille 
 
Ecoulement de fluide incompressible dans un tuyau plan. 
 

( )
















=
),,,(

),,,(

),,,(

,,,

tzyxw

tzyxv

tzyxu

tzyxU  

( )tzyxT ,,,  

 

Ecoulement stationnaire : 0=
∂
∂
t

 

Ecoulement plan 2D : 0=w  et 0=
∂
∂
z

 

Ecoulement unidirectionnel : 0=v et 0=
∂
∂
x

 

Donc : )(yu  et ( )yT  

 
� Equations incompressibles 
 

0=∂+∂+∂ wvu zyx  

( ) ( )uuupuwuvuu zzyyxxxzyx ∂+∂+∂+−∂=∂+∂+∂ µρ  

( ) ( )vvvpvwvvvu zzyyxxyzyx ∂+∂+∂+−∂=∂+∂+∂ µρ  

( ) ( )wwwpwwwvwu zzyyxxzzyx ∂+∂+∂+−∂=∂+∂+∂ µρ  

( ) ( ) ( )TTTKddddddTwTvTuC zzyyxxyzxzxyzzyyxxzyx ∂+∂+∂++++++=∂+∂+∂ 222222 2222µρ  

 

ud xxx ∂= , ( )vud xyxy ∂+∂=
2

1
, ( )uwd zxxz ∂+∂=

2

1
,  

xyyx dd = , vd yyy ∂= , ( )vwd zyyz ∂+∂=
2

1
 

xzzx dd = , yzzy dd = , wd zzz ∂=  
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� Simplification des équations 
 

00 =  

up yyx ∂+−∂= µ0  

py∂=0  

pz∂=0  

( ) TKd yyxy ∂+= 2220 µ  d'où : ( ) TKu yyy ∂+∂= 20 µ  

 
� Problème cinématique 

Donc : )(xp  et 
dx

dp
px =∂  

( )
dx

dp

dx

d
up yyxx −=∂+∂−∂= µ0 . Donc : π−=

dx

dp
 

πµ −=
2

2

dy

ud
 

BAyyu ++−= 2

2µ
π

 

Conditions aux limites :  

( ) ( ) 0==− huhu  donc 0=A  

( ) 0=hu donc 0
2

2 =+− Bh
µ

π
 

Ainsi : 







−=

2

22

1
2

)(
h

yh
yu

µ
π

 

y
h

yh
uy µ

π
µ

π −=−=∂
2

2 2

2
 

 

� Frottement : ( ) yuji yxy πµττ =∂=−=−⋅⋅  

En hy = , ( ) hji πτ =−⋅⋅  

 
� Problème thermique 

TKy yy∂+= 2
2

2

0
µ
πµ  

0)()( ThThT ==−  









−+=

4

442

0 1
12 h

y

K

h
TT

µ
π

 

� Flux de chaleur : 

( ) ( ) 3
2

4

342

33
y

h

yh
TKjTgradKnq y µ

π
µ

π ==∂−=−⋅−−=⋅−=Φ  

En hy = , 
µ

π
3

32h=Φ  

Le flux est positif, donc de l'énergie sort du tuyau. 
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4. Analyse dimensionnelle 

4.1. Analyse dimensionnelle des équations régissant  le gaz parfait 
 

ppp ∞= , ρρρ ∞= , TTT ∞=  

sCs
p

C
p

C
p

Cs VVVV +=+== ∞
∞

∞
γγγ ρρρ

logloglog  

∞∞ = rTc γ  

xLx = , UUU ∞= , t
U

L
t

∞

=  

td

d

L

U

dt

d ∞=  

µ
ρ∞∞=

LU
Re , 

∞

∞=
c

U
M , 

K

Cpµ
=Pr  

 

dt

dρ
ρ
1

 + Udiv  = 0

 

L

U ∞
∞

∞

ρ
ρ
1

 + 
L

U ∞  = 0 

1 + 1 = 0 

td

dρ
ρ
1

 + Udiv  = 0 

 

dt

Udρ  + pgrad  = ( ) 




 ∆+ UUdivgrad
3
1µ  

∞
∞

∞ U
L

Uρ  + 
L

p∞  = 
2L

U ∞µ  

1 + 

2

2

2

1

1

M

L

c

U

L

γ

γ
ρ

ρ

=

∞∞

∞∞
 = 

ReL

U

U

L 1
22

=∞

∞∞

µ
ρ

 

td

Udρ  + pgrad
M 2

1

γ
 = ( ) 




 ∆+ UUdivgrad
Re 3

11
 

 

dt

dT
CVρ  = Updiv−  + 

( )








−

3
:2

2Udiv
ddµ  

+ TK∆  

∞
∞

∞ T
L

U
CVρ  = 

L

U
p ∞

∞  + 
2

2

2
L

U ∞µ  + 
2L

KT∞  
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1 = 
1−==

∞
∞

∞∞∞

γ

ρ

V

V

C

r

L

U
p

TUC

L

 

+ 

( )
Re

M

C

r

rT

U

LU

L

U

TUC

L

V

V

2

2

2

2

12

2

2

−=

=
∞

∞

∞∞

∞

∞∞∞

γγ

γ
γρ

µ

µ
ρ

 + 

Pr

11

2

Re

C

C

C

K

LU

L

KT

TUC

L

V

p

p

V

γ

µρ
µ

ρ

=

=
∞∞

∞

∞∞∞

 

td

Tdρ  = ( ) Udivp1−− γ  + ( ) ( )













−−

3
:12

22 Udiv
dd

Re

Mγγ  
+ T

Re
∆

Pr

11γ  

 

dt

ds
Tρ  = 

( )








−

3
:2

2Udiv
ddµ  

+ TK∆  

VC
L

U
T ∞

∞∞ρ  = 
2

2

2
L

U ∞µ  + 
2L

KT∞  

1 = 

( )
Re

M

C

r

rT

U

LU

L

U

TUC

L

V

V

2

2

2

2

12

2

2

−=

=
∞

∞

∞∞

∞

∞∞∞

γγ

γ
γρ

µ

µ
ρ

 + 

Pr

11

2

Re

C

C

C

K

LU

L

KT

TUC

L

V

p

p

V

γ

µρ
µ

ρ

=

=
∞∞

∞

∞∞∞

 

td

sd
Tρ  = ( ) ( )














−−

3
:12

22 Udiv
dd

Re

Mγγ  
+ T

Re
∆

Pr

11γ  

 
p  = rTρ  

∞p  = ∞∞rTρ  

p  = Tρ  

 

� Le modèle de fluide parfait et les écoulements à haut nombre de Reynolds 
 
Lorsque Reest très grand : 

0
1 =+ Udiv

td

dρ
ρ

 

0
1

2
=+ pgrad

Mtd

Ud

γ
ρ  

( ) Udivp
td

Td
1−−= γρ  

0=
td

sd
 

Tp ρ=  

 
Ce sont les équations d'Euler. 
 

La disparition du terme U∆ a diminué l'ordre des équations. 
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Condition de glissement ou d'imperméabilité sur les parois : ( ) ( ) ntxUntxU p ⋅=⋅ ,,  

 
Récapitulatif des équations sous forme dimensionnelle : 

rTp ρ=  

0=+ Udiv
dt

d ρρ
 

pgradF
dt

Ud −= ρρ  

Une équation parmi les suivantes : 

• Updiv
dt

dT
CV −=ρ  

• 
dt

dp

dt

dT
Cp =ρ  

• 
t

p
UF

U
TC

dt

d
p ∂

∂+⋅=













+ ρρ

2

2

 

• 0=
dt

ds
 

 

4.2. Analyse dimensionnelle des équations régissant  un fluide incompressible 
 

pUpp 2
∞∞ += ρ , ( )TTTTT p ∞∞ −+=  

xLx = , UUU ∞= , t
U

L
t

∞

=  

td

d

L

U

dt

d ∞=  

µ
ρLU

Re ∞= , 
K

Cµ=Pr , ( )∞

∞

−
=

TTC

U
Ec

p

2

 

 

0=Udiv  donc 0=Udiv  

 

dt

Udρ  + pgrad  = U∆µ  

∞
∞ U

L

Uρ  + 
L

U 2
∞ρ

 = 
2L

U ∞µ  

1 + 1 = 
ReL

U

U

L 1
22

=∞

∞

µ
ρ

 

td

Udρ  + pgrad  = U
Re

∆1
 

 

dt

dT
Cρ  = dd :2µ  + TK∆  

( )∞
∞ − TT

L

U
C pρ  = 

2

2

2
L

U ∞µ  + 
( )

2L

TTK p ∞−
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1 = 

( )

( )

Re

Ec

TTC

U

LU

L

U

TTCU

L

p

p

2

2

2

2

2

2

=

−
=

−

∞

∞

∞

∞

∞∞

ρ
µ

µ
ρ

 

+ 

( )
( )

Pr

11

2

Re

C

K

LU

L

TTK

TTCU

L p

p

=

=

−
−

∞

∞

∞∞

µρ
µ

ρ

 

td

Tdρ  = dd
Re

Ec
:2  + T

Re
∆

Pr

11
 

 

� Le modèle de fluide parfait et les écoulements à haut nombre de Reynolds 
 
Lorsque Reest très grand : 
 

0=Udiv  

0=+ pgrad
td

Udρ  

0=
td

Td
 

 
Ce sont les équations d'Euler. 
 

La disparition du terme U∆ a diminué l'ordre des équations. 

Condition de glissement ou d'imperméabilité sur les parois : ( ) ( ) ntxUntxU p ⋅=⋅ ,,  

 
Récapitulatif des équations sous forme dimensionnelle : 
 

0=Udiv  

pgradF
dt

Ud −= ρρ  

0=
dt

dT
 

4.3. Le modèle de fluide incompressible et les écou lements de gaz parfait à faible 
nombre de Mach 

2

2
2

∞

∞==
c

U
Mε  

11 p
p

p γε+=
∞

, 11 ερ
ρ
ρ +=

∞

, T
T

T ε+=
∞

1  

xLx = , yLy =  

ucu ε∞= , vcv ε∞=  

t
c

L
t

ε∞

=  

td

d

L

c

dt

d ε∞=  
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∞

∞∞
∞ =

µ
ρLc

Re  

Par exemple : 

Pap 101325=∞ , KCT oo 28815 ==∞ , 3/226,1 mkg=∞ρ  

smrTc /340== ∞∞ γ , smkg //1078,1 5−⋅=µ  

LRe 61023⋅=∞  

On se place dans le cas où 
µ

ρ∞∞
∞ =

LU
MRe est très grand. 

Dans l'air : MLMRe 61023⋅=∞  

Ou encore : 51045,1 −

∞
∞ ⋅=>>

ρ
µ

LU  

 )/( smU ∞  )(mL  )/( 2 smLU ∞  

Expérience dans une 
soufflerie subsonique 

50 1 50 

 0,01 0,01 410−  
 0,01 0,001 510−  

 



 22 

 

dt

dρ
ρ
1

 + Udiv  = 0

 

L

c εερ
ρ

∞∞

∞

1
 + 

L

c ε∞  = 0 

1 + 
ε
1

 = 0 

  Udiv  = 0 

 

dt

Udρ  + pgrad  = ( ) 




 ∆+ UUdivgrad
3

1µ  

L

c2
∞∞ερ

 + 
L

p∞εγ
 = 

2L

c

Re

Lc ερ ∞

∞

∞∞  

1 + 1 = 0
11 →=
∞∞ MReRe ε

 

td

Ud
 + pgrad  = 0 

 

dt

dT
Cpρ  = 

( )








−

3
:2

2Udiv
ddµ  + 

dt

dp
 + TK∆  

∞
∞

∞ T
L

c
Cp εερ

 

= 
2

2

L

c

Re

Lc ερ ∞

∞

∞∞  + 
∞

∞ p
L

c εγε
 + 

2L

TK ∞ε
 

1 = 0
1 →−

∞ MRe

γ
 + 1−γ  + 0

1

Pr

1 →
∞ MRe

 

td

Td
 =   ( )

td

pd
1−γ  
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4.4.  Analyse dimensionnelle d'un phénomène physiqu e 
 

4.4.1. Traînée d’une sphère en écoulement incompressible 
 
Sphère de rayon a , baignée dans un fluide homogène incompressible, de masse volumique ρ et de coefficient de 

viscosité µ . On suppose que les forces de pesanteur sont négligeables et que l’écoulement infini amont est uniforme et 

de vitesse ∞U . 

Que vaut la traînée xF d’un tel cylindre (composante parallèle à l’écoulement amont, de la résultante des efforts 

exercés par le fluide sur le cylindre. 
 

( )µρ,,, ∞= UafFx  

 
Soit L , M , T , Θ  les échelles de longueur, de masse, de temps et de température. 
 

xF  2/ smkg ⋅  2−MLT  

a  m  L  

∞U  sm/  1−LT  

ρ  3/ mkg  3−ML  

µ  smkg //  11 −− TML  

 














= −−−−

∞
− 11312

,,,
TMLMLLT

U

L

a
f

MLT

Fx µρ
 

On choisit les échelles de longueur suivantes : 
aL =  

33 aLM ρρ ==  

∞∞

==
U

a

U

L
T  

Donc : 














=

∞
−−−

∞
−

∞

∞
− UaaaaaUaa

U

a

a
f

Uaaa

Fx
113331223

,,,
ρ

µ
ρ

ρ
ρ

 









=

∞∞ ρ
µ

ρ aU
f

aU

Fx ,1,1,1
22

 

On introduit : 
µ

ρaU
Re ∞= , 

22

2

1
aU

F
C x

x

∞

=
ρ

 

Donc : 








=
Re

fCx

1
,1,1,1

2

1
 

ou encore ( )RegCx =  

4.4.2. Traînée d’une sphère en écoulement compressible 
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Sphère de rayon a , maintenu à la température pT , baigné dans un fluide homogène compressible, de masse 

volumique ∞ρ , de pression ∞p , de température ∞T  et de coefficient de viscosité µ . On suppose que les forces de 

pesanteur sont négligeables et que l’écoulement infini amont est uniforme et de vitesse ∞U . 

Que vaut la traînée xF d’une telle sphère (composante parallèle à l’écoulement amont, de la résultante des efforts 
exercés par le fluide sur le cylindre. 
 

( )px TTpUafF ,,,,,, µρ ∞∞∞∞=  

 
Soit L , M , T , Θ  les échelles de longueur, de masse, de temps et de température. 
 

xF  2/ smkg ⋅  2−MLT  

a  m L  

∞U  sm/  1−LT  

∞p  2// smkg  21 −− TML  

∞ρ  3/ mkg  3−ML  

∞T  K°  Θ  

µ  smkg //  11 −− TML  

pT  K°  Θ  

 















ΘΘ
= −−

∞
−

∞
−−

∞
−

∞
−

px
T

TML

T

MLTML

p

LT

U

L

a
f

MLT

F
,,,,,,

1132112

µρ
 

On choisit les échelles de longueur suivantes : 
aL =  

33 aLM ρρ ==  

∞∞

==
U

a

U

L
T  

∞=Θ T  

 
Donc : 














=

∞∞
−−

∞∞

∞
−

∞

∞

∞
−−

∞

∞

∞
−

∞

∞
−

∞ T

T

UaaaT

T

aaUaaa

p

Uaa

U

a

a
f

Uaaa

F px ,,,,,,
1133322131223 ρ

µ
ρ

ρ
ρρ

 














=

∞∞∞∞∞

∞

∞∞ T

T

aUU

p
f

aU

F px ,,1,1,,1,1
222 ρ

µ
ρρ

 

 

On introduit : 
µ

ρ∞∞= aU
Re , 

22

2

1
aU

F
C x

x

∞∞

=
ρ

, 

∞

∞∞

∞

∞ ==
p

U

c

U
M

γ

ρ
 

Donc : 














=

∞T

T

ReM
fC

p

x ,
1

,
1

2

1
22γ

 

ou encore 













=

∞T

T
ReMgC

p
x ,,  
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4.5. Propriétés d'invariance et solutions auto-semb lables 
 
Plaque plane mise en mouvement de façon impulsive dans un fluide incompressible (premier problème de Stokes) : 

2

2

y

u

t

u

∂
∂=

∂
∂ µρ  

( ) 0,0 Utyu == , 0>t  

( ) 0, =∞→ tyu  

( ) 00, ==tyu  

 
� Analyse dimensionnelle du phénomène 
 

( )0,,,, Utyfu ρµ=  

 
Soit L , M , T , Θ  les échelles de longueur, de masse, de temps et de température. 
 
u  sm/  1−LT  

y  m  L  
t  s  T  

0U  sm/  1−LT  

µ  smkg //  11 −− TML  

ρ  3/ mkg  3−ML  

 














= −−−−− 3111

0
1

,,,,
MLTMLLT

U

T

t

L

y
f

LT

u ρµ
 

On choisit les échelles de longueur suivantes : 

ρ
µ
0U

L =  

ρ
µ
2
0U

T =  

23
0

3

33
0

3
3

ρ
µ

ρ
µρρ

UU
LM ===  

 
Donc : 









=

ρ
ρ

µ
µ

µ
ρ

µ
ρ

,,,
0

0
2
00

0 U

UtUyU
f

U

u
 









=

µ
ρ

µ
ρ 2

00

0

,
tUyU

f
U

u
 

 
� Analyse dimensionnelle des équations 
 

uUu 0=  

yy δ=  

tt τ=  
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2

2

2
00

y

uU

t

uU

∂
∂=

∂
∂

δ
µ

τ
ρ  

( ) 00 ,0 UtyuU == τδ  

( ) 0,0 =∞→ tyuU τδ  

( ) 00,0 ==tyuU τδ  

 

2

2

2 y

u

t

u

∂
∂=

∂
∂

δ
ντ

 avec 
ρ
µν =  

( ) 1,0 == tyu  

( ) 0, =∞→ tyu  

( ) 00, ==tyu  

 

On choisit : 1
2

=
δ
ντ

 

Avec de l'eau : sm /10 26−=ν . 

Après un temps s1=τ , on ressent le mouvement de la plaque à une distance de m310−== ντδ . 

Après un temps s60=τ , on ressent le mouvement de la plaque à une distance de m31074,7 −⋅== ντδ . 

Après un temps s3600=τ , on ressent le mouvement de la plaque à une distance de m2106 −⋅== ντδ . 

Après un temps s86400=τ , on ressent le mouvement de la plaque à une distance de m29,0== ντδ . 

 
 
Alors : 
 

2

2

y

u

t

u

∂
∂=

∂
∂

 

( ) 1,0 == tyu  

( ) 0, =∞→ tyu  

( ) 00, ==tyu  

 
Analyse des propriétés d'invariance : Si les hypothèses d'une théorie sont invariantes dans un groupe de transformations, 
il en est de même des conclusions. 
 
Les hypothèses sont ici le système d'équations à résoudre et les conclusions sa solution. 
 

uAu ′= , yBy ′= tCt ′=  

2

2

2 y

u

B

A

t

u

C

A
′∂

′∂=
′∂
′∂

 

( ) 1,0 =′=′′ tCyBuA  

( ) 0, =′∞→′′ tCyBuA  

( ) 00, ==′′′ tCyBuA  

 
Système invariant si : 

� 
2B

A

C

A =  ou 2BC = ou 1=
C

B
 

� 1=A  
 
Système en prime identique au système de toute à l'heure. 
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2

2

y

u

t

u
′∂

′∂=
′∂
′∂

 

( ) 1,0 =′=′′ tyu  

( ) 0, =′∞→′′ tyu  

( ) 00, ==′′′ tyu  

 
On cherche une solution avec les mêmes invariants. 

Par exemple : 






=
t

y
fu  

En effet, si : uAu ′= , yBy ′= , tCt ′=  avec 1=
C

B
 et 1=A  










′
′

=′
t

y

C

B
fuA  

devient : 










′
′

=′
t

y
fu  

 

On pose donc : 
t

y=η  et on cherche ( )ηfu =  

( ) ( )λη,, →ty  avec t=λ  

ηλληλ
λ

η
η

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=

∂
∂ 1

0
1

tyyy
 

 

ληλ
η

ληλ
λ

η
η

∂
∂+

∂
∂−=

∂
∂+

∂
∂−=

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

2

1
1

2

1
2/3t

y

ttt
 

 

2

2

2

1111

ηληληληλ ∂
∂=









∂
∂

∂
∂=









∂
∂

∂
∂=









∂
∂

∂
∂=

∂
∂

yyyy
 

L'équation différentielle devient : 
 

2

21

2

1

ηλληλ
η

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂− fff

 

Comme 0=
∂
∂
λ
f

 

0
2

1
2

2

=+
η

η
η d

df

d

fd
 

C'est une équation différentielle qui ne porte que sur η . 

 
Les conditions aux limites donnent : 

( ) 1,0 == tyu  donne : ( ) 10 ==ηf  

( ) 0, =∞→ tyu  donne ( ) 0=∞→ηf  

( ) 00, ==tyu  donne ( ) 0=∞→ηf  

 
Equation différentielle du deuxième ordre avec deux conditions aux limites : 

0
2

1
2

2

=+
η

η
η d

df

d

fd
, ( ) 10 ==ηf , ( ) 0=∞→ηf . 
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Dont la solution est : 

( )
η

η
η

η

η η

′

′
=
∫

∫
∞ ′−

′−

de

de
f

0

4/

0

4/

2

2

 

Sous forme dimensionnelle : 








=








=







=
t

y
f

t

y
f

t

y
f

U

u

νδ
τ

τ
δ 1

/

/

0

 

ou encore 













=

µ
ρ

t

y
f

U

u

0

 

 
 

A comparer avec le résultat précédent : 







=

µ
ρ

µ
ρ 2

00

0

,
tUyU

f
U

u
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5. Couche limite 
 

5.1. La couche limite dans les écoulements de fluid e incompressible 
 
 
Ecoulement stationnaire incompressible homogène en 2 dimensions (pour simplifier) 
 

0=∂+∂ vu yx  

( )uupuvuu yyxxxyx ∂+∂+∂−=∂+∂ ν
ρ
1

 

( )vvpvvvu yyxxyyx ∂+∂+∂−=∂+∂ ν
ρ
1

 

( ) 00, ==yxu  

( ) 00, ==yxv  

 
On considère un écoulement de vitesse U à l’infini et impactant un obstacle de taille caractéristique L . 
 

5.1.1. Ecoulement à l'extérieur de la couche limite 
 

xLx =  

yLy =  

uUu =  

vUv =  
pp Π= , Π à déterminer. 

 

x

u

∂
∂

 + 
y

v

∂
∂

 = 0  

L

U
 + 

L

U
 = 0  

1 + 1 = 0  

x

u

∂
∂

 + 
y

v

∂
∂

 = 0 

 
 

x

u
u

∂
∂

 + 
y

u
v

∂
∂

 = 
x

p

∂
∂−

ρ
1

 + 
2

2

x

u

∂
∂ν  + 

2

2

y

u

∂
∂ν  

L

U 2

 + 
L

U 2

 = 
Lρ

Π
 + 2L

Uν  + 
2L

Uν  

1 + 1 = 2Uρ
Π

 + 

Re

UL
1=

ν

 + 

Re

UL
1=

ν

 

 

En choisissant 2Uρ=Π , 

 



 30 

x

u
u

∂
∂

 + 
y

u
v

∂
∂

 = 
x

p

∂
∂−  + 

2

21

x

u

Re∂
∂

 + 
2

21

y

u

Re∂
∂

 

 
 

x

v
u

∂
∂

 + 
y

v
v

∂
∂

 = 
y

p

∂
∂−

ρ
1

 + 
2

2

x

v

∂
∂ν  + 

2

2

y

v

∂
∂ν  

L

U 2

 + 
L

U 2

 = 
Lρ

Π
 + 2L

Uν  + 
2L

Uν  

1 + 1 = 2Uρ
Π

 + 

Re

UL
1=

ν

 + 

Re

UL
1=

ν

 

x

v
u

∂
∂

 + 
y

v
v

∂
∂

 = 
y

p

∂
∂−  + 

2

21

x

v

Re∂
∂

 + 
2

21

y

v

Re∂
∂

 

 
Si le nombre de Reynolds est grand 1>>Re , 

0=
∂
∂+

∂
∂

y

v

x

u
 

x

p

y

u
v

x

u
u

∂
∂−=

∂
∂+

∂
∂

 

y

p

y

v
v

x

v
u

∂
∂−=

∂
∂+

∂
∂

 

Conditions aux limites (de glissement et non plus d’adhérence) : 

( ) 00, ==yxv . 

 

On note ( )xuE la vitesse à la paroi.  Alors, en notant EE uUu =  

x

p

xd

ud
u E

E ∂
∂−=  

 
Ce sont les équations d’Euler. 
 
Equation de la vorticité : 
 
Les équations portant sur la quantité de mouvement s’écrivent donc sous la forme : 

pgradUUgrad −=⋅  

Or : ( )
2

2U
gradUUrotUUgrad +∧=⋅  

Donc : 

( ) pgrad
U

gradUUrot −=+∧
2

2

 

En prenant le rotationnel de cette expression : ( ) 0=∧Urot ω  avec Urot=ω étant la vorticité. 

Donc, en développant : 

0=⋅−−+⋅ ωωωω UgraddivUUdivUgrad  

Comme 0=Udiv (incompressibilité) et 0=ωdiv , 

Il reste ωω ⋅=⋅ UgradUgrad  
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On se place sur une ligne de courant : ( ) ( )[ ]tytxt ,→  tel que u
td

xd =  et v
td

yd =  

  
Donc, le long de la trajectoire : 

Ugradv
y

u
xtd

yd

ytd

xd

xtd

d ⋅=
∂
∂+

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂= ωωωωωω ~~  

Et donc : 

ωω ⋅= Ugrad
td

d
 

Donc, si 0=ω ,alors 0=
td

dω
 

 

Un écoulement qui vérifie 0=ω , conserve cette propriété. L’écoulement est dit irrotationnel. 

 

Il existe dans ce cas un potentiel des vitesses tel que Φ= gradU . 

Au lieu de 3 inconnues u , v , w , on n’en a plus qu’une : Φ  
 
Exemple d’application : une vitesse uniforme à l’infini est irrotationnelle. 

5.1.2. Ecoulement dans la couche limite 
 

xLx =  

yLyy ~~ εδ ==  

uUu ~=  

vVv ~=  

pp ~Π=  avec 2Uρ=Π  

 
 

x

u

∂
∂

 + 
y

v

∂
∂

 = 0  

L

U
 + 

L

V

ε
 = 0  

1 + 
U

V

ε
 = 0  

 
En choisissant, UV ε= , 
 

x

u

∂
∂~

 + 
y

v
~

~

∂
∂

 = 0  

 
 

x

u
u

∂
∂

 + 
y

u
v

∂
∂

 = 
x

p

∂
∂−

ρ
1

 + 
2

2

x

u

∂
∂ν  + 

2

2

y

u

∂
∂ν  

L

U 2

 + 
L

U

L

UU 2

=
ε

ε
 = 

Lρ
Π

 + 2L

Uν  + 
22L

U

ε
ν  

1 + 1 = 1
2

=Π
Uρ

 + 

1
1 <<=
Re

UL

ν

+ 

Re

UL
11

1

2

2

ε

ν
ε

=
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En choisissant 
Re

1=ε , (principe de moindre dégénérescence) 

x

u
u

∂
∂~

~  + 
y

u
v ~

~
~

∂
∂

 = 
x

p

∂
∂−
~

 + 
2

2

~

~

y

u

∂
∂

 

 
 

x

v
u

∂
∂

 + 
y

v
v

∂
∂

 = 
y

p

∂
∂−

ρ
1

 + 
2

2

x

v

∂
∂ν  + 

2

2

y

v

∂
∂ν  

L

U 2ε
 + 

L

U

L

U 222 ε
ε

ε =  = 

L

U

L

U

L

ε

ρε
ρ

ρε
2

2

=

=Π

 

+ 
2L

Uεν  + 

2

22

L

U
L

U

ε
ν

ε
εν

=
 

1 + 1 = 1
1

2
>>

ε
 + 

1
1 <<=
Re

UL

ν

 

+ 

1
11

1

2

2

==
Re

UL

ε

ν
ε

 

  0  = 
y

p
~

~

∂
∂−   

 
  

 
� Au final : 

0~

~~
=

∂
∂+

∂
∂

y

v

x

u
 

2

2

~

~~

~

~
~

~
~

y

u

x

p

y

u
v

x

u
u

∂
∂+

∂
∂−=

∂
∂+

∂
∂

 

0~

~
=

∂
∂
y

p
 

D’où : ( ) ( )0,~,~ == yxpyxp  et ( ) ( )
xd

ud
uyx

x

p
yx

x

p E
E−==

∂
∂=

∂
∂

0,~,
~

 

� Conditions aux limites : 

( ) 00~,~ ==yxu  

( ) ( )xuyxu E=∞→~,~  

( ) 00~,~ ==yxv  

Ce sont les équations de couche limite aussi appelées les équations de Prandtl. 
 
� Introduction de la fonction de courant : 

0~

~~
=

∂
∂+

∂
∂

y

v

x

u
. Il existe donc ( )yx ~,

~Ψ  tel quel : 
y

u ~

~
~

∂
Ψ∂= , 

x
v

∂
Ψ∂−=
~

~  

 
Interprétation de la fonction de courant : 
 

On se place sur une ligne de courant : ( ) ( )[ ]tytxt ~,~ →  tel que u
td

xd ~
~ =  et v

td

yd ~
~
~

=  

  
Donc, le long de la trajectoire : 
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0~~~~
~
~

~

~

~

~

~

~
=+−=

∂
Ψ∂+

∂
Ψ∂=Ψ

vuuv
td

yd

ytd

xd

xtd

d
 

La fonction de courant est constante sur une ligne de courant. 
 

yyxd

ud
u

yyxyxy
E

E ~

~

~~

~

~

~

~

~

~

~

2

2

∂
Ψ∂

∂
∂+=

∂
Ψ∂

∂
∂

∂
Ψ∂−

∂
Ψ∂

∂
∂

∂
Ψ∂

 

Conditions aux limites :  

( ) 00~,~

~
==

∂
Ψ∂

yx
y

 

( ) ( )xuyx
y E=∞→

∂
Ψ∂ ~,~

~
et donc yuE

~~ ≈Ψ  lorsque ∞→y~  

( ) 00~,
~

==
∂
Ψ∂

yx
x

et donc ( ) Cteyx ==Ψ 0~,
~

. 

 
 

5.1.3. Paramètres caractérisant la couche limite 
 
• Le coefficient de frottement pariétal et le coefficient de traînée : 
 

On rappelle que les efforts qu’exerce le fluide sur un élément de surface dan  de la paroi sont : 

danddanpdan ⋅+−=⋅ µσ 2  

 

Avec jn= ,  

y

u

x

v

y

u
jdijipjixy ∂

∂=








∂
∂+

∂
∂=⋅⋅+⋅−=⋅⋅= µµµσσ 2  car sur la paroi ( ) 00, ==yxv  

y

v
pjdjjjpjjyy ∂

∂+−=⋅⋅+⋅−=⋅⋅= µµσσ 22  

Le coefficient de frottement pariétal est égal par définition à : 

( ) ( )
( )

( )0,
2

2

1 2
2

=
∂
∂== yx
y

u

uxu

x
xC

E
E

xy
f

ν

ρ

σ
 

La traînée s’exerçant (par unité de longueur en z) sur la partie de plaque plane comprise entre le bord d’attaque et la 
ligne Lx = est égale à : 

( )∫
=

=

==
Lx

x

xyx dxyxF
0

0,σ . 

 
On peut lui associer le coefficient adimensionnel de traînée : 

( )∫==
L

f

E

x
x dxxC

LLu

F
C

02

1

2

1 ρ
 

• L’épaisseur de la couche limite 
 
On définit traditionnellement 3 épaisseurs de couche limite : 
 

� L’épaisseur locale de couche limite 99,0δ est définie comme la distance à la paroi pour laquelle la vitesse dans la 

couche limite est égale à 99% de la vitesse dans l’écoulement extérieur de fluide parfait. Autrement dit : 
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( )
( ) 99,0

, 99,0 =
xu

xu

E

δ
 

 

� L’épaisseur de déplacement *δ est définie par l’intégrale : 

( ) ( )
( ) dy
xu

yxu
x

E
∫ 








−=

0

* ,
1δ  

L’intégrale est prise à travers la couche limite. 
Cette échelle de longueur a une interprétation physique simple. C’est le déplacement qu’il convient d’imposer à la paroi 
pour simuler, dans l’écoulement de fluide parfait extérieur, la perte de débit induite par la présence de la couche limite. 
En effet, la perte de débit masse par unité de longueur en z est donnée par l’intégrale suivante : 

[ ]dyuuQ E∫ −=∆
0

ρρ  

En écoulement de fluide parfait, ce débit de masse correspond à une couche fictive d’épaisseur *δ telle que : 
∗=∆ δρ EuQ  

D’où la formule définissant *δ . 
 
L’épaisseur de déplacement θ est définie par l’intégrale : 

( ) ( )
( )

( )
( ) dy
xu

yxu

xu

yxu
x

EE
∫ 








−=

0

,
1

,θ  

*δθ +  a une interprétation physique simple. C’est le déplacement qu’il convient d’imposer à la paroi pour simuler, 
dans l’écoulement de fluide parfait extérieur, la perte de quantité de mouvement induite par la présence de la couche 
limite. En effet, la perte de flux de quantité de mouvement par unité de longueur en z est donnée par l’intégrale 
suivante : 

[ ]dyuuL E∫ −=∆
0

22 ρρ  

En écoulement de fluide parfait, cette quantité de mouvement correspond à une couche fictive d’épaisseur *δθ + telle 
que : 

( )*2 δθρ +=∆ EuL  

D’où la formule définissant θ . 
 

On définit également le paramètre de forme de la couche limite : ( ) ( )
( )x

x
xH

θ
δ *

=  

 

5.1.4. Couche limite de Blasius 
 

On considère le cas où ( ) 1=xuE   

 

3

3

2

22

~

~

~

~~

~

~

~

~

yyxyxy ∂
Ψ∂=

∂
Ψ∂

∂
Ψ∂−

∂∂
Ψ∂

∂
Ψ∂

 

( ) 00~,~

~
==

∂
Ψ∂

yx
y

 

y~
~ ≈Ψ  lorsque ∞→y~  

( ) 00~,
~ ==Ψ yx  

 
• Recherche des invariants de ce système : 
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Ψ′=Ψ ~~
A  
xBx ′=  

yCy ′= ~~  

 

3

3

32

2

2

22

2

2

~

~

~

~~

~

~

~

~

yC

A

yxBC

A

yxyBC

A

′∂
Ψ′∂=

′∂
Ψ′∂

′∂
Ψ′∂−

′∂′∂
Ψ′∂

′∂
Ψ′∂

 

( ) 00~,~

~
==′′

′∂
Ψ′∂

yCxB
yC

A
 

yCA ′≈Ψ′ ~~
 lorsque ∞→′yC~  

( ) 00~,
~ ==′′Ψ′ yCxBA  

 
Ainsi, en imposant : 

32

2

C

A

BC

A = , donc 
CB

A 1=  

et 1=
C

A
 

Ou encore : 

1=
B

C
 et 1=

B

A
  

on retrouve le même système que tout à l’heure. 
 

3

3

2

22

~

~

~

~~

~

~

~

~

yyxyxy ′∂
Ψ′∂=

′∂
Ψ′∂

′∂
Ψ′∂−

′∂′∂
Ψ′∂

′∂
Ψ′∂

 

( ) 00~,~

~
==′′

′∂
Ψ′∂

yx
y

 

y′≈Ψ′ ~~
 lorsque ∞→′y~  

( ) 00~,
~ ==′′Ψ′ yx  

 
• On cherche une solution avec les mêmes invariants : 








=Ψ
x

y
fx

~~
 

 
• Recherche des invariants de cette solution : 
 

Ψ′=Ψ ~~
A  
xBx ′=  

yCy ′= ~~  

 










′
′′=Ψ′
xB

yC
fxBA

~~
 

Les invariants de cette solution sont :  

BA =  

et 1=
B

C
 

 
• On cherche une solution avec les mêmes invariants : 
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






=Ψ
x

y
fx

~~
 

 
• Recherche des invariants de cette solution : 
 

Ψ′=Ψ ~~
A  
xBx ′=  

yCy ′= ~~  

 










′
′′=Ψ′
xB

yC
fxBA

~~
 

Les invariants de cette solution sont :  

BA =  

et 1=
B

C
 

 
• Changement de variable 
 

( ) ( )ηλ,~, →yx  avec x=λ et 
x

y~=η  

( )ηλ f=Ψ~  

 
Donc : 
 

( )η
λλ

f
2

1
~

=
∂
Ψ∂

  

( )ηλ
η

f ′=
∂
Ψ∂~

 

( )ηλ
η

f ′′=
∂

Ψ∂
2

2 ~
 

( )ηλ
η

f ′′′=
∂

Ψ∂
3

3 ~
 

( ) ( )η
λ

η
ληλη

ff ′=








∂
∂=

∂∂
Ψ∂

2

1

2

1
~2

 

 
Donc :  
 

( ) ( ) ( ) ( )( )ηηη
λ

ηλ
λ

ηη
ληλ

η
ληλ

η
η

λ
λ

ffff
x

y

xxx
′−=′−=

∂
Ψ∂−

∂
Ψ∂=

∂
Ψ∂−

∂
Ψ∂=

∂
∂

∂
Ψ∂+

∂
∂

∂
Ψ∂=

∂
Ψ∂

2

1

22

1
~

2

~~

2

~~~~

2/3

 

( ) ( )ηηλ
ληλη

η
η

λ
λ

ff
xyyy

′=′=
∂
Ψ∂=

∂
Ψ∂=

∂
∂

∂
Ψ∂+

∂
∂

∂
Ψ∂=

∂
Ψ∂ 1

~
1

~
1

~

~

~

~

~

~
 

( ) ( )η
λ

ηλ
ληληληλ

ff
y

′′=′′=
∂

Ψ∂=









∂
Ψ∂

∂
∂=

∂
Ψ∂ 11

~
1

~
11

~

~

2

2

2

2

 

( )η
ληλληληλ

f
y

′′′=
∂

Ψ∂=









∂
Ψ∂

∂
∂=

∂
Ψ∂ 1

~
1

~
11

~

~

3

3

2

2

3

3
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( ) ( )
λ
ηηλ

λλ
η

λληλλ
η

ηλλληληλ
η

ληλ
ff

yx
−′−′=

∂
Ψ∂−

∂
Ψ∂−

∂∂
Ψ∂=










∂
Ψ∂−

∂
Ψ∂

∂
∂=

∂∂
Ψ∂

22

1

2

11
~

2

~

2

1
~

1
~

2

~
1

~

~

2

222

 

L’équation 
3

3

2

22

~

~

~

~~

~

~

~

~

yyxyxy ∂
Ψ∂=

∂
Ψ∂

∂
Ψ∂−

∂∂
Ψ∂

∂
Ψ∂

 devient : 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )η
λ

η
λ

ηηη
λ

η
λ

ηη ffffff ′′′=′′






 ′−−






 ′′−′ 11

2

1

2
 

ou encore ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )η
λ

ηηηη
λ

ηη
λ

η
ffffff ′′′=′′′−−′′′− 1

2

1

2
 

ou encore ( ) ( ) ( )ηηη fff ′′′=′′−
2

1
 

ou encore ( ) ( ) ( ) 0
2

1 =′′+′′′ ηηη fff  

 
• Conditions aux limites : 
 

( ) 00~,~

~
==

∂
Ψ∂

yx
y

donne ( ) 00,
~

1 ==
∂
Ψ∂ ηλ
ηλ

ou encore ( ) 00
1 =′fλ
λ

, c’est-à-dire ( ) 00 =′f  

y~
~ ≈Ψ  lorsque ∞→y~ donne ( ) ληηλ ≈f lorsque ∞→η ou encore ( ) ηη ≈f  lorsque ∞→η  

( ) 00~,
~ ==Ψ yx donne ( ) 00 ==ηλ f ou encore ( ) 00 =f  

 
• En récapitulant : 
 

( ) ( ) ( ) 0
2

1 =′′+′′′ ηηη fff  

( ) 00 =f  

( ) 00 =′f  

( ) ηη ≈f  lorsque ∞→η  ou encore ( ) 1=∞′f  

 

On trouve : ( ) 332,00 =′′f   

 
• Le champ de vitesse 
 

( )ηf
y

u ′=
∂
Ψ∂= ~

~
~  

( ) ( )( )ηηη ff
xx

v −′=
∂
Ψ∂−=

2

1
~

~  

 
• En variables dimensionnées : 
 

( ) 









′=









′=









′=







′==
x

yU
fU

x

y

L

Re
fU

x

L

L

y
fU

x

y
fUuUyxu

νε

~
~,
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( ) ( ) ( )( )

























−








′=

























−








′=−′==

x

yU
f

x

yU
f

x

yU

x

U

x

yU
f

x

yU
f

x

yU

x

L

Re

U
ff

x
UvUyxv

ννν
ν

ννν
ηηηεε

2

22

1~,

 

 
 

( ) ( )
Ux

f
Ux

f
x

U
U

U
C f

νν
ν

ν
664,0020

12
2

=′′=′′= car ( ) 332,00 =′′f  

 

∫ ===
L

x
x

Re
dx

UxLLU

F
C

02

328,1
664,0

1

2

1
ν

ρ
avec 

ν
UL

Re=  

( )
U

x
x

νδ 599,0 = car ( ) 99,05 =′f  

( )
U

x
x

νδ 72,1* =  

( )
U

x
x

νθ 664,0=  

 
Le paramètre de forme vaut : 59,2=H  

 
Exemple : dans l’eau 

smU /1=  

mL 1=  

sm /10 26−=ν  

610==
ν

UL
Re  

On sait que l’ordre de grandeur de l’épaisseur de la couche limite est 

mm
Re

L
1==δ  

( ) mm
Re

L

U

L
L 55599,0 === νδ  

( ) mm
Re

L

U

L
L 72,172,172,1* === νδ  

( ) mm
Re

L

U

L
L 664,0664,0664,0 === νθ  

 

5.2. La couche limite dans les écoulements de gaz p arfait à faible nombre de 
Mach 

 
Dans la couche limite : 

p
p

p ~1
0

γε+= , ρε
ρ
ρ ~1

0

+= , T
T

T ~
1

0

ε+=  

xLx = , yLy ~α=  
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0→=
L

δα  

ucu ~
0 ε= , vVv ~=  

t
c

L
t

ε0

=  

 

t∂
∂ρ

ρ
1

 + ρ
ρ xu∂1

 + ρ
ρ yv∂1  + ux∂  + vy∂  = 0

 

0
0

0

1 ερε
ρ L

c
 + 0

0

0

1 ερε
ρ L

c
 + 0

0

1 ερ
αρ L

V  + 
L

c ε0  + 
L

V

α
 =  

ε  + ε  + ε
α0c

V  + 1 + εα
1

0c

V  = 0 

0 + 0 + 0 + 1 + 1 = 0 

      ux
~∂  + vy

~
~∂  = 0 

 

εα0cV =  

td

d

L

c

dt

d
~

0 ε
=  

 

dt

duρ  + px∂  = uxx∂
3

µ
 + vxy∂

3

µ
 + uxx∂µ  + uyy∂µ  

εερ 0
0

0 c
L

c
 

=
L

c ερ 2
00  

+ 
L

p0εγ  = 2
0

0

00

L

c

R

Lc ερ  + 
2

0

0

00

L

c

R

Lc

α
εαρ

=
2

0

0

00

L

c

R

Lc ερ  

+ 2
0

0

00

L

c

R

Lc ερ  
+ 

22

0

0

00

L

c

R

Lc

α

ερ  

1 + 1 = 0→  + 0→  + 0→  + 
00

2

1

MRα
 

= 1 

td

ud
~
~~

 + px
~∂  =    

 
  uyy

~
~~∂  
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dt

duρ  + py∂  = uxy∂
3

µ
 + vyy∂

3

µ
 + vxx∂µ  + vyy∂µ  

εαερ 0
0

0 c
L

c

=
L

c εαρ 2
00  

+ 
L

p

α
εγ 0  = 2

0

0

00

L

c

R

Lc

α
ερ  + 

22
0

0

00

L

c

R

Lc

α
εαρ

=
2

0

0

00

L

c

R

Lc

α
ερ  

+ 2
0

0

00

L

c

R

Lc εαρ  
+ 22

0

0

00

L

c

R

Lc

α
εαρ  

1 + 
2

1

α
 = 

00
2

1

MRα
 

1=  

+ 
00

2

1

MRα
 

1=  

+ 0→  + 
00

2

1

MRα
 

= 1 

  py
~

~∂  = 0       

 

dt

dT
Cpρ  

= 
dt

dp
 + uu yy ∂∂µ  + 

+∂∂+∂∂ v
y

v
y

u
x

u
x 3

4

3

4(µ

u
y

v
x

v
x

v
x

∂∂+∂∂+ 2

)
3

4
v

y
u

x
∂∂−  

+ TK xx∂  + TK yy∂  

0
0

0 T
L

c
Cp εερ

 

= 0
0 p
L

c εγε  + 22

2
0

0

00

L

c

R

Lc

α
ερ  

+ 

2

2
0

0

00

L

c

R

Lc ερ  

et 
2

22
0

0

00

L

c

R

Lc εαρ  

0→  

+ 2
0

L

T
K

ε  

0→  
+ 

22
0
L

T
K α

ε  

1 = 1−γ  + 00
2

1

MRα
γ −

 

1−= γ  

+     00
2

1
Pr
1

MRα
 

= 
Pr

1
 

td

Td
~

~~
 = ( )

td

pd
~
~~

1−γ  + ( ) uyuy ~~~~1 ∂∂−γ  +  
 

  Tyy

~
Pr

1
~~∂  
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6. Compressibilité 
 

6.1. Compressibilité instationnaire en 1D 
 

6.1.1. Introduction 
 
Les équations d’Euler, en l’absence de force massique s’écrivent : 

0=+ Udiv
dt

d ρρ
 

pgrad
dt

Ud −=ρ  

0=
dt

ds
 

Or ( )spp ,ρ=  . Donc :
dt

d
c

dt

ds

s

p

dt

dp

dt

dp

ss

ρρ
ρ

2=
∂
∂+

∂
∂=  

Et l’équation de continuité devient : 0
1
2

=+ Udiv
dt

dp

c
ρ  

 

En une seule dimension ( 0== WV et 0=
∂
∂=

∂
∂

zy
), ces équations deviennent : 

02 =
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

x

U
c

x

p
U

t

p ρ  

0=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

x

p

x

U
U

t

U ρρ  

0=
∂
∂+

∂
∂

x

s
U

t

s
 

ou encore : 

022 =
∂
∂+

∂
∂−

∂
∂−

∂
∂

x

U
c

x

U
U

t

U
U

t

p ρρρ  

0=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

x

U
U

t

U

x

p ρρ  

0=
∂
∂+

∂
∂

x

s
U

t

s
 

 
Résolution avec la méthode des caractéristiques : 
 

� On se place sur la trajectoire ( )0C , aussi appelée caractéristique : ( )txt → , tel que U
dt

dx =   

On considère : ( )[ ] 0, =
∂
∂+

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂==

t

s

x

s
U

t

s

dt

dx

x

s
ttxs

dt

d

dt

ds
 

s  est appelé un invariant de Riemann. 
 

� On se place sur la trajectoire ( )+C , aussi appelée caractéristique : ( )txt → , tel que cU
dt

dx +=   

Soit ( )tx,Φ , 
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Définition : { ( )
tx

cU
tdt

dx

x
ttx

dt

d

Dt

D

définition ∂
Φ∂+

∂
Φ∂+=

∂
Φ∂+

∂
Φ∂=Φ=Φ+

)(),(  

On considère : ( ) ( ) 








∂
∂++

∂
∂+

∂
∂++

∂
∂=+

++

x

U
cU

t

U
c

x

p
cU

t

p

Dt

UD
c

Dt

pD ρρ  

 

Or : 
x

U
c

x

U
U

t

U
U

t

p

∂
∂−

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂ 22 ρρρ  et 

x

U
U

t

U

x

p

∂
∂−

∂
∂−=

∂
∂ ρρ  

Donc :  

( ) ( )

0

2222

22

=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂−

∂
∂−

∂
∂−

∂
∂−

∂
∂−

∂
∂+

∂
∂=










∂
∂++

∂
∂+









∂
∂−

∂
∂−++

∂
∂−

∂
∂+

∂
∂=+

++

x

U
c

x

U
cU

t

U
c

x

U
Uc

t

U
c

x

U
U

t

U
U

x

U
c

x

U
U

t

U
U

x

U
cU

t

U
c

x

U
U

t

U
cU

x

U
c

x

U
U

t

U
U

Dt

UD
c

Dt

pD

ρρρρρρρρρρ

ρρρρρρρ

 
  

� On se place sur la trajectoire ( )−C , aussi appelée caractéristique : ( )txt → , tel que cU
dt

dx −=   

Soit ( )tx,Φ ,  

Définition : { ( )
tx

cU
tdt

dx

x
ttx

dt

d

Dt

D

définition ∂
Φ∂+

∂
Φ∂−=

∂
Φ∂+

∂
Φ∂=Φ=Φ−

)(),(  

   

  De même qu’auparavant, on montre que : 0=−
−−

Dt

UD
c

Dt

pD ρ  

 
� Récapitulatif : 

Sur ( )0C , 0=
dt

ds
 

Sur ( )+C , 0=+
++

Dt

UD
c

Dt

pD ρ  

Sur ( )−C , 0=−
−−

Dt

UD
c

Dt

pD ρ  

 

� Cas homoentropique, où toutes les caractéristiques ( )0C , ( )+C  et ( )−C  proviennent du même milieu caractérisé 

par ( )000000 ,,,,, cTpsu ρ   

On a alors : ( ) 0, stxs =  (on ne considère plus à partir de maintenant les caractéristiques ( )0C ) 

D’où : γγ ρρ 0

0pp =  

Or la définition de la vitesse du son induit : 
ρ
γp

c =2  et 
0

02
0 ρ

γp
c = . 

En combinant ces dernières relations : 
1

2

00

−









=

γ
γ

c

c

p

p
 et 

1

2

00

−









=

γ

ρ
ρ

c

c
  

 

En différentiant la relation 
1

2

00

−









=

γ
γ

c

c

p

p
, 
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On obtient ;
Dt

cD

cDt

pD

p

++

−
= 1

1

21

γ
γ

 

Ainsi, 









+

−
=



















+
−

=+
−

=+
++

=

+++++

U
c

Dt

D

c

p

Dt

UD
c

pDt

cD

c

p

Dt

UD
c

Dt

cD

c

p

Dt

UD
c

Dt

pD

1

2

1

2

1

2

1

2

γ
γ

γ
ργ

γ
γρ

γ
γρ

321

 

Donc, 0
1

2 =








−
+

+

γ
c

U
Dt

D
et 

1

2

1

2 0
0 −

+=
−

+
γγ

c
U

c
U  le long de ( )+C  

De même, on montre que : 

0
1

2 =








−
−

−

γ
c

U
Dt

D
et donc 

1

2

1

2 0
0 −

−=
−

−
γγ

c
U

c
U  le long ( )−C  

 
� Récapitulatif dans le cas homoentropique : 
 

0ss =  le long de ( )0C , U
dt

dx =  

1

2

1

2 0
0 −

+=
−

+
γγ

c
U

c
U  le long de ( )+C , cU

dt

dx +=  

1

2

1

2 0
0 −

−=
−

−
γγ

c
U

c
U  le long ( )−C , cU

dt

dx −=  

Ces trois équations déterminent cUs ,, . 

On remonte à la pression et à la densité en utilisant : 
1

2

00

−









=

γ
γ

c

c

p

p
 et 

1

2

00

−









=

γ

ρ
ρ

c

c
. 

� Vitesse de propagation de l’information : 
 
Les perturbations d’entropie se propagent à la vitesse de l’écoulement U . 

Toutes les autres perturbations Tup ,,, ρ se propagent à la vitesse cU +  et cU − . En particulier, les ondes 

acoustiques. 
 

� Ecoulement subsonique : 1<=
c

U
M et donc 0>+ cU et 0<− cU . 

Une perturbation du champs en 0x se propage vers l’aval 0xx >  et vers l’amont 0xx < . La zone influencée est 

la région (A) dans la figure ci-dessous. On peut également dire que l’état en 0x est influencé par les perturbations 

venant de l’aval 0xx >  et de l’amont 0xx < . Dans la figure donnée ci-dessous, toute perturbation issue de la 

région (B) est ressentie en ( )00 ,tx .  
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� Ecoulement supersonique : 1>=
c

U
M et donc cU + et cU − sont de même signe. Prenons le cas où 

0>+ cU et 0>− cU   

Une perturbation du champs en 0x se propage alors toujours vers l’aval 0xx >  (région (A) de la figure ci-

dessous). On peut également dire que l’état en 0x et influencé uniquement par les perturbations venant de l’amont 

0xx <  (région (B) de la figure ci-dessous). Il y a possibilité de choc car il n’y a pas d’information venant de 

l’aval, par exemple l’existence d’un obstacle. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

� Généralisation au cas 3D : 
 
Si un gaz en mouvement stationnaire subit en un point quelconque une faible perturbation, l’influence de celle-ci se 
propage dans le gaz avec une vitesse (relativement au gaz lui-même) égale à la vitesse du son. En ce qui concerne 
la vitesse de propagation de la perturbation par rapport à un référentiel immobile, elle est constituée par deux 

parties : primo, la perturbation est entraînée par le flux gazeux avec la vitesse U  ; secundo, elle se propage par 

rapport au gaz avec la vitesse c  dans une certaine direction N . Envisageons pour la simplicité un flux gazeux 

homogène de vitesse U . Supposons qu’en un point O (fixe dans l’espace) le gaz subisse une petite perturbation. 

La vitesse NcU +  de propagation de la perturbation issue de O a dans le référentiel immobile diverses valeurs 

suivant la direction du vecteur unité N . On obtient toutes les valeurs possibles de la vitesse en menant de O le 

vecteur U et en décrivant à partir de l’extrémité de ce vecteur prise comme centre une sphère de rayon c  ; les 

vecteurs menés de O aux points de la sphère déterminent les valeurs ainsi que les directions possibles de la 
propagation de la perturbation.  
 

x 

t 

x 

t 

(x0,t0) 

(x0,t0) 

(A) 

(B) 

(A) 

(B) 
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Soit d’abord cU < . Alors les vecteurs NcU +  peuvent avoir n’importe quelle direction dans l’espace.  En 

d’autres termes, dans un flux subsonique une perturbation issue d’un point O se propage à la longue dans tout le 
gaz. 
 

Par contre, dans un flux supersonique, cU > , les directions des vecteurs NcU +  seront forcément contenues 

dans le cône de sommet O circonscrit à la sphère décrite de l’extrémité du vecteur NcU + . L’angle au sommet 

α2 du cône est 
U

c=αsin . Ainsi donc, la perturbation issue d’un point quelconque dans un flux supersonique ne 

se propage qu’en aval dans un cône d’angle au sommet d’autant plus petit que le rapport Uc / est petit. La région 
toute entière hors de ce cône n’est pas affectée par la perturbation au point O. 

 

 
 

6.1.2. Application au cas d’un piston 
 
On considère le cas d’un gaz occupant un tube de section constante semi-infini et mis en mouvement par une paroi 
mobile (le piston) et imperméable de trajectoire connue. Le gaz est à l’instant initial au repos uniforme d’état 

( )000 ,,0 spU =  dans le domaine 0≥x  et la position du piston à l’instant 0≥t est ( )tX . L’écoulement est 

homoentropique d’entropie spécifique 0ss =  à tout instant. Il est astreint à tout instant à la condition d’imperméabilité 

sur la paroi du piston : ( ) ( )t
dt

dX
ttXU =),( . 

 
� Onde simple de détente 
 

 
 



 46 

� Onde simple de compression 
 

 

6.2. Le modèle fluide parfait sans discontinuité. 
 

6.2.1. Cas général 
 
 
Les équations d’Euler s’écrivent en dehors de discontinuités et en dehors de forces extérieures : 

t

pU
h

dt

d

∂
∂=








+

2

2

ρ  

0=
dt

ds
Tρ  

Pour un gaz parfait : TCh p=  

Pour un écoulement stationnaire : 0=
∂
∂
t

 

Donc : 0
2

2

=







+ U

h
dt

d
 et 0=

dt

ds
 

 

Il y a donc conservation, le long des lignes de courant, de l'enthalpie totale : 0

2

2
TC

U
TC pp =+  et de l’entropie 

0ss = . 

 

Or rTc γ=2 . La relation de conservation de l’enthalpie totale peut alors se mettre sous la forme : 
1

2

0 2

1
1

−








 −+= M
T

T γ
avec 

c

U
M =  
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La conservation de l’entropie le long d’une ligne de courant ( ctes = ), implique la conservation de cteTp =− γγ1  et 

cteT =−γρ1  le long des lignes de courant.  

Ceci se traduit de la manière suivante : 

γ
γ
−

−









=

1

00 T

T

p

p
 et donc :

γ
γ

γ −







 −+=
12

0 2

1
1 M

p

p
 le long des lignes de courant. 

 
γ

ρ
ρ −

−









=

1

1

00 T

T
et donc :

γγ
ρ
ρ −








 −+=
1

1

2

0 2

1
1 M  le long des lignes de courant. 

 

6.2.2. Application au cas d’une tuyère 
 

On considère une tuyère munie d’un convergent et d’un divergent. La section de la tuyère est notée ( )xA . Le col de la 

tuyère correspond à la section de taille minimale. En cet endroit : ( ) 0=cx
dx

dA
. Toutes les grandeurs à cet endroit 

seront référencés dans la suite en utilisant l’indice c . En particulier, la section au col sera notée ; cA . 

 

Les grandeurs dans la section de sortie de la tuyère seront référencées avec l’indice s . En particulier, la section de sortie 

sera notée sA . 

On se place dans l’approximation unidimensionnelle. Dans chaque section de la tuyère, on suppose que toutes les 

grandeurs sont uniformes. D’où les fonctions : ( )xρ , ( )xU , ( )xT , ( )xp , etc. 

 
Le gaz provient d’un récipient unique où le gaz est au repos. Dans ce récipient, le gaz est à vitesse nulle 0=M , à la 

pression 0p  et à la température 0T . La tuyère débouche dans un récipient où le gaz est à vitesse nulle 0=M , à la 

pression ap  et la température aT . 

 

La conservation de la masse s’exprime par la relation : ( ) 0=⋅∫
Ω∂

danUρ . 

On peut écrire, grâce à l’approximation unidimensionnelle que ( ) ( ) ( )xAxUxm ρ=&  est constant et représente le débit 

de la tuyère. 
 
Ceci devient : 

( ) MA
r

MM
T

p
MA

rT

p
AMrT

rT

p
m

γγγγγ
γ

γ
2

1

212

0

0

2

1
1

2

1
1 







 −+






 −+==






=
−

&
 

Et donc : ( ) )()(
0

0 xAxMg
rT

p
m

γ=&  

avec 
( )γ
γ

γ −
+








 −+=
12

1

2

2

1
1)( MMMg  
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Régime supersonique, subsonique, col sonique 
 

Conservation du débit : 0=++
A

dA

U

dUd

ρ
ρ

 

Conservation de l'enthalpie totale :
121

2
0

22

−
=+

− γγ
cUc

, donc : 0
1

2 =+
−

UdU
cdc

γ
. D’où : 

2
2 2

1
M

c

dU
dc

c

U −=− γ
  

Conservation de l'entropie :
γγ

ρ
ρ −








 −+=
1

1

2

0 2

1
1 M , donc :  

U

dU

c

U

M

M

c

dU

c

U

M

dc
c

U

c

dU

c

U

M

MdM
d

2

2

2

2

2

2

2

2

1
1

2

1
1

2

1
1

2

1
1

2
2

1

1

1 −=
−+

−+
−=

−+

−
−=

−+

−

−
= γ

γ

γγ

γ

γρ
ρ

 

D'où : 
U

dU
M

d 2−=
ρ
ρ

 et ( ) 01 2 =+−
A

dA
M

U

dU
 

 
Ainsi, si 1=M  alors 0=dA , i.e. on se situe à un col. 

Ainsi, si 1<M  alors, 
U

dU
et 

A

dA
 sont de signe opposé (dans un convergent, un écoulement subsonique accélère, 

dans un divergent, il décélère). 
 

Ainsi, si 1>M  alors, 
U

dU
et 

A

dA
 sont de même signe (dans un convergent, un écoulement supersonique décélère, 

dans un divergent, il accélère). 
 

Calcul du champ de vitesse 
 

Supponsons qu'il existe un col : 0=cdA  

 



 49 

� Première condition : Conservation de la masse 
 

En chaque section de la tuyère, on a : ( ) )()(
0

0 xAxMg
rT

p
m

γ=&  

 

� Deuxième condition : continuité de la pression à la sortie tuyère avec la pression ambiante, i.e as pp =  

� Cas de la tuyère non amorcée ( 1<cM ) 

 
La pression de sortie étant connue, on obtient le Mach de sortie en utilisant la relation suivante : 

γ
γ

γ −







 −+=
12

0 2

1
1 s

s M
p

p
. 

On calcule alors le débit : ( ) ss AMg
rT

p
m

γ

0

0=&  

Et ensuite les différents nombre de Mach dans les différentes sections  : ( ) )()(
0

0 xAxMg
rT

p
m

γ=&  

� Cas de la tuyère amorcée ( 1=cM ) 

Le débit est fixé : ( ) cAg
rT

p
m 1

0

0 γ=&  

On obtient les nombres de Mach dans les sections par  la relation: ( ) )()(
0

0 xAxMg
rT

p
m

γ=&  qui se simplifie ici 

en ( ) ( ))(
)(

1 xMg
xA

A
g c =  

Il existe deux solutions : la branche subsonique avec 1<M  et la branche supersonique avec 1>M . 
 

En particulier, il existe deux solutions pour le Mach de sortie : ( ) ( )s
s

c Mg
A

A
g =1   

Et aussi, deux valeurs pour la pression de sortie : 
γ

γ
γ −








 −+=
12

0 2

1
1 s

s M
p

p
 

La valeur correspondante subsonique de la pression sp est notée 1p  alors que la valeur correspondante supersonique 

est appelée 2p . 

C'est la pression à l'extérieur de la tuyère qui fixera laquelle des deux branches choisir. 
 

� Récapitulatif 
 

1. Si 0ppa = , le fluide est au repos car 0=m&  

2. Si 0ppa < , la différence de pression app −0 est le moteur du déplacement. Par continuité, si ap diminue à 

partir de 0p , )( cxM augmente à partir de zéro pour atteindre la valeur unité pour 1ppa = . En deçà de cette 

valeur pour ap , )( cxM reste égale à l’unité. Ainsi,  

� Si sp  tel que : 01 pppp as <=< , l’écoulement est entièrement subsonique dans le convergent et 

dans le divergent. 
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� Si 01)( pppp as <== , l’écoulement est sonique au col, subsonique dans le convergent et le divergent. 

� Si 012)( ppppp as <<== , l’écoulement est subsonique dans le convergent, sonique au col, 

supersonique dans le divergent. 
� Dans tous les autres cas : il n'y a pas de solution. 
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6.3. Le modèle fluide parfait avec discontinuité 
 

6.3.1. Relations de choc 
 
� Si l’on considère une discontinuité stationnaire,  les relations de saut s’écrivent pour un fluide parfait : 

] [ 0=⋅ nUρ  

] [ ] [npnUU −=⋅ρ  

] [ nUpnU
U

e ⋅−=⋅







+

2

2

ρ  

] [ 0≥⋅ nUsρ  

On rappelle que ] [ 12 fff −=  représente le saut def au niveau de la discontinuité.
 

� 
En posant 

tUnUU tn +=
 (en notant 

n
 la normale au choc et 

t
 un vecteur tangent au choc s’appuyant sur 

U
), 

ces équations deviennent :
 

] [ 0=nUρ  

] [ ] [npUU n −=ρ  

] [nn pUU
U

e −=







+

2

2

ρ   

] [ 0≥nUsρ  

 
� Dans le cas d’un flux de masse non nul : 
 

01122 >== mUU nn ρρ (choix du sens de la normale n ) 

1
2
112

2
22 pUpU nn +=+ ρρ  

tt UU 12 =  car 0≠m  











++=









++

22

2
1

1

1
111

2
2

2

2
222

n
n

n
n

Up
eU

Up
eU

ρ
ρ

ρ
ρ ou 

22

2
1

1

2
2

2
nn U

h
U

h +=+   

12 ss ≥  car 0>m  

 

� Dans le cas d’un choc droit : 012 == tt UU , ces équations donnent : 

01122 >== mUU ρρ  

1
2
112

2
22 pUpU +=+ ρρ  

22

2
1

1

2
2

2

U
h

U
h +=+   

12 ss ≥  

 
� La droite de Rayleigh et la courbe de Hugoniot 

On pose : 
1

1

1

ρ
τ = , 

2
2

1

ρ
τ =  

 

( )12
2

2
2
2

2
21

2
1

2
112 τττρτρ −−=−=− mUUpp  
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( )











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

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ρ
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UUUhh

Upp

 

D’où : ( )( )121212 2

1 ττ +−=− pphh  

 

Les relations thermodynamiques donnent : ( ) τ
γ

γτ pTCph p 1
,

−
==  

Donc : 
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( ) ( ) ( )( )



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1212111222
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Ou encore 
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
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12121122
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ou encore 


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
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2
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γ
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τ
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avec 

11

1

1

1
1

τγp
U

c

U
M == .  

Ces courbes sont appelées la droite de Rayleigh et la courbe d'Hugoniot. 
 

� Prouvons que 12 pp > , 12 ττ < , 12 ρρ > et 12 UU <  

 

On sait que 12 ss >  avec ( )γτpCs V log= . 

Considérons l’iso-entropique passant par ( )11 , pτ  : γ

τ
τ








=

1

1

1

p

p
 

Ainsi, on choisit 12 pp > , 12 ττ < , 12 ρρ > ,  

Or 1122 UU ρρ = , donc 12 UU < . 
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� Montrons que 11 >M . 

Pour cela, on compare les pentes de la droite de Rayleigh et de la courbe de Hugoniot en ( )11 , pτ  : 

 pente(Rayleigh) < pente(Hugoniot) 

pente(Rayleigh) : 
( ) 2

1
1

1

)/(

/
M

d

ppd γ
ττ

−=  

pente(Hugoniot) : 
( )

1

1
1

1

)/(

/

1

1

1

1

+
−−

+
−+

−=

γ
γ

τ
τ

γ
γ

ττ
p

p

d

ppd
. En( )11 , pτ , 

( ) γ
ττ

−=
)/(

/

1

1

d

ppd
, 

D'où : γγ −<− 2
1M donne : 12

1 >M ,  

 

� On cherche la relation liant 2M à 1M   

1
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2

22

T

Mp

T
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11

2
22 +=+ MpMp γγ ,  









+=








+

22

2
1

1

2
2

2

rM
CT

rM
CT pp

γγ
 ou ( ) ( ) 








−+=








−+

2
11

2
11

2
1

1

2
2

2

M
T

M
T γγ  

Donc :  

( ) ( ) ( ) ( )
2

111
2

111
2
1

1
2
2

2
2

2
2
1

M
MM

M
MM −++=−++ γγγγ  

 

( )

( )
( )

( )22
1

2
12

1

22
2

2
22

2

1

2
11

1

2
11

+









−+

=
+









−+

M

M
M

M

M
M

γ

γ

γ

γ
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( )( )
( )121

11
1

2
1

2
12

2 −+
−+

−=
M

M
M

γ
γ

 avec 

22

2

2

2
2

τγp
U

c

U
M ==  

 
� On donne les relations liant les différentes grandeurs de part et d’autre du choc : 

 

( )( )
( )121

11
1

2
1

2
12

2 −+
−+

−=
M

M
M

γ
γ

 (rappel) 

( )1
1

2
1 2

1

1

2 −
+

+= M
p

p

γ
γ

 

( )
( ) 2

1

2
1

1

2

12

12
1

M

M

−+
−

+=
γρ

ρ
 

( )( )( )
( ) 2

1
2

2
1

2
1

1

2

1

1112
1

M

MM

T

T

+
+−−

+=
γ

γγ
 

1

2

1

212 loglog
ρ
ργ−=

−
p

p

C

ss

V

 

1
01

02 =
T

T
 

( ) ( )[ ][ ]
( )

1

2
1

2

2
1

2
12

1

01

02

1

1212
1

1

2
1

−
−















+
−+−+









−

+
+=

γ
γ

γ
γγγ

γ
γ

M
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M

p

p
 



 55 

 

 
 

 

 



 56 

 
 



 57 

6.3.2. Apprlication au cas d'une tuyère 
 

Soit cx  et chocx  tel que cchoc xx > . 

 

Pour toute la partie de la tuyère chocxx < , l'écoulement est déterminé par la condition : 1=cM  

Le débit vaut : ( ) cAg
rT

p
m 1

0

0 γ=& . 

Or au niveau du choc : 

 continuité de la température totale : 00 TT =′  

 diminution de la pression totale: 

( ) ( )[ ][ ]
( )

1

22

22
2

0

0

1

1212
1

1

2
1

−
−













+
−+−+









−

+
+=

′ γ
γ

γ
γγγ

γ
γ

choc

chocchoc
choc

M

MM
M

p

p
 

La conservation de la masse donne alors : ( ) )()(
0

0 xAxMg
rT

p
m

γ′
=& avec m& et 0p′ donné plus ci-dessus. 

Ceci permet de déterminer une pression de sortie 
γ

γ
γ −








 −+=
′

12

0 2

1
1 s

s M
p

p
. 

Lorsque chocx  parcourt [ ]sc xx , , la pression en sortie as pp = diminue de 1p à 1p′ . 
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7. Turbulence 
 

7.1. Les équations moyennées 
 

� Les équations de Navier-Stokes pour un fluide incompressible s’écrivent sous forme conservative de la façon 
suivante : 

 

0=udiv  

( ) ( )ddivpgraduudiv
t

u ν
ρ

2
1 +−=⊗+

∂
∂

 

( ) )(:2 Tgrad
K

divdduTdiv
t

T
C

ρ
ν +=







 +
∂
∂

 

avec ( )ugradugradd t+=
2

1
. 

On rappelle que si 

( )
( )
( )
















tzyxw

tzyxv

tzyxu

u

,,,

,,,

,,,

,  

Alors ( )
















==⊗
wwwvwu

vwvvvu

uwuvuu

uuuu ji  

Et ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
















∂∂∂
∂∂∂
∂∂∂

=⊗
wwwvwu

vwvvvu

uwuvuu

uudiv

zyx

zyx

zyx

  

Le terme dd :2µ est le taux de dissipation de l’écoulement. 

 
� Imaginons, qu’en un point quelconque d’un écoulement on mesure à chaque instant, une grandeur quelconque 

désignée par ( )tzyxf ,,, . La valeur moyenne de f est, si elle existe, la quantité F  telle que : 

( ) ( )∫∞→
=

T

T
dttzyxf

T
zyxF

0

,,,
1

lim,,  

On note : ( ) ( )tzyxfzyxF ,,,,, = . Il s’agit dans ce cas d’une moyenne temporelle et la valeur F obtenue ne 

dépend plus du temps ( 0=∂ Ft ). En écrivant ensuite qu’à chaque instant la valeur de 

f est : ( ) ( ) ( )tzyxfzyxFtzyxf ,,,,,,,, ′+= , on définit la fluctuation instantanée ( )tzyxf ,,,′  autour de la 

valeur moyenne F . On peut alors considérer la variance de f autour de f , notée 2f ′ . 

On a les propriétés suivantes : 

� 0=∂ ft   

� ff =  

� 0=′f  

� 0=∂ ft . En effet : ( ) ( ) ( )
0

0,,,,,,
lim,,,

1
lim

0

=−=∂=∂
∞→∞→ ∫ T

zyxfTzyxf
dttzyxf

T
f

T

T

t
T

t  (si 

),,,( tzyxf reste borné dans le temps). 

� ( ) 0=′∂ tft  
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� ff xx ∂=∂  

 
On se restreint ici au cas où il existe effectivement un écoulement moyen permanent. 

 
 

� On introduit alors uU = , u′ , pP = , p′ , T=θ  et T′  tel que 

( ) ( ) ( )tzyxuzyxUtzyxu ,,,,,,,, ′+=   

( ) ( ) ( )tzyxpzyxPtzyxp ,,,,,,,, ′+=   

( ) ( ) ( )tzyxTzyxtzyxT ,,,,,,,, ′+= θ   

En coordonnées cartésiennes, 
















W

V

U

U  et 
















′
′
′

′
w

v

u

u  

 
 
� En substituant : 

( ) 0=′+ uUdiv  

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )dDdivpPgraduUuUdivuU
t

′++′+−=′+⊗′++′+
∂
∂ µµ

ρρ
22

11
 

( ) ( )( )[ ] ( ) ( ) ( )






 ′++′+′+=






 ′+′++′+
∂
∂

Tgrad
K

divdDdDuUTdivT
t

C θ
ρ

νθθ :2  

avec ( )UgradUgradD t+=
2

1
 et ( )ugradugradd t ′+′=′

2

1
 

 
En développant : 

 

0=′+ udivUdiv  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ddivpgraduuDdivPgradUudivuUdiv
t

u
UUdiv ′+′−′⊗′−+−=⊗′+′⊗+

∂
′∂+⊗ ν

ρ
ν

ρ
2

1
2

1

( ) ( ) ( )








 ′+′+






 ′′−+′′+=






 ′+′+
∂

′∂+

Tgrad
K

divdDuTCgrad
K

divddDD

udivUTdiv
t

T
CUCdiv

ρ
νθ

ρ
νν

θθ

:4:2:2

 

 
En moyennant : 

(1) 0=Udiv  

(2) ( ) ( )RDdivPgradUUdiv −+−=⊗ ν
ρ

2
1

 

(3) ( ) 






 −++= SCgrad
K

divDDUCdiv T θ
ρ

ενθ :2  

avec uuR ′⊗′= , ou encore jiij uuR ′′=  

et uTS ′′=  

et ddT ′′= :2νε  

 
En faisant la différence : 

(4) 0=′udiv  



 60 

(5) ( ) ( ) ( ) ( )uuRdivddivpgradUudivuUdiv
t

u ′⊗′−+′+′−=⊗′+′⊗+
∂

′∂ ν
ρ

2
1

 

(6) ( ) ( ) ( ) ( )dddduTCSCdivTgrad
K

divdDudivUTdiv
t

T
C ′′−′′+′′−+







 ′+′=




 ′+′+
∂

′∂
::2:4 ν

ρ
νθ

 
 

Les équations (1), (2), (3), (4), (5) et (6) sont fermées, en ce sens qu’elles contiennent 10 inconnues scalaires 

( TpuTPU ′′′ ,,,,, ) pour 10 équations scalaires. L’approche classique de la turbulence est de ne pas considérer 

les équations (4), (5) et (6) pour les fluctuations, ce qui a pour conséquence que le tenseur de Reynolds  R , le 

vecteur uTS ′′=  et le taux de dissipation turbulente ddT ′′= :2νε  deviennent des inconnues 

supplémentaires du problème (1), (2) et (3), les équations (1), (2) et (3) n’étant pas fermées. Le fait d’abandonner 
les équations (4), (5) et (6) conduit ainsi à une indétermination de la solution, qu’il faut lever d’une façon ou d’une 
autre. En fait, l’idée est d’oublier (4), (5) et (6) et de schématiser la turbulence pour obtenir une expression capable 

de relier le tenseur de Reynolds R , le taux de dissipation turbulente ddT ′′= :2νε , le vecteur uTS ′′=  

directement au mouvement et au champ de température moyens, sans utiliser (4), (5) et (6). C’est à ce stade 
qu’interviennent les diverses théories de la turbulence.  
 

� Récapitulatif 
 

0=Udiv  

( ) ( )RDdivPgradUUdiv −+−=⊗ ν
ρ

2
1

 

( ) 







−++= SCgrad

K
divDDUCdiv T θ

ρ
ενθ :2  

uuR ′⊗′=  

ddT ′′= :2νε  

uTS ′′=  

Il y a en tout 10 nouvelles inconnues (6 pour R , ce tenseur étant symétrique, 1 pour Tε et  3 pour S ) 

 
� Commentaire : ces équations doivent être comparées aux équations de Navier-Stokes : 

0=udiv  

( ) ( )ddivpgraduudiv
t

u ν
ρ

2
1 +−=⊗+

∂
∂

 

( ) 







+=







 +
∂
∂

Tgrad
K

divdduTdiv
t

T
C

ρ
ν :2  

 

7.2. Modélisation de la turbulence 
 
On se restreint ici à l’hypothèse de Boussinesq. 
 
On suppose que le frottement turbulent est proportionnel au gradient de vitesse. Ainsi, on modélise la turbulence de la 
façon suivante : 

1
3

2
2 kDR T +−= ν  
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avec ( )222

2

1
wvuk ′+′+′= . Le premier terme de l’expression de droite permet de vérifier que 

2222 wvukRtr ′+′+′==  

θ
ρ

grad
C

K
S T−=  

 
Donc : 

0=Udiv  

( ) ( ) 






 −++−=⊗ 1
3

2
2

1
kDdivPgradUUdiv Tνν

ρ
 

( ) 






 +++= θ
ρ

ενθ grad
KK

divDDUCdiv T
T:2  

ddT ′′= :2νε  

 
La dernière équation peut aussi se mettre sous la forme 

( )



















+++= θννενθ gradCdivDDUCdiv

T

T
T PrPr

:2  

avec 
K

Cµ=Pr  et 
T

T
T K

Cµ=Pr  

 

Il faut modéliser en tout point de l’espace ( )zyxT ,,ν , ( )zyxk ,, , ( )zyxT ,,ε  et ( )zyxT ,,Pr . Il n’y a plus que 

quatre inconnues scalaires au lieu de 10. 
La turbulence agit alors comme la viscosité. Elle engraisse le coefficient de diffusion (dynamique et thermique). 

 

7.3. Energie cinétique 
 
L’équation de l’énergie cinétique est obtenue en faisant le produit scalaire de l’équation de quantité de mouvement par 

u  : 

( ) ( )ddivupgraduuudivu
t

u
u ν

ρ
2

1 ⋅+⋅−=⊗⋅+
∂
∂⋅  

( ) ( ) dduddivupdivu
u

div
u

t
:22

1

22

22

νν
ρ

−⋅+−=













+

∂
∂

 

uUu ′+= , 

uUuUu ′⋅+′+= 2
222

  

( )

( )( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )dDdDuUdDdivuUpPdiv

uU
uUuU

div
uUuU

t

′+′+−′+⋅′++′+′+−=














′+

′⋅+′+
+

′⋅+′+
∂
∂

:22
1

2

2

2

2
2222

νν
ρ

 

 
En moyennant : 
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ddDD

udUD
upUP

UR
uu

divU
u

U
U

div

′′−−=








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Or le champ moyen est régi par : ( ) ( )RDdivPgradUUdiv −+−=⊗ ν
ρ

2
1

 

Donc : ( ) ( )RDdivUPgradUUUdivU −⋅+⋅−=⊗⋅ ν
ρ

2
1

 

D’où : ( ) ( )[ ] ( ) DRDURDdivUPdivU
U

div :22
1

2

2
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Ou encore :  

DDURUD
UP

divU
U

div :22
2

2

νν
ρ

−Ρ−=
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
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
 

avec DR :−=Ρ   

Avec l’hypothèse de Boussinesq : DDDRP T :2: ν=−= . 

Ce terme est positif. 
 

 
Donc : 
 

Tud
upuu

divU
u
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ρ
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avec ddT ′′= :2νε . 

 

7.4. Bilan énergétique 
 
Récapitulatif : 

(1) DDURUD
UP

divU
U

div :22
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(2) ( ) T
T

T DDgradCdivUCdiv ενθννθ +=
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(3) Tud
upuu

divU
u

div εν
ρ

−Ρ=









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


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2
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22

 

 

avec : ddT ′′= :2νε  et DDDRP T :2: ν=−=  

 
L’énergie du champ de base : 
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- est dissipée en chaleur par le terme DD :2ν  présent dans les équations (1) et (2) 

- est transférée à la partie turbulente par le terme DDDRP T :2: ν=−=  présent dans les équations (1) 

et (3) 
L’énergie du champ turbulent : 

- provient du champ moyen  : terme DDDRP T :2: ν=−=  présent dans les équations (1) et (3) 

- est dissipée en chaleur : terme ddT ′′= :2νε  présent dans les équations (2) et (3) 

L’énergie dégagée sous forme de chaleur : 

- provient du champ fluctuant : terme ddT ′′= :2νε  présent dans les équations (2) et (3) 

- provient du champ moyen : terme DD :2ν  présent dans les équations (1) et (2) 

  


