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1. Cinématique du fluide

1.1.Quelques rappels mathématiques

1.1.1. Opérations avec un scalaire

f(x,y,zt)
ot o of of
ox dy 0z ot
of
0X
grad f =9, f = o
of
0z
2 2 2
Af=aiai1‘=a f+a Z+a f
X= oy° 0z

1.1.2. Opérations avec un vecteur

f

X

fxoyzt)=fxyzt)=|f,

fZ
O«
Contraction avec un vecteug =g; =| g, i[g: fi g,
9,
o, of, of, of,
ox oy 0z ot
of
divi=of =9y O
- ox o9y o0z
0 of, 9ty
ox f gfy 0z
rotf =g, f = 2|0 f, |=| Tx-e
- ay 0z  Ox
o |\ ety ot
0z ox oy




of, of, of

oXx oy o0z
of, of,6 of
grad f =0, f, = oy 2y Ty
g9 =Y x oy oz
of, of, of,
oOXx oy o0z
0°f, +02fx +02fx
ox> oy 0z
Af=00. f = azfy azfy azfy

P 2 + 2 + 2

0Xx oy 0z
0°f, +62fZ +62fZ
ox> oy* 0z’

1.1.3. Opérations avec une matrice

fxx f><y f><z
i(x, vzt)=f, x,yvzt)=| f, f, f,
B fzx fzy zz
afxx any a.I:xz
ox oy 0z
of,, of of
divf =0 f =| 2+ 2+=
= ox oy o0z
afz>< any afzz
+
ox oy 0z
9, falx + 14,9, + 1.0,
Contraction avec unvecteug = ¢; =| g, |, f g = f, 9, =| f,0,+f, g +f.0,
gZ fZ)(g)( + fzygy + fZZgZ
gxx gxy gxz
Contraction avec une matrice = g; =| 9, 9,, 9y,
gzx gzy gzz

L EE = fij gij = fxxgxx + fxygxy + fngxz + fyxgyx + fyygyy + fyzgyz + fzxgzx + fzygzy + fzzgzz
1.2.La représentation eulérienne

U(x,t). p(x.t), pxt), T(x1)

D'oul toutes les quantités définies précédemment.
On définit la dérivée particul:’;\ireé;l—t =0,+U,0, = % + grad( )EQ
Interprétation :

Trajectoire t — X; (t), tel que %Xi t) =U, (x,t)

Soit une grandeur en représentation eulérie(miet) - CIJ(Xi ,t).
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On considére t — CD()(i (t),t).
_GE%_'_GCD_U 0d 00

Alors : iQD(Xi (t),t)= i —
dt ox, dt ot ox, ot



2. Physique du fluide

2.1.La représentation des efforts

g; est la composante selon la direction i du vectemtrainte agissant sur la facette de normale rs@rfa
df =g hda

Pour un fluide au reposﬁ = — pnda (équilibre hydrostatique) et dorz = —pl=

De fagon généralg = —pl +7

r=f gradg)
Fluide newtonien :
Hypotheses :

+ linéarité en fonction dgradU

» principe d'objectivité (indépendance par rappan danouvement de translation et un mouvement déoota
rigide)
e milieu fluide isotrope

Donc :
r=AdwW | +2ud

1(
ud==0.u, +0, — )
d 2( U, u; 5 \grad 9

c: p(p.T) et/l(p,T)
Conclusion :g = (— p +/1divg)|= +2ud

Pour un gaz monoatomique, on montre la relatioBtdkes :34 + 21 =0
Cette relation est également vérifiée expérimentatd pour les gaz polyatomiques.

2.2. Thermodynamique d'un fluide compressible

of

of
Préalable mathématique : i(u, V) alors df = %
u

du+—
ov

dv

u

\

Energie interne €
Masse volumique ;0

Entropie : S

> Equation d'état canoniqueg( 0, S)

A . oe
Définition de la température = —|
ds|,

, 0e

Définition de la pression thermodynamiqu@ = p —

0p

S

D'ou : de=Tds+ p—p2 do



> Equation d'état caloriquee(,0,T)
de

Chaleur spécifique a volume consta@,:(0,T) = P

P

oe
de=C,dT+— d
oy o o

.
> Equation d'état thermiquep(0,T)

. I N : _ 1op
Coefficient de dilatation thermique a pression tane :a (p,T) = ——a—_l_
P p
Coefficient de compressibilité isothermé; (p,T) = 1op
P op|,
94 _ -adT + k. dp
Yo,
» Lien entre I'équation d'état calorique et I'équati@tat thermique :
% = iz p —T@
opl, p aT|,
> Enthalpie :h = e+£
0
dh=de+ T dp- P dp=Tds+ 2 do+ S dp- P dp=Tds+ Ldp
Y /Y Y P Y Y
Donc h( p,s)
> Equation d'état caloriqueh(p,T)
Chaleur spécifique & pression constar :(p,T) = %
p
dh=C_dT + %e dp
a T
2
> Relation de Mayer C, —C,, = Ta’
P Kt

» Rapport des chaleurs spécifiquelg = L

> On considére )p(0,9)

0
Vitesse du son ¢ = P
0P|,
On démontre queC2 =Y
PK+

» Le gaz parfait

Un gaz est dit thermiquement parfait lorsque saraéqgn d'état thermique prend la form¢p:= o T .
R
r= ™M ou R=283145J /mole/ K est la constante universelle des gaz parfaif¥letst la masse molaire du gaz.

Rappel :PV = nRT ol Nreprésente le nombre de moles de gaz dans le volime
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La masse de gall dans le volumé/ vaut: m= pV = Mn

D'oU : F’m IERTet donc:p = ,OBT =poT
p M M

Donc:@ =0.
0P|,

Dot : e = &(T) eth:e+%=e(T)+rT = h(T).

de
C\/ :d_T:CV(T)
dh
Cp :d—T:Cp(T)
1
a==
T
Kk, =2
" p

Relation de Mayer C, —=C,, =T
Vitesse du son ¢® = uT

Un gaz thermiquement parfait est dit caloriquenpamfait lorsque les chaleurs spécifiques sont embss.
Dans ce cas :

oT)=CT
h(T)=C,T
_ P, _ do
Tds=de-—-dp=C,dT —1T —.
P’ )2

Donc:dS:Cvd—T—rd—p
T »

T
S(T,p)=C, logT —-rlogp+cte=C, Iog(py_1 + cte

T
y1

p y

(T, p)=C,logT —-rlogp+cte=C, log +cte

s(p,p) =C, |og£y +cte
P
2.3. Thermodynamique d'un fluide incompressible

Energie interne €
Entropie : S

> Equation d'état canoniqueg(S)

de
Définition de la températurel = d—
c
La pression thermodynamique n'est pas définie.
Dot :de=Tds



> Equation d'état caloriquee(T)

Chaleur spécifiqueC(T) = %

Dot :de=CdT
2.4.Echange de chaleur

dQ=-qlhda
Loi de Fourier :q = -KgradT
Coefficient de conductibilité thermiquelK (,O,T) estle

K
Coefficient de diffusivité thermique ¥ = ——

ACy

14
Nombre de Prandtl Pr=—

X
Pour de nombreux fluides, en excluant des conditextrémes de température, le nombre de PrandtEpgeuconsidéré
comme constant.

2.5.Deux exemples : I'air et I'eau

air a 273°K eau a 293°K
o (kg/m®) 1293 99820
u (kg/m/s) 172x10°° 1005%10°°
v (m*/s) 137x10™ 1007x107°
K (W/m/K) 241x1072 062
Pr 0715 6,75
C, (J/kg/K) 100x10°
C, (J/kg/K) 714%10° 418x10°
y 140
a (K™ 366x107°
k. (bar™ 099
c (m/s) 33145
Pour l'air :
M =29g/mole. D'ou:r =287J/kg/K

. _ o T 3/2

Formule de Sutherland valable dans une large garryr(a') = 145410 m



Viscosite mu Ckg/mss)

E=

[a5)

ra

Se-03

4e-03

Se-03

3e-03

Se-03

2e-03

Se-03

1e-05

Se-06

1.d5de-Ekktl 5/ Corll0 .4y ——

200

400

GO0

Température ckeluind

10

00

1000



3. Lois de la mécanique des fluides

3.1.Une équation de bilan

On montre que :

bdQ(t) = @dg(m b(U th)dalt)- [ Jo[(w th)a=(t)
& [ 5 J [ el

Q(t) Q) aQ(t) =(t)

Ici ]b[ =D, — b, représente le saut de la quantité travers la discontinuit&(t) .
On montre que (formule de la divergence)

jbthda jdlvbdQ(t)+I]b[Ehda

aQ(t) Q(t) 2(t)

Principe de conservation :

at f PodQ(t) @ [Qdat) + [Ahda(t)

Q(t) Q(t) 0Q(t)
Donc :

jaaitbdg(m j oo(U )dalt) - j]pb[wmdz( @ J'QdQ(t)+ jAE_hda(t)
Q(t) aQ(t) =(t) = Q(t) 2Q(t)
D'ou:

jaaitbdg(t)+ [ diviebu)da(t)+ [1eblu mdz()- []oblw md()
Q(t) Q(t) (1) (1)

[j deQ(t) + jdiv AdQ(t) + j]A[[pda(t)

= Q(t) Q(t) (1)
. %+div(pbg ) @ Q+divA

o-win (I We

A noter que p%) + b(% + pdilej = % + div(pbg).
Donc :

p‘;_‘;’m( ’i’ . pdivL_Jj Cj Q+divA

3.2.Conservation de la masse, de la quantité de mo uvement, de I'énergie
(premier principe), inégalité fondamentaole (second principe).

b =ou > Q A
Masse 1 = 0 0
Quantité de mouvement U = PE -pl+r

U2
Energie (e+7J = pF U -pU+7U -q
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Entropie S > 0 _%
dp . B
—+ podivU =
{]z?ku -w)m =
A partir de la :
p%) (;J Q+divA
PHo-wa (] Wm
%‘tb+div(pbg) @ Q+divA
Pu-wa (] W
{ dU = pE-gradp+divr
A0 Wmn = oo+l
{a”u +div(pU Du) = pF-gradp+divr
plu-wm = -Jpln+p[m

pF U —div(pg)+ div(g @)— divq

d U?
o)
p}e+u—;{(u—v_vm ~lpum+rw]m- o m

) Fp(af}d'{p(e*ﬂu}

p}e+u—;{(u ~W)h

,od—S > —div d
dt B T

AU -W)m > _}q[

r'os+dv(psu) > —div (%
ou

ik

W -U [grad p+U [divr
dlv(pg) pdiW +U [grad p

PF U —div(pu )+ dier @)— divq

~Jpu[m+}rw[m-Jo[m

N—

ASH
L
[C
|
=
=
\4
— II_Q

pjt(uzj S = oF

12




0 2 u?
ou— P —j d'{ﬂ(7}l}:p£@—§[ﬁra p+U divr
de ,
pa:—pdlvu +7:d-divq
@=% r:.d-divq
d dt = = -
2
p%(m%J:pE[y p+d|vr[l1J) divg

2 2
ouﬂp(m%}d.{p(m%j }: pEml+%+dierml)—div9

0
Dans un écoulement stationnair%? =0etW =0

aj;)b(li [h)da Cj iQdQ + an;AED da

D'ou:
[ plu thida=0
0Q

[ m)da=] pFda- | prda+ [zinda
J' e+U7](UEhda J',oFD]JdQ ijEhda+.[UEz da ajg;gtbda

jp(h+u—j(u@)da=jpﬂydn+ [u @ hda- [qhda
90 2 o) o o0

J U C)daz - [ L tnda
0Q

0Q
3.3.Bilan d'entropie.

Tds= de—p—pzd,o,

ds _de pdo _de p _,
T—=—"-—-—"=—+— podivU
dt dt p? dt dt pzpd -
ds de
— = p— + pdivU
pT at 'Od Y
D'ou :
ds .
T—=r:d-div
q d|vq quradT
Comme :div| = =
T T T?

13



ds_ q £ g radT
'Odt T
L.

g d gradT -0
Second principe =—— — = >
PHINEIRE 7 T?

3.4.Le gaz parfait

Pour un fluide newtonienz = AdivU1+2ud etq=-KgradT,
le second principe donne3A + 24 >0, 420, K=0

Relation de Stokes34 + 21 =0
Sienplus,A, i et K sont supposés constants.

sie=C,T,h=C.T
p=poT

C(;p+pd|vU 0

dt

Une équation parmi les suivantes :

P = oF —grad p+ /JE grad(divU ) +éu}

. 2
pCVC:j—-[=—pdivL_J+2y(g:g—(dNTQ)j+KAT

. 2
oC dT dp ,u(d:d—%j+KAT

Pt dt

p%(CVT +U—22J PF W —div(pu )+ Zy[dlv(( W )- L U Cgrad(divu ) + (divg)z)} + KAT

U2
pgt(cn?J pE@+% {d.v((uu L[gradduvu) (divu)z)}er_

pT‘;_f = 2u(g :d —%(divg)zj + KAT

3.5.Le fluide incompressible

Pour un fluide newtonienz = 2ud etq=-KgradT,
le second principe donnett = 0, K =0

Si en plus,l et K sont supposés constants.

Ssie=CT,
Incompressibilité _d_/t) =
D'ou :

divu =0

14



p%—“; = pF - grad p+ uAU

pCC(;—I:Zug:g+KAT

3.6. Conditions aux limites

Condition cinématique :
L'expérience montre que pour les fluides il n'yaa glissement du fluide sur la paroi. On se doangtésse en chaque

point de la paroi a tout instakt (1(,t) et on impose Q(l(,t) = Qp(l(,t) (condition d'adhérence).

Condition thermique :
» sila paroi est isotherme : on se dorTbe(l(,t) sur la paroi et les particules de fluide au cardaccelle-ci

prennent cette températurd (l(' t) =T, Q(, t)

+ sila paroi est athermangrad T [h = O a la paroi

3.7.Exemple : I'écoulement de Poiseuille

Ecoulement de fluide incompressible dans un tuyan. p

u(x, y,zt)
U(x viz.t)=| v(x, y,2t)

w(X, Y, zt)
T(x, y,zt)

0
Ecoulement stationnairea =0

0
Ecoulement plan 2DW =0 et 6_ =0
V4

L 0
Ecoulement unidirectionnelv = O et 6_ =0
X

Donc : u(y) etT(y)

» Equations incompressibles

d,u+d v+d,w=0
,o(uaxu +v6yu+wazu):—6Xp+,u(axxu+6yyu+azzu)
p(uaxv+vayv+wazv):—ayp+,u(6xxv+ayyv+azzv)
p(uaxw+vayw+wazw)=—azp+,u(6xxw+ayyw+azzw)

pC(ud, T +vo T +wa,T)=2u(d2 +d? +d2 +2d? +2d2 +2d2 )+ K(3, T+, T+a,T)
d_=d.u,d =%(0yu+axv), d_ =%(axw+azu),

Xy

15



» Simplification des équations

0=0

0=-0,p+wl,u

0=0,p

0=0,p

0=2u(2d2 )+ K, T dou:0=o,uff +Ka T

» Probléme cinématique

Donc : p(X) etaxp=%
dx
d dp dp
0=0,(~0,p+d,u)=-—= ponc:- =
X( «P ,uyyu) dxadx o ax T
/szu:_”
dy?

u=-"- y? + Ay+B
2u
Conditions aux limites :
u(-h)=u(h)=0donc A=0
u(h) = Odonc-—-h?+B=0
2
2 2
Ainsi : u(y) =l 1—y_2
2u h
h* 2 T
oyu= ___Z ==Y
2u h M
> Frottement i [ﬁ— j): —T, = L0 =7y

Eny=h, i@ j)=7h

» Probléme thermique
— ]TZ 2 a

0= /,1? y-+Ka, T

T(-h)=T(h) =T,

21,4 4
T=T,+ N [1_ Y
124\ h

> Flux de chaleur :

| ey
d=—qlh=-\-KgradT)[{- j)]=-Ko T =—-"—=—
A T I
21,3
Eny=h,<1>=7Th
3u

Le flux est positif, donc de I'énergie sort du twya

16



4. Analyse dimensionnelle

4.1. Analyse dimensionnelle des équations régissant

p=p.p. p=pw77 T=TT_

le gaz parfait

s= Cvlog Cvlog +Cvlog =s,+C,S
pr
C., = VTw
_ — L .
x=Lx,U=U_U, t=—t
U,
d_U,d
dt L dt
C
Re—U“’L’O“’ .M :U—°°, Pr:ﬂ P
7] C. K
1dp .
—— divU =
0 dt vU 0
ipoou_oo + U_°° = 0
P. L L
1 + 1 = 0
1do _
___ M = 0
S + divU
du 1 .
— + gradp = 4l = grad(divu )+ AU
dt 3L
_ + —_ = _
L cp. 1
pUZ vy L L U, 1
1 + - Jo - =
1 o U2 I Re
= E
du 1 — Y E——
D— grad p = rad (divU |+ AU
P ' M2 Re{3g o) }
oC, C(Ij_-[ = - pdivU + 2,u|:d d_(di\;U)z} + KAT
U U u? KT
=T, = - + 2U—= + ©
P.C, L P~ 1 E

17




L U2 L KT,
- Y%= oot p.GU.T, L
p0.C U, T, “ L ® e K C
1 - Lo Wiy, =2
:—:y_l pr M‘Tw C\/ UooLlOoo /'ICpCV
“ M 2 —ytt
= ZV(V‘l)E RePr
_dT T M2l= = (divu 11—
el = —(y - 2y -1)—| d:d-1—= ——AT
& (v-)pdivu  + 24v )Re{ d--= } Y RePr
pT?f . Zu{d:d—(divgu) } + KAT
U u? KT
o Voo = 2u—= + s
Pule 7O Koz 2
. U2 L KT,
2/,[ U2 = H L&
= = hd +
M 2 —yrt
= ZV(V‘l)E RePr
— ds m2[- = (avuf 11+
== = 2¥y-1 d:d = ———AT
PT s ) { o } " VRepr
= ﬂ'T
P _ o

» Le modele de fluide parfait et les écoulementsud hambre de Reynolds

Lorsque Reest tres grand :

190, G =0

p dt

_dUu 1 ——

= radp=0
R L L
_dT —
Py ™ ~(y -1)pdivU
Ei:o

dt

p=pT

Ce sont les équations d'Euler.

La disparition du terméU a diminué I'ordre des équations.
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Condition de glissement ou d'imperméabilité supl@wis :Q(l(,t) Lh = Qp(l(,t) Lh

Récapitulatif des équations sous forme dimensidanel

p=poT

do .
—+ aodivU =0
ar T PAvY

du
— = pF - grad
'Odt pPE—grad p

Une équation parmi les suivantes :

dT .
. — = —-pdivU
PCy g~ _pdvd

. dr _dp
Pdt dt
d u? ap
. —|CT+—|=pFU +--—
pdt(p 2] PEZ ot
° d—SZO
dt

4.2. Analyse dimensionnelle des équations régissant

un fluide incompressible

x=LxX,U=U_U t:Lf
UOO
d_U.d
dt L df
2
Re:U“’Lp,Pr=£,EC: U,
U K c(r,-T.
divU =0 doncﬁ/g=0
pZ—% + gradp = HAU
U 2 U
= U + o = o
p L ° L L
1 + 1 — L U_°° i
B 27 12 Re
du — 1 ——
— + rad = —AU
t gragp Re
pCdd—I = 2ud-d KAT
U, 2 K(T -T.)
ool T) - L ’

19




L U2 L K(T -T.)

2 U(T—T)/JL_; u.r, -1, T_Zw
m o p 0 ld: 0 p 0
. M Uz __H K
1 = "L clr,-1.) U.Lpsc
[ p p 00 00
11
:25: -
pd_T - 2ECq.g + Ry~ o
dt Re= = Re Pr

» Le modele de fluide parfait et les écoulementsud hambre de Reynolds
Lorsque Reest trés grand :
div0 =0
du  ——
—+gradp=0
Y o graap
ar _
dt
Ce sont les équations d'Euler.

La disparition du termd_xg a diminué l'ordre des équations.
Condition de glissement ou d'imperméabilité supl@wis :Q(l(,t) h=U, (Z,t) Lh

Récapitulatif des équations sous forme dimensidanel

divU =0

du

— = pF —grad
Py ~PET9rAdp
dT:O

dt

4.3.Le modele de fluide incompressible et les écou  lements de gaz parfait a faible
nombre de Mach

U2

X, y=Ly

Jeu,v=c_ev

I
(@]
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ﬂoo

Par exemple :

p. =101325Pa, T, =15C = 288 K , p, = 1226kg/m’
C, =+/UT, =340m/s, ;£ =17800°kg/m/s
Re, = 23M10°L

Re,

Lo.,

On se place dans le cas MIRe, = ——— est trés grand.

Dans I'air :MRe, = 23M10° ML

Ouencore U L >> e 145007
P
U,(m/s) L(m) U,L(m?/s)
Expérience dans une | 50 1 50
soufflerie subsonique
0,01 0,01 107
0,01 0,001 10°°
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1d
;d_/t) + divUu = 0
i—fpwcm\/g + C.VE = 0
p. L L
1
1 + = = 0
B
divl = 0
du
o + gradp = /JE grad(divU ) + AU }
£0.,C . ., _ c,Lp, c.Ve
L L Re, L?
L L 1 1
+ = - -
Re Ve ReM
d_Lt_—J + grad p = 0
dT divU )? d
Pt = 2 {2 1d- laivu) * d—? * KAT
c Lo, cie c.e KeT,
= 2 + Ep., + 2
Re, L L L
y-1 1_1
- ReM Tt PrRem
dp
= —1 —
V-1
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4.4. Analyse dimensionnelle d'un phénomene physiqu e

4.4.1. Trainée d’'une sphére en écoulement incompressible

Sphére de rayo@ , baignée dans un fluide homogéne incompressiblepakse volumiqug et de coefficient de
viscosité (4. On suppose que les forces de pesanteur songeables et que I'’écoulement infini amont est unif@et

de vitessdJ _, .

Que vaut la trainéé~, d’un tel cylindre (composante paralléle a I'écoutenamont, de la résultante des efforts

exercés par le fluide sur le cylindre.

F, = f(a,Uw,,o,/J)

Soit L, M, T, O les échelles de longueur, de masse, de tempstetperature.

F kg [/ s’ MLT
a m L

u., m/s LT™

P kg/m® ML

H kg/m/s MLT

F, _¢a U, p H
MLT 2 L'LT? ML MLT

On choisit les échelles de longueur suivantes :

L=a

M :p|_3 :pa3

T:L:i
u. U,

Donc

F U
X = f _
pU 2a® (muwap]

F
Onintroduit:Re=U°"ap,CX_l X
/'I 2,2
— a
Z,OUW
Donc :
1 1
—C.=f -
e =t

ou encoreC, = g(Re)

4.4.2. Trainée d’'une sphére en écoulement compressible
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Sphére de rayo@ , maintenu a la températuﬂ'ep , baigné dans un fluide homogéne compressible,afsen

volumique 0, , de pressionp,, , de températurd , et de coefficient de viscositél . On suppose que les forces de
pesanteur sont négligeables et que I'écoulemeini arhont est uniforme et de viteskk, .

Que vaut la trainéé~ d’une telle sphére (composante paralléle a I'écnale amont, de la résultante des efforts
exerceés par le fluide sur le cylindre.

F = f(a,Uw, pm.pm'Too'ﬂ’Tp)

Soit L, M, T, O les échelles de longueur, de masse, de tempstetperature.

F kg O/ s? MLT
a m L

U, m/s LT™

P. kg/m/s? ML™T
0., kg/m? ML

T, °K C]

H kg/m/s MLT !
T, °K 0

MLTZ (L' LT MUT2 ML @ 'MULETY 0

On choisit les échelles de longueur suivantes :

F, f(a U, P., p. T. 4 T,

L=a
M :p|_3 = pa3
T :L :i
Uu. U.

O=T,
Donc :

Fy _¢la U, P. Po  T. H T
p.a%aaU? a'aa'U, p.a‘ataU?2 ' p.a*a”'T, pafata'u, T,

T
FX - f (1’1’ poo ,l:L /’1 _P]

p.uza’ pUZ U0, T,
F U
On introduit:Re:Uwapw , C, :1—’(, M :U_°° = ZeNPe
/’1 5me;aZ Co0 },pm

Donc :

T
le oy 2 1T
2 y’M .

T
ou encoreC, = g[M , ReT_p]

Py
(9]
—
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4.5. Propriétés d'invariance et solutions auto-semb  lables

Plaque plane mise en mouvement de facon impulsime dn fluide incompressible (premier probléme tées) :

ou 0%

,OE—,UV
u(y=0,t):U0,t>O
uy — ,t)=0

u(y, :O):O

» Analyse dimensionnelle du phénomene

u=f(ytupU,)

SoitL, M, T, O les échelles de longueur, de masse, de tempstetperature.

u m/s LT

y m L

t S T

U, m/s LT™

H kg/m/s MLT
P kg/m? ML

u =f X i UO H P
LT™ L'T'LT* ' MLIT ML

On choisit les échelles de longueur suivantes :

» Analyse dimensionnelle des équations

u=U,u
y=9

t=1t
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48
On choisit - = 1
0

Avec de l'eau v =107° m?/s.

Aprés un tempg =18, on ressent le mouvement de la plaque a une distg0 = \/V_T =10°m.

Aprés un tempd = 60S, on ressent le mouvement de la plaque a une distg0 = Jvr = 77400 m.
Aprés un tempgd = 3600s, on ressent le mouvement de la plaque a une distée0 = Jvr =60072m.
Aprés un tempg = 86400s, on ressent le mouvement de la plagque & une dsti®d = Jvr = 029m.

S < gl
—~ A~~~
< < I

8

—

I

o

Analyse des propriétés d'invariance : Si les hygstk d'une théorie sont invariantes dans un g pansformations,
il en est de méme des conclusions.

Les hypothéses sont ici le systéme d'équationscudée et les conclusions sa solution.

A'(By',Ct'=0)=0

Systéme invariant si :

gziz ouCIBzou%:l
> A=1

Systéme en prime identique au systeme de toutedré.
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On cherche une solution avec les mémes invariants.

Par exemple U = f(lJ

JE

_ _ B
Eneffet,si:U =AU, y=By',t =Ct' avec——==1et A=1
= i
o= f(_ij
JC At
devient :
— y'
u=f—-=
#
On pose donc /] = l_ et on cherchdl = f(l])
JE

()_/,t_) - (/7 /]) avecA =t
0 _0n o 0/1 0

— =_1 10 Oa :ii
oy oyon oyod Jton oA <iom

0 _ond A _ ya+1a_1qa+a

1
o otop AN 2t%on oA 2407 oA

izim 6[1 6] ii(iijzi 0?
oy> ayldy) oy\Jaon) Jaon\Jaon) Aan?
L'équation différentielle devient :

1p0f , of _10°f

2000 04 Aon?

Comme— =0
A

2

a*f L1 d_g

dn® 27 dn

C'est une équation différentielle qui ne porte suie/; .

Les conditions aux limites donnent :
u(y=0,f)=1donne:f(p=0)=1
U(y - ,f)=0 donne f(7 - )=0
U()_/,f = O)= 0 donnef(l7 - 00) =0

Equation différentielle du deuxiéme ordre avec deanditions aux limites :
d*f 1 df

+>p——=0, f(7=0)=1, f(7 - ©)=0.
G 315 =0 10=0)=1 17 - =)
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Dont la solution est :
] 2
e n /4d,7:
() =%
[eran
Sous forme dimensionnelle :
u_ f( WJ Ty (LLJ
U i/ o) \/_ \/;\E
ou encorei =f y\/_
Uy, (Wt

U tu
A comparer avec le résultat precede&t— =f (y Op O'OJ
Y7

0

28
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5. Couche limite

5.1.La couche limite dans les écoulements de fluid e incompressible

Ecoulement stationnaire incompressible homogerdimensions (pour simplifier)
o,u+d v=0

uo, u+vo u= —laxp+v(6xxu+0yyu)
P

uo,v+vo V= —%ayp+v(axxv+6yyv)

u(x,y=0)=0
v(x,y=0)=0

On considére un écoulement de vitekba l'infini et impactant un obstacle de taille caéaistique L .

5.1.1. Ecoulement a l'extérieur de la couche limite

X=LX
y=Lly
u=Uu
v=Uv

p =T1p, I a déterminer.

o N
) oy -
H + E = 0
L L
1 + 1 = 0
ou + @ = 0
ox oy
Ju ou 10dp 0°u 0°u
- + V— = - + — + —
OX oy p OX ox? oy?
2 2
U_ + U_ = % + V% + V%
L L
v v
1 . 1 _ pﬂz . U|_1 . U|_1
Re Re

En choisissanfl = pU 2,
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_ou _ou _dp 1 0%U 1 0%t
o + V— = — + = + =
0X oy OX Re 0% Redy”
ov ov 10p LY 0%
u— + v— = = — 4 —
ox oy p oy ox? ay>
2 2
U_ + U_ = 1 + V% + V%
L L oL L L
v v
n uL uL
1 + 1 = IdJ > + ] i + ] i
Re Re
av _ov ap 10 10
+ V— = - + + —
6x ay oy Re 0 Reody
Si le nombre de Reynolds est graRe>>1,
ou av
—+—=0
oX 6y
6u au _op
ax ay 0x
av av _op
6x 6y ay
Conditions aux limites (de glissement et non plasidérence) :
v(x,y=0)=0.
On noteU, (X) la vitesse a la paroi. Alors, en notaft = UU.
_ du. _ Op
UE — = ——
dx oX

Ce sont les équations d’Euler.
Equation de la vorticité :

Les équations portant sur la quantité de mouvesiéntivent donc sous la forme :

gradU U =-gradp

112
or: gradU M = rotQ)DQ+ grad7

Donc :
112

(@Q) Ou + gradU? =—gradp

En prenant le rotationnel de cette expressi@@ Dg) =0 avecw =rot lz étant la vorticité.
Donc, en développant :

grad@ W +@divU -U divew - gradU @ =0

Comme EQ = 0 (incompressibilité) etﬁ/@ =0,
lireste grad @ U = grad U &
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dy _o

On se place sur une ligne de couraht <> [)_(( ) ( )] tel quea =u eta =V

Donc, le long de la trajectoire :

da aad>‘< aady o ~ 6§~_—_—
- —Uu+—V =grad w U
dt ~ ox dt 6y d ox ay N
Et donc :

d—%=gradg@

dt

Dongc, si@ = 0 ,alors

Un écoulement qui vérifigd = 0, conserve cette propriété. L’écoulement est titationnel.

Il existe dans ce cas un potentiel des vitessemtellz = gradE.

Au lieu de 3 inconnueBl , V, W, on nen a plus qu'une @

Exemple d’application : une vitesse uniforme afifinest irrotationnelle.

5.1.2. Ecoulement dans la couche limite

X = LX
y=9y =€y
u=Uu
v=W
p=Tp avecl = pU?
ou ov
—_ + - - 0
ox oy
U V
— + - = 0
L P2l
1 + L = 0
U
En choisissanty = &U |
ou ov
- + - = 0
oX oy
ou ou 10p 0%u 0%u
—_— i V— = ——— - + —
ox ay 0 0X x> ay”
u? QU U r u U
_— + _ = = — + V—2 + 772
L & L oL L L
v 1v
2
1 + 1 = |_|2 =1 4 UL + e UL
w :i <<1 :ii
Re £* Re
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En choisissant = ——, (principe de moindre dégénérescence)

JRe
g2, g . e 0
ox ay ox y°
ov ov 10p 03v 0%v
u— + V— - -—= i -
ox ay p oy x> ay?
2
n _m U
a2 £U? U2 peL - pel U Vo2
+ = = 2 + V—-
L e L _U° L2 _, Y
&L - a2
v 1 v
UL 21
1 + 1 = i>>1 + 1 e UL
pe =~ <<1 :ii:l
Re £? Re
P
0 _P
oy
v Aufinal :
oT Lo
ox ady
_ou  _ou _ dp 0%
U—+vV-——_—=-—-+_—
X oy X ody°
op _
ay
(o =\ (e — op o[y _dug
Dou: PIX,v)=pIX,y=0 X X,y=0)=-u
ou: P(X,¥)=p(x,y=0) et a(y)ax(y ) c

v' Conditions aux limites :
(x,§=0)=0
(%,¥ — )= 0(x)

(W=)

e sont les équations de couche limite aussi app#ds équations de Prandtl.

v"Introduction de la fonction de courant :

ou +6_V =0. Il existe donclP(X y) tel quel :U = a_LP ,V =

oxX oy Y

Interprétation de la fonction de courant :

On se place sur une ligne de couraht = [X(t), V(t)] tel que(j—dtg =Uu et

Donc, le long de la trajectoire :
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4P _ 0% & , 0¥ &y
dt  ox di oy dt

La fonction de courant est constante sur une ligneourant.

=-vu+uv =0

oY 9 oW 6‘4J66LIJ UdUE 626LIJ

— +—
Wy OXy OXIyady °© dx oyl oy

Conditions aux limites :

®(%y=0)=0
%_L;()_(y - °°)=UE(Y)et donc ¥ =U.Y lorsquey — o
%—Lf()_( y =0):Oet doncq—’()_(,y =O):Cte.

X

5.1.3. Parameétres caractérisant la couche limite
» Le coefficient de frottement pariétal et le coeéfitt de trainée :

On rappelle que les efforts quexerce le fluide sum élément de surfacenda de la paroi sont:
og[hda= - pnda+2ud [hda

g, :1@;[1:—pi_[j+2yi_@_jﬂj :,u(g; ZZ] ,ug—y car sur la parok/(X y= 0)20

. - .
0y =1 =i+l =-prauy

Le coefficient de frottement pariétal est égal g&finition a :

La trainée s’exercant (par unité de longueur esur)la partie de plaque plane comprise entre ld dattaque et la
ligneX = L est égale & :

x=L
F, = jaxy(x, y = 0)dx.

x=0
On peut lui associer Ie coefficient adimensionreetrdinée :

CX-—_—jc
fpuE

» L’épaisseur de la couche limite

On définit traditionnellement 3 épaisseurs de ceduhite :

v' L’épaisseur locale de couche Iimit§0’gg est définie comme la distance a la paroi pour lBel® vitesse dans la
couche limite est égale a 99% de la vitesse dénsllement extérieur de fluide parfait. Autrement d
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U(X, 50,99)
Ue (x)

v' L'épaisseur de déplacemed_t* est définie par l'intégrale :

5* (X) _ I|:1_ U(X, Y)}dy
oL ue)
L'intégrale est prise a travers la couche limite.

Cette échelle de longueur a une interprétationigbgssimple. C’est le déplacement qu'il convientrgioser a la paroi
pour simuler, dans I'écoulement de fluide parfaiéeeur, la perte de débit induite par la présatedéa couche limite.
En effet, la perte de débit masse par unité deueagenz est donnée par l'intégrale suivante :

AQ = [[ e ~ puldy

=099

En écoulement de fluide parfait, ce débit de massespond a une couche fictive d’épaissé_ﬂttelle que:
AQ = pu 0"

D'oul la formule définissand .
L'épaisseur de déplacemeéfltest définie par I'intégrale :

o= el

0

6+05 aune interprétation physique simple. C’est lelalggment qu'il convient d'imposer a la paroi poimder,
dans 'écoulement de fluide parfait extérieur, &atp de quantité de mouvement induite par la poesee la couche
limite. En effet, la perte de flux de quantité deuvement par unité de longueur érest donnée par l'intégrale
suivante :

AL = [[puz - puhy
0

En écoulement de fluide parfait, cette quantiténdeivement correspond a une couche fictive d’épaisSet O telle
que :

AL:pué(0+5*)

D'ou la formule définissan® .

On définit également le parametre de forme de lelse limite : H (X) =

5.1.4. Couche limite de Blasius
On considére le cas dili (Y) =1
WY 9P PP _ oW
oy oxoy ox oy’ oy°
oW

W(x,yzo):o

lorsquey — o0

Y=y
P(x,§=0)=0

* Recherche des invariants de ce systeme :
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P = AP’
X = BX'
y=¢'

A 99 79 A? W' 9%W | A 3P
BC? dy' ox'dy’ BC? ox' oy'? c® ay'®
Aoy’ N

— B)_(,, ] :O
c oy B =0)
AP’ = CY' lorsqueCy' — o
AY'(Bx',Cy' =0)=0

=0

Ainsi, en imposant :

A2 A A 1
=—,donc—=—

Bc*? c¢C?® B C

eté=1

Ou encore :

i:letizl

on retrouve le méme systéme que tout a I'heure.

oW’ %Y AW 9P 93y
' oxdy ox ay'Z  ay°
oy’
oy’ (
W' =¥ lorsquey’ — ®
W'(x,y =0)=0

X,y = O)O

* On cherche une solution avec les mémes invariants :

* Recherche des invariants de cette solution :

WY = AP’
X = BX'
y=¢'

Les invariants de cette solutlon sont :
A=+B

et£:1

/B

e On cherche une solution avec les mémes invariants :
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Recherche des invariants de cette solution :

~

<! X £
I n M
9 % >

AP’ = \/_\Ff(\/_\FJ

Les invariants de cette solution sont :
A=+/B

/B

Changement de variable

(7, V) - (/l,/7) avecA =Xetn =
B =at(n)

Donc :

%‘w

w1
—A-mf()

—~=J7f’(f7)
o - =)

oW _awal aPap_ov_ y

oxX 04 ax on 0X oA 2%’

2P 9 ( 1 1,
om0 —%(mf(ﬂﬂ—ﬂf(ﬂ)

W aLTJ

W _

1

an a1 240n 20}

oY _ 9w aA awaq 1W_ 199 _

% A0y oy xon JAom A

*W_ 1 90(109)_10°9_
oy> A an\Ja on

% A onlAan

PP 1 4(102®W)_ 1 °W _
YN

L A=

()

()= 5L NAT ()



2 1a(a® qa@j_102® 1 9 p 9 _ 1 1 )~

%0y AN\ 04 2407 ) JAOMOA 2AYA 00 244 0 A 24
oW 2P P IW _ 3P
L'équation ———— = devient :
oy oxdy Ox oy’  ay°
! ,7 n ! 1 n — 1 m
£'(n) =L t"(n) | -| —=(F(p)- ') == f
0~ 2 1°0) -S| =2 )

A
ouencore=L-1°(0) (1)~ 5 (1) (D) *(o) = ()

ou encore—% f (/7)f "(’7) = f "'(/7)

ou encoref '"(/7) +% f (/7)f "(/7) =0

Conditions aux limites :

%—L;()_(, y= O) = Odonne%g—lj;(/],/] = O) =0ou encore%\/jf '(O) =0, c'est-a-dire f '(O) =0

P = Yy lorsquey — o donne\/jf (/7) = /7\/7 lorsque/] — oo ou encoref (/7) =/} lorsque/] —
PY(x,¥ = 0) = 0donne~/A f (7 = 0) = 0 ou encoref (0) = 0

En récapitulant ;

")+ t(7)f"()=0

2
f(0)=0
f'(0)=0
f(7)=1n lorsquery — o ou encoref'(w0) =1

On trouve ; f "(O) = 0332

Le champ de vitesse

a:%ﬂ(n)
v:—%—i:%(nf'(n)—f(n))

En variables dimensionnées :

AR GRS
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Wxy)= Ui = eui(nr'(n)—f(n))=iif{ %%f(gﬁj‘{ %%B

2\/_((\/_ (\F\/_j (\F\/_B

cf—ZVu H%f"()— 22 (0)= 0564/&carf()=0332

Ux
L
C = =1j 0664 |- dx= 228 ecRe= 2k
},oUZL LJ Ux JvRe v
2

Le paramétre de forme vauH = 259

Exemple : dans I'eau
U=1m/s
L=1m
v=10"m/s

UL
Re=—=10°

Vv

On sait que l'ordre de grandeur de I'épaisseuadmliche limite est

:L—lmm

v Re
Z8 L

Joge(L) =5, = 5— =5mm

1,72\/7 1,72— =172mm

o(L)= 0564,/U = 0564— 0664mm

vJRe
5.2.La couche limite dans les écoulements de gaz p  arfait a faible nombre de
Mach
Dans la couche limite :
Pootryp P o=1vp, L =14 e
Po Po To
X=1LX, y=aly
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)

+

+

+ o,u + a,v = 0
+ CO\/E + l =
L alL
\ . v
1 cae =
+ 1 + 1 = 0
aia + ayv = 0

Eov + pou +

¥
3
c,Lo, cave
+ R, at’ + Mﬁ + Solpo Co'e
:CoLpo Co\/g A oot
R, L%
1
+ ) + -0 + a’RM,
=1
8,0
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du
pa + ayp = %axyu + %ayyv + :uaxxv + /Jany
c, Je CoLoy coax/z
Lo O’CO\/E 2y 2
L oo aaele L R 0L amerk ok
_ PoCoEa at oo _ Gl CoE v o
L Ry al’
) 1 1 _ 1
1 % = aRM, *  a’RM; * -0+ a'RM,
=1 =1 =1
ayﬁ = O
dT 4 4
g ; o R
- d_‘: + ,ua yua y u + +0xva XV+2(7 xVa yU + Ko xxT + Ka ny
49 1 v)
3 Xy
Lo, coe
CO\/E " R, L2 £T,
pOCp TSTO - Co\L/E ap, + %% + et % Cgf:g + IiT; + K;;Ez
-0
_ 1 1
1 = y-1 + a*RM, + 1
=y -1 = F
[
a dp —- =0T
- = -1)—= + \y-lpyuoyu + 59057
™ (v )dt ( )ay y Pr ¥

40




6. Compressibilité

6.1. Compressibilité instationnaire en 1D

6.1.1. Introduction

Les équations d’Euler, en I'absence de force maesstgcrivent :

d—'f[)+,0divU:O
pd—u:—gradp
da  —
d_S:O
dt
dp _odp| do dp| ds_ ,dp
or p=p{p,s).Donc:——=— ——+— —=C"——
7P =plo.s) . Done 0,0L dt sl dt

1d :
Et I'équation de continuité devien{Td—? + odivU =0
c

En une seule dimensioV(=W = Oet i = i = 0), ces équations deviennent :
dy 0z
ap ap , 0U
—— +U ="+ —=0
ot ox 7 ox
ou U  dp
— + — + =
p ot A ox  Ox
@ +U @ =0
ot 0x
ou encore :
op oU , U , U
= - - —— + - =
ot A ot ox pe 0x
op dU oU
— +p—+ —=0
x P T o
% +U % =0
ot 0x

Résolution avec la méthode des caractéristiques :

dx
v" On se place sur la trajectoi(élo), aussi appelée caractéristigue - X(t), tel quea =U

On consideére d_S =£S[X(t),t] = §%+§ =U s +§ =0
dt dt ox dt ot ox ot

S est appelé un invariant de Riemann.

dx
v" On se place sur la trajectoi(é)+ ) aussi appelée caractéristique - X(t), tel quea =U +c

Soit ®(x,t),

41



D'® 0P dx 0P 0P 00

Définition : def.nz.t.ondt ®(x(t),t) = ot T VO o

On considere P[;tp + 0C DD'EJ _%+(U +C )?4.’0(;(66_U+(U +e )%L)J(j
oot

Donc

R —pc—m 1—$pu ), g_g+<u+>ggj
=0

dx
On se place sur la trajectoi(@_), aussi appelée caractéristigue — X(t), tel quea =U-c

Soit CD(x,t),
Définition:D ® = ( X(t),t )—aﬁ% aﬁ—( - )6£+6£
deflnltlon dt ox dt ot ox ot
A D p DU _
De méme qu’auparavant, on montre gge—=— — oC—— =0
Dt Dt
Récapitulatif :
ds
Sur(C,),—=0
ur( o) dt
D'p DU
Sur (C, ), + =0
ur(C.). 5o+ g,
D p DU
Sur |C_), - =0
ur( _) Dt P Dt

Cas homoentropique, ou toutes les caractéristiﬁ@gé, (C+) et (C_) proviennent du méme milieu caractérisé
par (uo’so’ po’po’To’Co)

On a alors :S(X,t) =S, (on ne considére plus a partir de maintenantaleenottéristique{Co))

P _P

P’ Py

D'ou :

P o= o

Or la définition de la vitesse du son indut = et C, =
P Po

2y

2
. . . c | c |t
En combinant ces derniéres relatlonsp—: = (—J et ﬁ = (—]
pO CO pO C0

2y

P c |t
En différentiant la relatior— =| —
Po Co
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on obtient = 2 P =2V 1D¢C

Ainsi,

D+p+pCD*U _ 2y £D+C+ D*U _

y—-1 Dt w Dt yc Dt
=1

oo

2y Dc+y£C2DU _. pD [ 2 ‘U
Dt Dt y-1c Dt Dt

Donc,D— U +£ =0etU +£=UO+ 2 IeIongde(C+)
Dt y-1 y-1 y-1

De méme, on montre que :

D— U —ﬁ = 0et doncU —EZUO— 2 le Iong(C_)
Dt y-1 y-1 y-1

v" Récapitulatif dans le cas homoentropique :

S=s5, lelong de(CO), % =U
2
U +£ =U, + % e long de(C+), 2(:U +C
y-1 y-1 dt
2C
u--2 =U, -—2 lelong(C_), 2(=U -c
y-1 -1 dt
Ces trois équations déterminesyiJ ,C.
& 2
On remonte a la pression et a la densité en utflisa— = | — et—=| — .
Po Co Po Co

v' Vitesse de propagation de I'information :

Les perturbations d’entropie se propagent a Isséale I'écoulement .
Toutes les autres perturbationg U, 0, T se propagent a la viteské + C etU — C. En particulier, les ondes
acoustiques.

Y]

v" Ecoulement subsoniqueM =— <1 etdoncU +¢>0etU —c<O0.
C

Une perturbation du champs efj se propage vers l'avat > X, et vers 'amontX < X,. La zone influencée est
la région (A) dans la figure ci-dessous. On peal&gent dire que I'état e est influencé par les perturbations
venant de l'avalX > X, et de I'amontX < X,. Dans la figure donnée ci-dessous, toute pertiarbé&sue de la

région (B) est ressentie E(rxo,to).
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(A)

(Xo:to)

(B)

U
v Ecoulement supersoniqudVl = u >1 etdoncU +cetU —Csontde méme signe. Prenons le cas ol
C

U+c>0etU-c>0
Une perturbation du champs &q se propage alors toujours vers lI'avaP X, (région (A) de la figure ci-

dessous). On peut également dire que I'étaXget influencé uniqguement par les perturbations veda'amont

X < X, (région (B) de la figure ci-dessous). Il y a pb#iié de choc car il n’y a pas d'information venaie
l'aval, par exemple I'existence d’un obstacle.

(A)

v

(Xo:to) X

(B)
v’ Généralisation au cas 3D :

Si un gaz en mouvement stationnaire subit en unt jgpielconque une faible perturbation, l'influemt=ecelle-ci se
propage dans le gaz avec une vitesse (relativeawegaz lui-méme) égale a la vitesse du son. Enuiceogicerne
la vitesse de propagation de la perturbation pppad a un référentiel immobile, elle est consgtysar deux

parties : primo, la perturbation est entrainéelpdtux gazeux avec la vitesdd ; secundo, elle se propage par
rapport au gaz avec la vitessedans une certaine directioNl . Envisageons pour la simplicité un flux gazeux
homogéne de vitesdd . Supposons qu’en un point O (fixe dans I'espaeeydz subisse une petite perturbation.
La vitesseU + CN de propagation de la perturbation issue de O a taréférentiel immobile diverses valeurs
suivant la direction du vecteur unitl . On obtient toutes les valeurs possibles de kss& en menant de O le

vecteurU et en décrivant a partir de I'extrémité de ce vecrise comme centre une sphére de ragonles

vecteurs menés de O aux points de la sphére déemimies valeurs ainsi que les directions possitkeda
propagation de la perturbation.
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Soit d'abordU < C. Alors les vecteurd + CN peuvent avoir n'importe quelle direction dans pase. En

d’autres termes, dans un flux subsonique une fetion issue d’'un point O se propage a la longues deut le
gaz.

Par contre, dans un flux supersoniglit,> C, les directions des vecteutd + CN seront forcément contenues
dans le cone de sommet O circonscrit a la sphéetelée I'extrémité du vectedd + CN . L’angle au sommet

2a du cone essing = U Ainsi donc, la perturbation issue d’un point gquelque dans un flux supersonique ne

se propage qu’en aval dans un cone d’angle au sodimgant plus petit que le rappaet/ U est petit. La région
toute entiére hors de ce cbne n’est pas affectéla perturbation au point O.

6.1.2. Application au cas d’un piston

On considere le cas d'un gaz occupant un tubeat®seonstante semi-infini et mis en mouvementyra paroi
mobile (le piston) et imperméable de trajectoirerzee. Le gaz est a I'instant initial au repos umife d’état

(U0 =0, pO,SO) dans le domain& = O et la position du piston & I'instaitt> O est X(t). L’écoulement est

homoentropique d’entropie spécifiqe= S, a tout instant. Il est astreint a tout instara adndition d'impermeéabilité

sur la paroi du pistonU (X (t),t) = (j:l_>t<(t)

v" Onde simple de détente
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v" Onde simple de compression

At trajectoire

du piston

6.2.Le modéle fluide parfait sans discontinuité.

6.2.1. Cas général

Les équations d’Euler s’écrivent en dehors de discoités et en dehors de forces extérieures :
d uz)_o
p— h+— | = _p
dt 2 ot

ds

T—=0
Pl

Pour un gaz parfaith =C T

0
Pour un écoulement stationnair%;: =0

2
Donc : i h+U— =Oetd—s=0
dt 2 dt

U 2
Il'y a donc conservation, le long des lignes deraow de I'enthalpie totaldz T + 7 =C,T, etde l'entropie

S=5s,.
orc? = UT . Larelation de conservation de I'enthalpie totzdet alors se mettre sous la forme :

-1
l=[1+y—_lM2j avecM :B
T, 2 C
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La conservation de I'entropie le long d’'une ligreeaburant € = Ct€ ), implique la conservation dpl_yTV =cte et

,Ol_yT = cte le long des lignes de courant.
Ceci se traduit de la maniére suivante :

v y
-y - 1y
P = (le et donc _p = [1+y71 M zjl g le long des lignes de courant.
Po 0 Po
-1 1
1-y - 1-y
P _ (lj et donc ﬁ = (1+ yTl M Zjl g le long des lignes de courant.
Po 0 Po

6.2.2. Application au cas d’une tuyere

On considére une tuyére munie d’'un convergentwat divergent. La section de la tuyére est no@e(e(). Le col de la
dA
tuyere correspond a la section de taille minimatecet endroita— (XC) = 0. Toutes les grandeurs a cet endroit
X

seront référencés dans la suite en utilisant kiadi. En particulier, la section au col sera noté®, ;

Les grandeurs dans la section de sortie de lagisgront référencées avec l'indigceEn particulier, la section de sortie

sera notéd\, .
On se place dans I'approximation unidimensionn&kmns chaque section de la tuyére, on supposeqtestles
grandeurs sont uniformes. D’'ou les fonctior}e(:x), U (X) T(X), p(X), etc.

Le gaz provient d’un récipient unique ol le gazaestepos. Dans ce récipient, le gaz est a vitmgge M =0, ala
pression P, et a la températuré, . La tuyére débouche dans un récipient ol le gaa eitesse nulldl =0, ala

pressionp, et la températurd .

La conservation de la masse s’exprime par la mﬂatij ,O(L_J [D)da =0.
30

On peut écrire, grace a l'approximation unidimenaille quem = p(X)J (X)A(X) est constant et représente le débit
de la tuyere.

Ceci devient :

. _[ P _ P |y _ Po y-1 2]1_1’( y-1 2) 14
m=—|WHITMJA=—_ |-MA= 1+—M 1+—M ~MA
(rT]( ) AT r 1ITO( r

N

Et donc :m= % J?/g(M (x))A(x)
y+l

avecg(M) =M (1+y7_1M ZJZ(l_y)
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0.6

T k(L Cgannan 1 ARk 2k C(ganmar1)/2/ (A-ganmad)

Régime supersonique, subsonique, col sonique

. ...do dU  dA_
Conservation du débit~—+—+—=0
p U A
2 2 2
Conservation de I'enthalpie totalec?— +U— =% , donc : 2CClC+UdU =0.Dou:
y-1 2 y-1 y-1
_% c= d_U_y -1 M 2
C c 2

Po 2
y-1 au_u y=1ye
do_ 1 3 ZMdM-_B - Czdc__BdU1+ ;M _utdu
p 1_y1+y 1M2 Cl+y_1M2 c C 1+y_1M2 CZ U
2 2 2
pou: P =-m2 Y o M _2)+ Py
yo U A

Ainsi, si M =1 alorsdA=0, i.e. on se situe & un col.

du dA
Ainsi, si M <1 alors,v et — sont de signe opposé (dans un convergent, unafoeut subsonique accélére,

dans un divergent, il décélére).

o du d L ) : PR
Ainsi, si M >1 alors,—— et — sont de méme signe (dans un convergent, un écentesupersonique décélére,
dans un divergent, il accélere).

Calcul du champ de vitesse

Supponsons qu'il existe un codA =0
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v Premiére condition : Conservation de la masse

En chaque section de la tuyére, onrfd = —\/F_)I_i J—/g(M (X))A(X)
r
0

v Deuxieme condition : continuité de la pression sddie tuyére avec la pression ambiante, 0 e= p,
v' Cas de la tuyére non amorcéd ( <1)

La pression de sortie étant connue, on obtientdelvtle sortie en utilisant la relation suivante :

A
Ps =(1+—y_1M§jl_y.
Po 2

On calcule alors le débitri1 = % J—/g(M S)AS
r
0

Et ensuite les différents nombre de Mach dansifé&entes sections = P \/zg(M (X))A(X)
r

NiA

v' Cas de la tuyére amorcébl( =1)

Le débit est fixé M = Po }—/g(l)ﬁk
r

T

On obtient les nombres de Mach dans les sectiansgpeelation: M = P \/zg(M (X))A(X) qui se simplifie ici
r

T

en g(l)% = g(M (%)

Il existe deux solutions : la branche subsoniqueed <1 et la branche supersonique alec > 1.

A

En particulier, il existe deux solutions pour ledfale sortie :g(l)— = g(M s)

-1 1y
Et aussi, deux valeurs pour la pression de sorgé:I [1+y7 M szj

Po

La valeur correspondante subsonique de la prespigst notéep,; alors que la valeur correspondante supersonique

est appeléep, .
C'est la pression a I'extérieur de la tuyere qurfi laquelle des deux branches choisir.

v Récapitulatif

1. Si p, = Py, le fluide est au repos céin = 0

2. Si p, < P, la différence de pressiop, — P, est le moteur du déplacement. Par continuit§) sdiminue a
partir de p,, M (XC) augmente a partir de zéro pour atteindre la valaité pour P, = p,. En deca de cette
valeur pourp,, M (X_) reste égale & I'unité. Ainsi,

v Si pg tel que : P, < P = P, < Py, 'écoulement est entierement subsonique dan®hwergent et
dans le divergent.
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Si ps(= p,) = P, < P,. 'écoulement est sonique au col, subsonique tacsnvergent et le divergent.

Si ps(= Pp,) = P, < P, < Py, 'écoulement est subsonique dans le convergenigse au col,

supersonique dans le divergent.
Dans tous les autres cas : il n'y a pas de solution
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6.3.Le modele fluide parfait avec discontinuité

6.3.1. Relations de choc

Si I'on considére une discontinuité stationnaies relations de saut s’écrivent pour un fluidefgar
Jou[m=0
pl[u m=-]p[n

p}e+u—;{t_1 h=-]pu[n

pldu h=0
On rappelle qu% f [ = f, — f, représente le saut deau niveau de la discontinuité.

U=Un+U,t t U
En posant— - (en notant— la normale au choc et un vecteur tangent au choc s’appuyantsuy,
ces équations deviennent ;
Jou,[=0

pU[U, =-]p[n
U 2
p:|e+7|:un = _]pUn[
pldu, 20
Dans le cas d’un flux de masse non nul ;

p.U,, = pU,, =m>0(choix du sens de la normalt)
2

p s +p, =pUL +p,

U, =U,carm#0
p Uz . . Un
2] pU 1n(el+;1+ > jOth'*' 22 =h + 21

1

P, €, + 2
22(2 p

2

S,=2s carm>0

Dans le cas d’un choc droitd ,, =U,, =0, ces équations donnent :
P, =pU, =m>0
Pz +p, =pUs +p;

U? U7
__h1+_

=
La droite de Rayleigh et la courbe de Hugoniot
1
Onposel, =—, 7T, =—
P1 P>

P, =P = p1U I, — :02U I, = 2(2-2_2-1)
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2

1 1 z
h, —hy =§(U12 ‘US):EUf[l‘%j

2

_ P
p—p—pu{l— j
2 1 1¥1 ,0

Dou: h, —h, =%(p2 P )(Tz +T1)

Les relations thermodynamiques donneh( p, T) =C,T= ﬁ pr
P2~ Py :_mz(rz _Tl)

hZ(pZ’TZ)_hl (pl’rl )=%(p2 ~ P )(Tz +T1)

Ou encore

Donc :

P, — P, =_m2(T2 _Tl)
y—}:lpzrz _ﬁ P. 7y :%(pZ —P )(T2 +T1)

Ou encore
£—1: —mzi[i—lJ = —Nf[i—l}
pl pl Tl Z-l

AP Aut S (VD et ) I PR i) D ) PN
p, y+ilr, y+1 y+1 y+l
Ul — Ul

avecM, =—

G VLT |

Ces courbes sont appelées la droite de Rayleilghceurbe d'Hugoniot.

Prouvons quep, > p,, 7, <7,, p, > p,etU, <U,

On sait ques, > S, avecS=C, Iog(pry).

1

Considérons l'iso-entropique passant éqr, p; ) :£ = ,
Py T

Tl

Ainsi, on choisitp, > p,, 7, <7, , 0, > 0,
or p,U,=pU,, doncU, <U, .
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wFEC-gammal
1-gammatz¥ix-1) ——
1-gamma¥ddix-11 — |

1-gamma*) Sk ix-1) ——

taustaul

ppd

v Montrons queM; >1.

Pour cela, on compare les pentes de la droite gkeigh et de la courbe de Hugoniot &q ' Py ) :
pente(Rayleigh) < pente(Hugoniot)

. dip/p
pente(Rayleigh) d((T—/Tll)) = —yMlz
P y-1
pente(Hugoniot) :d(p/ P.) P y*l _ En(rl, P, ) M =-y,
d(ir/ry) 7 _y-1 d(r /1))
r, y+1

D'oti: — M} < —ydonne :M 7 >1,

v" On cherche la relation liarfl¥l ,a M ;
p.M, _ p,M,
JT.

p, (M2 +1)= p,(M? +1),
2 2 2 2
T{Cp + M;”j :Tl(Cp + M;”j ou T{1+(y—1) '\"22 j :Tl(1+(y—1) le j

Donc :

2

2
=Mz e, 1 -2

(M2 +2)M,, 1+ (y-1) >

2

M§@+W—DM§]_M5@+@—Q%;J
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1_(y+1)(M12—1 U, _ U,
1+y2mM2 -1 ¢, .1,

On donne les relations liant les différentes granslde part et d’autre du choc :

THE

M 2 :1_ (y+1)(M12 _1

!
2 1+ y[oM? -1 (rappel)

Peogs & (mz-1)

Py y+1

P _p, 2AM7-1)
o 2+(y-OMm7
T, _y, 2r-1M7? -2fm? +9)

_2:1 5 >
T, (v +2)°Mm;
ﬂ = |Og&—y|og&

1 1
h:l
TOl

_r

@:[uﬁ(w-l)} o+ (y-9m:Jomz +1-y])
Po1 y+1 : (y+1)2|\/|12
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Mz

(sE-s13/Cw

pe/pl. rhoZArhol, T2/T1

T Coamnar 1 Cobt2—1) /1 +gannat (Zheka-1)) ——

ol i I I I i
1 1.5 2.8 3 3.8 4 4.5 5
ML
& T T T T T T
1+Zkganmak (k¥2-10/ (gamma+iy ——
1+2%Cck¥2-1) A (2+{ganma-1 0%k 2y ——
1+2%Cganna—1 0% Cckk2-1 )k (ganmakxkd 2410 S (ganmatl 02 Sk a2
5
4 4
5 4

N i i i i i i
1 1.5 2.5 3 3.5 4 4.5 5
ML

1.2 T T T T T T T

logtl+2kgammay (gammatl vk CobdZ2-1) d-ganma¥ 1og (1+24 Cokk2-10/ (Z+ (ganma-124xk420) ——

1+ 4
0.8 q
0.8 - q
04 1
0.2 F q

o L L L L L L
1 1.5 2.5 3 3.5 4 4.5 5

ML
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L
w
o
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=
Tod/zod

L
-
o

-

0.2

ol

4.5

3.9

M1
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6.3.2. Apprlication au cas d'une tuyére

Soit X, et X

choc

tel que X, .. > X

choc c*

Pour toute la partie de la tuyere< X I'écoulement est déterminé par la conditid ;, =1

choc?

Le débitvaut =2 [Yg(1)A, .
NI VT
Or au niveau du choc :
continuité de la température totald; =T,

diminution de la pression totale:

-y
P _[,, 2 _all2r-ma Jame, +1- )|
ER L e 711

choc

Py

A

. ) . . P y-1. .\
Ceci permet de déterminer une pression de sefﬁeI 1+T M ¢ .
Po

parcourt[xc,xs], la pression en sorti@, = p,diminue dep,a p; .

La conservation de la masse donne aldiis = Zg(M (X))A(X) avecmet pydonné plus ci-dessus.
r

Lorsque X ¢

MJ';

| s |
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7. Turbulence

7.1.Les équations moyennées

v' Les équations de Navier-Stokes pour un fluide imo@ssible s'écrivent sous forme conservative dadan
suivante :

divu=0
S dvuDu)= - grad p+divfova

C(%—I + div(Tg)j =2vd:d+ div(% gradT)

avecd = % ‘gradg+t gradg).

u(x, y,z,t)
On rappelle que dil V(X, Y, Z,t) ,
w(x, y,z,t)
uu uv uw
AIorsng:(uiuj): vu w vww
wu wv ww

0, (uu) ay(uv) 0, (uw)
EtdiviuOu)=| 9, (vu) ay(vv) a,(vw)
d,(wu) a,(wv) a,(ww)

Le terme2//d : d est le taux de dissipation de I'écoulement.

v"Imaginons, qu’en un point quelconque d’un écouldnm@n mesure a chaque instant, une grandeur queleonqg
désignée parf (X, )2 Z,t). La valeur moyenne dé est, si elle existe, la quantifé telle que :

.
F(x, y,z):li[rl%j f(x, y, z t)dt
0

On note :F(X, Y, Z) =< f(X, )2 Z,t)> . Il s’agit dans ce cas d'une moyenne temporella gtaleur F obtenue ne
dépend plus du temps a(F =0). En écrivant ensuite qua chaque instant la valede
f est:f (X, Y, Z,t) = F(X, Y, Z)+ f'(X, Y, Z,t), on définit la fluctuation instantanéfe'(x, Y, Z,t) autour de la
valeur moyennd= . On peut alors considérer la variance Hautour de< f > notée< f '2> .

On a les propriétés suivantes :

v 9(f)=0

v (1) =(f)

v (f)=0

v (8,f)=0. En effet: <atf>:y[go%}atf(x,yz,t)dt:ym f(x,y,z,T)T— f(x.%20) _, "

0
f (X, Y, z,1t) reste borné dans le temps).

¢ .1)=0
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¢ {o.1)=0,(1)

On se restreint ici au cas ou il existe effectivetnen écoulement moyen permanent.

On introduit alorsdJ —<_> u, :<p>, p,o :<T> etT' tel que
u(x, y,zt)=U(x, v, 2) +u'(x, y, z,t)
p(x, y,zt) = P(x, y, 2) + p'(x, y, zt)
T(x,y,z,t): (x yz)+T (x y,z,t)

U u'
En coordonnées cartésiennkl, V | etU’| vV
wW w

En substituant :
div(U +u)=0

U0 )0 == grad(P+ )+~ divf2uD +2d)

C(%(9+T')+ divf(6+T")u +£’)]j -2[p+d):0+a)+ di{%@(gql)}

avecD = ;‘g adU +' gradU) etd’ -1 gradu’+‘gradu_’)

= 28— =—

En développant :

divU +divu’' =0

. o . N 1 . o1 o ,
diviy 0U)+ 55+ divU D)+ divw DU) = - grad P+ divi2vD - )~ grad p' + div{vd')

Cdiveu ) + C[aalt +div(T'u) + div(Hu_’)}

=2V

||U

:D+2vd’:d' +di K gradH—CT'u'j+4vD:d’+di K gradT’J
= - = J - = F —
En moyennant :

(1) divU =0
@ divuDou)= -%@F”@(ZVQ-B)

®  CdifeU)=2vD:D+e; +di ;Lade csj
avecR = <u_’ O Q’> , ou encoreR; = <q’u'j>

et§=<T'g’>

et& = 2v<d=’ ; d'>

En faisant la différence :

(4) divu’' =0
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® %m_ivwg)m_iku):—%@ o' +divfvd')+ divR-u' D u)

(6) C{aa—-l;'+ div(T'u) + div(eu_')} =4D:d + di\{%LadT’j +div(CS-CT'u') + ZVQ :d’ —<d' ; d>)

Les équations (1), (2), (3), (4), (5) et (6) somtniées, en ce sens qu’elles contiennent 10 incenscedaires
(U,P,T,u’, p',T") pour 10 équations scalaires. L’approche classitgiéa turbulence est de ne pas considérer

les équations (4), (5) et (6) pour les fluctuatjores qui a pour conséquence que le tenseur de Rlsyr@, le

vecteur §:<T'Q'> et le taux de dissipation turbulent&; :2V<Q':Q'> deviennent des inconnues

supplémentaires du probléeme (1), (2) et (3), lastigns (1), (2) et (3) n'étant pas fermées. Led&abandonner
les équations (4), (5) et (6) conduit ainsi a urdgtermination de la solution, qu'il faut lever daifacon ou d'une
autre. En fait, I'idée est d'oublier (4), (5) e) @& de schématiser la turbulence pour obteniraxpeession capable

de relier le tenseur de ReynoldR, le taux de dissipation turbulentg = 2I/<Q' : d_'> le vecteurS = <T'Q’>

directement au mouvement et au champ de températayens, sans utiliser (4), (5) et (6). C'est astade
gu’interviennent les diverses théories de la turhcé.

v' Récapitulatif
divU =0
. 1 .
divlu OU) = ——gradP+dl/(2vD— R)
oo L

CdiffU)=2vD: D +¢ +di{5grad9— cgj

R=(uDu)
& = 2v<i':i’>
S=(T'u)

Il'y a en tout 10 nouvelles inconnues (6 p@r ce tenseur étant symétrique, 1 payret 3 pourS)

v" Commentaire : ces équations doivent étre compardegquations de Navier-Stokes :
divu=0

N4 div(u 0 u) = L grad p+ div(ava)

ot p— =

C[G—T + div(Tg)} - vd d+di & gradTJ
ot = = L

7.2.Modélisation de la turbulence

On se restreint ici a I'hypothese de Boussinesq.

On suppose que le frottement turbulent est propamél au gradient de vitesse. Ainsi, on modéligerdaulence de la
facon suivante :

R=-21,D+2K
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1 I !
aveck = > (<u 2> + <V 2> + <W’2>). Le premier terme de I'expression de droite pemheetérifier que

tr R=2k = (u?) +(v?) +(w?)

S= —ﬁgradﬁ
m—

Donc :

divU =0

%/(L_JDL_J):—%Ladp+%/|:2(l/+VT)2—§k1:|

Cdifu)=2vD:D +¢, +div{ K+ K gradHJ

Jo,
& = 2v<i':i’>

La derniere équation peut aussi se mettre sousraef
. . 14 V.
Cdii@U ) =2vD: D + & +div| C| — +—— |grad@

avec Pr —£ et Pr. = fnC
K K;

Il faut modeéliser en tout point de I’espaug( XY, Z) , k(X, Y, Z), & ( XY, Z) et Pr, ( XY, Z) .II'n’y a plus que

guatre inconnues scalaires au lieu de 10.
La turbulence agit alors comme la viscosité. Etigraisse le coefficient de diffusion (dynamiquéhetrmique).

7.3.Energie cinétique

L'équation de I'énergie cinétique est obtenue ésafat le produit scalaire de I'équation de quamtéémouvement par
u:

uBa—+um|v(_Du :—% hrad p+u l/(Zl/g)

ol +d|{|”| } 2L div( pu) + divievd )~ 2vd - d

ot 2 ==
=U +U,

W =U
A+ {IUI P +2u

ot 2 2 (U+u)

= —%div[(P +p)U +u)+diviv(D +d')u +u)]-2v(D +d'): (D + ')

En moyennant :
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Or le champ moyen est régi pa@/(g 0 Ll) = 1 gradP +®/(2VD - R)
0> = =

Do U (8 0U) = -~ U (grad P +U (8D - B

D'ou : div{%g J = —%div(PQ )+ div[(zvg —5)@]— vp-R): D

Ou encore :
v{| | J+dlv 2vDU + BD]AJZ—P—ZVQ:Q
avecP——R

Avec I hypothese de Boussines¢®=-R:D=2v.D:D.
Ce terme est positif.

Donc :

avec & = 2V<d=' : d='>

7.4.Bilan énergétique

Récapitulatif :

(1)d|v{| | J+dlv 2vDU + BD]AJZ—P—ZVQ:Q

(2) div CHU)+d|v{—C(L +V—Tj radé?} =2vD:D+¢&;
Pr Pr = =

(3) d|{<|u;|2> u} + d|{<|u'|22u_’> o p/')“—'> - 2v(d’ WA’}J =P-¢,

avec : & =2I/<d_':d> etP=-R:D=2v;D:D

L'énergie du champ de base :



- estdissipée en chaleur par le ter2ieD : D présent dans les équations (1) et (2)

- esttransférée a la partie turbulente par le tete —R: D =2v,. D : D présent dans les équations (1)

et (3)
L'énergie du champ turbulent :
- provient du champ moyen : ternké=—-R

:D=2v.D:D présent dans les équations (1) et (3)
d’

- estdissipée en chaleur : terag = 2I/<d' :

> présent dans les équations (2) et (3)

L'énergie dégagée sous forme de chaleur :
- provient du champ fluctuant : terrfie = 2I/<d' : d'> présent dans les équations (2) et (3)

- provient du champ moyen : tern@¥D : D présent dans les équations (1) et (2)
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