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AMENDEMENT  ATMOSPHÉRIQUE À  LA  VITESSE  DE  TSIOLKOVSKI

Ce texte comporte des facilités de navigation interne.

Pour cette raison, il gagnera à être ouvert dans Word.

Pour naviguer agréablement, vérifier que les deux flèches vertes orientées vers la gauche et la droite ("Précédent" et "Suivant")) figurent bien dans votre barre d’outil dès que vous avez cliqué sur un lien interne. Si ce n’est le cas, installez ces flèches par : Affichage, Barres d’outils, Personnaliser, Catégorie : Web.

Corrections mineures en décembre 09, avec apports concernant la chute des corps en général et comparaison avec un abaque des Pertes de Vitesses par Traînée en phase propulsive produit par l’US Army.
N’hésitez pas à nous honorer de vos remarques.

C’est en 1903 que Constantin Tsiolkovski, modeste enseignant russe :
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http://fr.wikisource.org/wiki/Constantin_Tsiolkovski
…publia, dans son ouvrage « L'exploration de l'espace cosmique par des engins à réaction » la formule qui ouvrait la voie à la conquête de l’Espace. Cette formule donne la vitesse qu’on peut attendre d’une fusée à l’issue de sa phase propulsive : 

Formule (1) (dite de Tsiolkovski)

VFinProp = Véject.Ln(R) - gT

Dans cette formule :

Véject est la vitesse d’éjection, supposée constante, de la Masse d’Appui éjectée par les moteurs 
 

g est la gravité de la planète dont la fusée cherche à se soustraire,
T est la durée de la phase propulsive,
R est le Rapport de Masses Final de la fusée, à savoir, le quotient de sa Masse à l’instant du départ sur sa masse à l’instant de la fin de propulsion 
 .

Nous démontrerons à la fin de ce texte que cette formule peut également être établie avec un Débit Massique du moteur tout à fait variable dans le temps (à Vitesse d’Éjection constante).

D’autre part, il est important de souligner que cette formule est établie en supposant nulle la résistance de l’air.

DÉMONSTRATION  DE  CETTE  FORMULE  DE  TSIOLKOVSKI

Revenons brièvement sur la démarche qui conduisit Tsiolkovski à cette formule historique.

La loi fondamentale de la dynamique permet de décrire le mouvement de la fusée durant sa phase propulsive par l’équilibre des forces auxquelles elle est soumise :

Ces forces sont la poussée P(t) , le poids M(t) g , la Traînée aérodynamique T(t) et la force d’inertie M(t) γ(t) ( P(t), T(t) ainsi que la masse M(t)  sont variables avec le temps, comme l’accélération instantanée γ(t) ) :

γ(t)M(t)  =  P(t)  -T(t)  - M(t)g

Tsiolkovski eut ici l’idée de simplifier le problème en considérant la Traînée aérodynamique T(t) comme négligeable. Bien que le sujet de ce texte soit justement d’étudier ce qui se passe lorsque l’on ne néglige pas la traînée aérodynamique, acceptons pour le moment cette simplification. 

Si donc le freinage atmosphérique est négligé, l’accélération instantanée de la fusée est :

γ(t) =  EQ \f( P(t) - M(t)g; M(t) )
soit : 

γ(t) =  EQ \f( P(t); M(t) ) - g

Pour accéder à la vitesse de fin de propulsion, il est évidemment nécessaire d’intégrer cette accélération, et ceci sur l’ensemble de la durée de la phase propulsive :

VFinProp=∫γ(t).dt = ∫  EQ \f(P(t);M(t)) dt  - ∫g dt
Il est de tradition de poser ici que le Débit Massique q est constant 
 . Cette hypothèse facilite en effet le travail d’intégration. Mais nous démontrerons à la fin de ce texte que la formule historique de Tsiolkovski peut également être établie avec un Débit Massique du moteur tout à fait variable dans le temps (à Vitesse d’Éjection constante cependant).

Mais admettons pour le moment que le Débit Massique q est constant.

Si tel est le cas, la Masse Instantanée M(t) devient une simple fonction linéaire du temps (puisque la fusée s’allège à chaque seconde de son débit massique constant) :

M(t) = M0 -qt

Il est également de tradition de poser que la poussée développée par le moteur est constante : P(t) devient alors la constante P dont la loi de la dynamique nous affirme qu’elle vaut le produit qVéject  
.

La Vitesse de Fin de Propulsion est alors :

VFinProp= ∫  EQ \f(q Véject;M(t)) dt  -∫g dt
soit :

VFinProp= q Véject ∫ EQ \f(1;(M0 - qt)) dt  -∫g dt
Présentée ainsi, l’intégration du premier terme est possible : elle fleure bon le logarithme népérien. 
 

Mais le souvenir de la valeur de la Masse Instantanée de la fusée M(t) = M0 –qt nous revient. Il nous permet alors d’affirmer :

dM(t) = -q dt   soit dt = - EQ \f(dM(t);q ) 
Cette valeur de dt nous autorise à présenter l’intégration sous la forme :

VFinProp= Véject ∫ EQ \f(dM(t);M(t) )  - ∫g dt
et l’exécution de ces deux intégrales sur la durée T de la propulsion, donne bien la fameuse formule de Tsiolkovski :

Formule (1) (de Tsiolkovski), établie avec un débit massique q supposé constant :

VFinProp = Véject.Ln(R) - gT

avec Véject est la vitesse d’éjection, supposée constante

g la gravité de la planète

T est la durée de la phase propulsive

et R le Rapport de Masses Final de la fusée, c‑à‑d le quotient de sa Masse à l’instant du départ sur sa masse à l’instant de la fin de propulsion.

Nous reviendrons à la fin de cette réflexion sur le calcul de la même Vitesse de Fin de Propulsion lorsque ni le débit q ni la Vitesse d’éjection Véject ne sont plus supposés constants.

ANALYSE  DE  CETTE  FORMULE  DE  TSIOLKOVSKI

Dans le texte ci-dessous, nous appellerons Vitesse Finale de Tsiolkovski d’une fusée sa vitesse de Fin de Propulsion tirée de cette formule VFinProp = Véject.Ln(R) - gT.

De même, il nous arriva d’appeler Altitude Finale de Tsiolkovski l’altitude de Fin de Propulsion d’une fusée tirée de l’intégration de cette Vitesse Finale de Tsiolkovski, c‑à‑d sans tenir compte de la résistance de l’air. Le calcul de cette Altitude de Tsiolkovski est effectué en fin de texte.

En première analyse de cette formule, il peut apparaître que la vitesse de fin de propulsion ne dépend pas du débit massique q des moteurs (que nous avons cependant posé comme constant) mais uniquement du Rapport de Masses Final R et de la Vitesse d’Éjection. C’est à dire, par exemple, qu’une fusée dont la tuyère n’émettrait qu’un très mince dard de gaz enflammés (à une vitesse d’éjection donnée) pourrait acquérir une vitesse comparable à une fusée éjectant, comme on le voit à Kourou ou à Cap Kennedy, des dizaines de tonnes des gaz brûlés par secondes (à même vitesse d’éjection).

Ce n’est pourtant qu’une impression, car le temps de propulsion lui-même est immédiatement lié au débit massique, par le quotient q = Masse d’appui/T  : Si ce débit q est faible (pour une très faible section de tuyère, à vitesse d’éjection donnée) le temps de propulsion sera plus important : la gravité agira donc sur la fusée un temps plus long et la vitesse de fin de propulsion s’en trouvera diminuée en proportion de ‑ gT.

Par contre, en l’absence de gravité ou en impesanteur (cas des vaisseaux spatiaux déjà satellisés) quand g se trouve annulé, le débit massique devient effectivement un paramètre indifférent  
 . Cette configuration est celle des vaisseaux accélérés par moteurs ioniques ou à plasma, vaisseaux qui présentent des débits massiques ridiculement faibles 
 , et qui pourtant offrent de très forts gains en vitesse de fin de propulsion et des rendements énergétiques sans comparaison. 
  

Il est alors troublant de constater que la formule de Tsiolkovski appliquée à de tels vaisseaux spatiaux ne comporte aucune référence à q , le Débit Massique.

Or nous avons, pour la démontrer, posé que ce paramètre q demeurait constant : Cela signifie, si les mathématiques ont un sens, que lorsque le Débit Massique q est constant, il peut être d’une valeur indifférente !!

C’est cela qui, de fait, peut apparaître intuitivement comme paradoxal.

Mais nous ferons justice de ce paradoxe à la fin de ce texte, dans les cas où le Débit ou la Vitesse d’Éjection sont variables . Nous y démontrerons qu’effectivement le Débit Massique d’une fusée peut être variable sans que la Vitesse de Fin de propulsion en soit modifiée.

INTRODUCTION  DE  LA  TRAÎNÉE  ATMOSPHÉRIQUE

Revenons à la formule de Tsiolkovski appliquée à la propulsion de fusée dans l’atmosphère de notre planète.

Nous avons déjà précisé qu’elle donne la Vitesse de Fin de Propulsion (appelée par nous Vitesse Finale de Tsiolkovski) en supposant nulle la résistance de l’air, c‑à‑d le freinage subi par la fusée dans sa traversée de l’atmosphère.

Cette approximation est parfaite lorsque l’engin spatial décolle d’une planète dénuée d’atmosphère ou développe sa phase propulsive au-dessus de l’atmosphère de cette planète.

Mais dans le cas d’une fusée décollant de la surface de notre planète, elle conduit inévitablement à une erreur. Ce cas est d’ailleurs celui qui nous intéresse le plus, puisque nous destinons ce texte à l’usage des fuséistes amateurs.

Est-il possible de corriger la Formule de Tsiolkovski pour prendre en compte le frottement atmosphérique ?

C’est ce que nous allons tenter.

Avant de nous lancer dans ce travail, il nous faut cependant revenir sur un fait : La fameuse formule de Tsiolkovski ci-dessus est souvent utilisée pour prédire la Vitesse à l'instant de la fin de Propulsion.

Pourtant, à tout instant, en cas de panne du moteur, la vitesse atteinte est calculable d'après la formule de Tsiolkovski, et donc le rapport de masse atteint au moment de la panne. En effet, cette formule de Tsiolkovski n’exige pas qu’on y spécifie si la fin de propulsion s’est produite du fait que les réservoirs se sont trouvés à sec ou du fait d’une panne  
 . La formule demande juste qu’on y précise le Rapport des Masses de la fusée à l’instant de la fin de propulsion (que celle-ci intervienne par défaut de carburant ou par panne d’une quelconque turbo-pompe).

On comprend alors que le Rapport de Masses peut être un rapport instantané 
 , atteint à un instant donné et donc que la démarche de Tsiolkovski nous donne également accès à la vitesse atteinte à chaque instant de la fusée…

Pour connaître cette vitesse instantanée de la fusée, on doit juste présenter la formule comme suit :

Formule (2) donnant la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski. 

VTsiol (t) = Véject Ln(R(t)) –g t

où :

( R(t) est le Rapport de Masses atteint à l’instant t, soit le rapport M0/M(t)) , avec M0 la masse de la fusée sur le Pas de Tir à l'instant t = 0 et M(t) la masse instantané de la fusée (M(t) vaut évidemment (M0 – qt), si q est le débit massique).

Répétons encore que cette formulation donne une approximation par excès de la vitesse de la fusée à chaque instant t  (‘‘par excès’’ du fait qu’il n’a pas été tenu compte dans sa détermination de la Traînée atmosphérique qui a pourtant bien freiné la fusée depuis le décollage jusqu’à l’instant t ).

Dans cette étude, nous nommerons VTsiol (t) ou VTsiol tout court cette Vitesse Instantanée de Tsiolkovski.

Voici le graphe représentant cette Vitesse Instantanée de Tsiolkovski selon l’évolution du Rapport de Masses Instantané :
[image: image2.wmf]Forme de la courbe VTsiolSansG
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À observer ce graphe, on pourrait croire que l’accélération de la fusée est plus forte au décollage que par la suite. Ce serait une erreur, puisque la pente de cette courbe de vitesse n’est pas exprimée en référence au temps mais en référence au Rapport de Masses Instantané.

Il est donc plus parlant de représenter l’évolution de cette Vitesse Instantanée de Tsiolkovski d’après le temps. Voici cette représentation pour une fusée à feu lourde de 22,2 t sur le Pas de Tir expulsant à la vitesse d’éjection de 2800 m/s une Masse d’Appui de 17 t pendant 150 secondes. 
 …

[image: image3.wmf]Vitesse Instantanée de Tsiolkovski (R = 4,27)
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Dans ce cas, comme dans celui qui suit, l’accélération de la fusée est évidemment beaucoup plus faible au décollage qu’en fin de propulsion. Cette forme de courbe est d’ailleurs typique de la propulsion des fusées, propulsion qui produit un mouvement non-uniformément accéléré qu’on pourrait qualifier de sur-accéléré…

Le Rapport de Masses de la fusée, à la fin de propulsion est de 4,27. À cet instant, la masse de la fusée réside dans la structure du premier étage vidé de ses ergols et dans les deux étages supérieurs pleins de leurs propres ergols.

Rappelons toujours que ce graphe de vitesse est bâti sans tenir compte du freinage aérodynamique.

Voici également le graphe de la même Vitesse Instantanée de Tsiolkovski (compte non tenu de la Traîné, donc) pour une fusée à eau type de 600 g de Masse sur le pas de Tir éjectant à la vitesse supposée constante de 50 m/s 
 une masse d’eau de 500g :

[image: image4.wmf]Vitesse Instantanée de Tsiolkovski (R = 6)
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La concavité de cette courbe est comparable à celle de la précédente, du fait que les rapports de masses des deux fusées sont du même ordre (ici 6 contre 4,27 pour la fusée de 22 t).

Spécifions une fois pour toutes que, dans le présent texte, les réflexions touchant les fusées à eau resteront quelque peu théoriques du fait qu’elles ne prendront pas en compte la grande variation de la pression interne et donc de la vitesse d’éjection de ces engins, variation qui entache nos calculs de Traînée d’une certaine erreur. Ce que l’on peut dire cependant c’est que l’Impulsion donnée à ces fusées par la brusque décharge de l’air comprimé résiduel (décharge transsonique se produisant lorsque toute l’eau a été éjectée) est délivrée en un temps si bref qu’elle ne peut s’accompagner que d’une perte de vitesse par Traînée négligeable (en regard de la même perte existant durant la propulsion due à l’eau).
Les courbes que nous produirons dans ce texte à propos des fusées à eau dessineront donc toujours des Pertes de Vitesse par Traînée plus fortes que celles qui existeraient dans la réalité de la propulsion hydropneumatique, ce qui nous semble aller dans le sens de la pédagogie…

Insistons par ailleurs sur le fait que la propulsion hydropneumatique est strictement de même nature que la propulsion thermochimique qui porte au ciel les fusées d’amateurs : les deux propulsions sont justiciables de la même loi sur la conservation des Quantités de Mouvements…
La seule différence entre la propulsion hydropneumatique (propulsion à réaction… froide, comme je l’appelle parfois) et la propulsion thermochimique des fusées d’amateurs (propulsion à réaction chaude) est que la première se produit moyennant une forte variation du Rapport de Masses alors que le Rapport de Masses de la deuxième, du moins pour les fusées à feu d’amateurs, ne s’écarte que très peu de l’unité. 

S’intéresser aux fusées hydropneumatiques équivaut donc à s’approcher par la pensée (et souvent par l’expérience) non pas de jouets enfantins mais des vraies fusées lanceuses de satellites, puisque ces dernières utilisent des Rapports de Masses du même ordre que ceux des fusées à eau. 
Nous avons dessiné ces deux derniers graphes par rapport au temps : lorsque l’on part de la Formule (2) donnant la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski, ce changement de variable ne présente pas de difficulté puisque R(t) vaut M0/M(t) , avec M0 la masse de la fusée à l'instant t = 0 et M(t) la masse instantané de la fusée qui s’écrit (M0 – qt) si q est le débit massique (nous y revenons quelques lignes plus bas).   

Une question annexe se pose cependant : ce changement de variable opéré (et donc la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski exprimée selon le temps écoulé depuis le décollage de la fusée (et non plus  selon R(t) le Rapport de Masses Instantané), quelle est la forme de la courbe ci-dessus tracée et dont nous venons de dire qu’elle est typique de la propulsion à réaction ?

Est-ce encore un logarithme ?

Pour le découvrir, faisons un instant abstraction, dans la formule de la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski du terme –g t (relatant l’action de la gravité) pour ne considérer que le terme logarithmique Véject Ln(R(t)). Appelons la portion de la vitesse qui y est attachée VTsiolSansG  
 .

Dès lors qu’on a opéré le changement de variable substituant  EQ \f(M0;(M0 - qt)) à R(t) , on peut s’attendre à ce que le graphe dessinant l’évolution de cette VTsiolSansG , à savoir :

VTsiolSansG (t) = Véject Ln( EQ \f(M0;(M0 - qt))) 
…ait perdu l’allure d’un logarithme : en effet, si par exemple y = f(x) dessine une droite, poser x = 1/z  conduit à un graphe y = f(z) qui ne dessine plus une droite.

Mais c’est oublier la propriété fondamentale de la fonction logarithme ! : Écrire Véject Ln( EQ \f(M0;(M0 - qt))) revient à écrire Véject Ln(M0) -Véject Ln(M0 - qt)

Dans ces conditions, comme Véject Ln(M0) est une constante et que ‑Véject Ln(M0 - qt) est (au coefficient multiplicateur ‑Véject  près) le logarithme d’une variable diminuant linéairement avec le temps, la courbe VTsiolSansG (t) demeure celle d’un logarithme.

Cette conservation de la forme logarithmique est due, rappelons le, à une propriété particulière de la fonction logarithme…

Voici ci-dessous, pour les lecteurs visuels, un graphe où l’on peut reconnaître, en bleu dense la courbe Ln(R) , en bleu clair la courbe -Ln(R) (R est ici le rapport de masses instantané, variant de 1 à 6). En vert est représentée également la courbe -Ln(6-t) et en rouge la courbe Ln(6) -Ln(6-t) qui schématise la courbe VTsiolSansG (t) (Vitesse Instantanée de Tsiolkovski sans influence de la gravité que nous venons d’évoquer), sur les bases d’une Masse Initiale de la fusée M0 = 6 kg  et d’un débit massique de 1kg / seconde pendant 5 secondes (t représente le temps, s’écoulant de 0 à 5 secondes et est représenté également en abscisse) :
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La prise en compte de l’effet de la pesanteur se résumant au retrait de gt, il nous est donc légitime de dire que la courbe de la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski possède bien la forme d’une courbe logarithmique appuyée sur une droite oblique… 
 

Retour à l’estimation de la Traînée.

Ces nuances assimilées, et puisque nous disposons de cette Vitesse Instantanée par excès de la fusée (VTsiol (t)), nous pouvons nous enticher d’en déduire la Traînée Instantanée (qui sera alors déduite par excès également). Cette approximation par excès de la Traînée Instantanée peut s’écrire :

F< ½ ρ SCx VTsiol (t)².

Dans tout ce texte, nous considérerons le Cx des fusées comme constant (ce qu’il n’est pas tout à fait, dans la pratique)(voir à ce sujet notre texte Le Cx des Fusées).
Le bilan des forces instantanées sur la fusée en devient alors :

ΣF < -g M(t)+ P - ½ ρ SCx V(t)²

où :

( M(t) est la masse instantanée de la fusée = M0 - qt (q = débit massique supposé constant)

( et P est la Poussée de son moteur (supposée également constante)

Et l’on sait depuis Newton que ΣF = γ.M(t)   formule fondamentale de la dynamique ou γ est l’accélération instantanée et M(t) la masse instantanée de la fusée à l’instant t.

Si l'on donne sa valeur surestimée à cette vitesse V(t) on obtient :

 

γ.M(t) < -g M(t) + P - ½ ρ SCx {Véject Ln[R(t)] -g.t)}²

 

L’accélération γ est donc déductible de cette inégalité en divisant tous les termes par M(t) .

Nous pouvons alors songer à intégrer cette accélération sur le temps t (ce qui nous donnera la vitesse instantanée V(t)à chaque instant) 
  :

V(t)=∫γ.dt < ∫-g dt + ∫  EQ \f(Pdt;M(t))  -∫ EQ \f(½ ρ SCx [Véject LnR(t) -g.t]² dt; M(t))
Ce qui, en développant le carré de la dernière intégrale, donne :

Équation (3)
V(t)=∫γ.dt < ∫-g dt + ∫  EQ \f(Pdt;M(t))  -∫ EQ \f(½ ρ SCx [Véject ²Ln²R(t) -2g.tVéject LnR(t) + g²t²] dt; M(t))
l’ensemble des intégrations étant à effectuer de t = 0 à t = t .

Notons que tous les termes variables de toutes ces intégrations peuvent être exprimés par rapport au temps (en particulier M(t) et R(t)), ce qui est la condition nécessaire à l’intégration.

Notons aussi que les deux premières intégrales après le signe < sont celles-là même que Tsiolkovski a intégrées pour découvrir sa célèbre formule : Leur résolution ne présentera donc pas de difficultés.

Nous avons réalisé ‘‘graphiquement’’ 
  l’intégration de cette équation (3).Voici, pour une fusée à eau de 1,5L et de 100g de masse à vide 
 , le graphe montrant la valeur de cette vitesse instantanée V(t) (en jaune). Cette courbe jaune (établie par une méthode ‘‘graphique’’) préfigure donc notre projet de correctif analytique. On peut ici la comparer avec la vitesse instantanée de Tsiolkovski (en violet) ainsi qu’avec la vitesse instantanée réelle de la fusée, celle que nous cherchons au bout du compte, obtenue facilement par l’intégration pas à pas de l’équation différentielle complète (courbe rouge) 
 .

Il est patent que, même en Fin de Propulsion, les courbes rouge (vitesse réelle) et jaune (vitesse corrigée) sont très proches.

Le point isolé rouge cerclé de noir représente la vitesse de Fin de Propulsion calculée d’après l’intégration du Vol de la Fusée de Gil Denis. Cette intégration est réalisée en considérant la masse de la fusée comme constante durant la propulsion et égale à la somme de la Masse à Vide et de la moitié de la Masse d’Appui. On voit que ce réflexe d’ingénieur ne fonctionne pas ici (il faudrait sans doute, vu le grand Rapport de Masses Final des fusées à eau, prendre une autre masse supposée constante pour l’intégration) 
   (voir en fin de texte notre réflexion sur cette formule du Vol de la Fusée) :
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Au vu de ce graphe, on note que la vitesse prédite par Tsiolkovski (courbe violette) n’est pas si mauvaise, par rapport à la vitesse réelle (courbe rouge), du moins dans cette configuration de paramètres. Ceci est principalement dû au fait que la traînée, si elle existe bien 
 , ne dispose pas d’assez de temps pour freiner significativement la fusée : lorsque le Temps de Propulsion est bref, la formule de Tsiolkovski approche donc tout à fait bien la vitesse réelle de fin de propulsion.

Allongeons alors le temps de propulsion. Portons le à 4 secondes, ce qui est extrêmement long pour une fusée à eau et devrait laisser au freinage atmosphérique suffisamment de temps pour se faire sentir sur la vitesse de Fin de Propulsion :
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La vitesse réelle est effectivement sensiblement plus faible que la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski 
 . Vérifier que la diff entre les deux vitesses pour ces T de 1 et 4 est bien (4-1)g !!  Quant à la vitesse du Vol de la Fusée, elle n’a pas gagné en précision.

Ces constatations sont d’ailleurs plus aisées si nous effectuons un zoom sur la partie terminale de la propulsion :
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Le résultat annoncé par Tsiolkovski n’est donc pas si mauvais, du moins pour ce type de fusée, mais son erreur maximum se produit pour la vitesse de fin de propulsion, qui est justement celle qui a le plus de d’intérêt pour nous.

Attention cependant : il convient de rendre à César ce qui lui appartient : la vitesse de Fin de Propulsion donnée par Le Vol de la Fusée redevient tout à fait compétitive dès lors que l’on traite de fusées à feu. Voici le même graphe des vitesses, établi pour une fusée propulsée par un moteur Wapiti ou plutôt une moteur Wapiti qui sera ramené à ses caractéristiques moyennes de Poussée de Débit et de Vitesse d’éjection et que pour cette raison nous appellerons Wapiti moyenné (un tableau des caractéristiques des fusées moyennées étudiées est disponible en fin de texte) 
  :
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Remarquons que sur ces graphes, la courbe représentative de la vitesse est très tendue : ceci est dû au fait que le rapport de Masse d’une fusée moyenne propulsée par un moteur Wapiti Moyenné est très près de l’unité : il tourne en moyenne autour de 1,077 à 1,11 pour les fusées admises par le règlement. Cette courbe est donc très proche de la droite. Sa pente est calculer ---------

Comme plus haut, un zoom peut avantageusement être effectué sur la fin de la propulsion :
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Ici, la vitesse prédite par Gil Denis est tout à fait similaire à celle prédite par notre tableau (et, incidemment à la préfiguration ‘‘graphique’’ de notre vitesse analytiquement corrigée). L’explication de l’intégration de Gil Denis est donnée en additif à la fin de ce texte.

Les écarts entre les différentes courbes de vitesses étant constatés sur les graphes, il faut insister sur le fait que nous ne cherchons pas à produire un logiciel prédisant la vitesse de Fin de Propulsion d’une fusée en prenant en compte sa traînée atmosphérique 
  : nous cherchons à affiner analytiquement le pronostic de cette même vitesse.

Il nous reste à dresser les mêmes courbes pour la fusée à feu de 22,2 t déjà évoquée, ou plutôt de son premier étage surmonté des étages suivants. Nous avons choisi de le faire en nous basant sur un calcul de Traînée en subsonique, bien que la vitesse de cet engin dépasse les 760 m/s en fin de propulsion (soit 2 fois la vitesse du son) : il n’est pas dans notre dessein, en effet, de réaliser des calculs supersoniques : nos réflexions ne visent qu’à améliorer notre compréhension des fusées pédagogiques réalisées par des amateurs 
 :
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Nous avons doté cette fusée d’un diamètre de 1,5 m et d’un Cx de 0,4…

En observant la courbe rouge (représentant la Vitesse Instantanée calculée en tenant compte, pas à pas, de la Traînée), on perçoit bien à quel point la fusée tend à buter contre le mur de l’atmosphère : Nous avons dessiné ce mur comme une horizontale bleu claire, calée à la hauteur de la Vitesse Limite de Montée. (nous définirons plus loin cette Vitesse Limite de Montée comme la vitesse qu’atteindrait dans l’air la fusée si sa poussée durait indéfiniment ; dans une telle hypothèse, il viendrait en effet un moment où la Traînée atmosphérique égalerait la force propulsive, ce qui interdirait à la fusée d’accroître sa vitesse).

On peut tout à fait apprécier que la Vitesse Instantanée de la fusée vient buter contre cette horizontale qui constitue donc pour elle une asymptote.

Pour mieux imager ce qu’est ce mur de l’atmosphère, supposons que la même fusée prolonge sa propulsion (au même débit massique) en puisant dans les réserves d’ergols emportées par les étages supérieurs (la Masse d’appui du premier étage passant alors de 17 t à 21 t) : alors que sa Vitesse de Tsiolkovski atteindrait des sommets, la fusée buterait en réalité très explicitement sur l’asymptote de sa Vitesse Limite de Montée :
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La Vitesse pronostiquée par Le Vol de la Fusée est, quant à elle assez réaliste, preuve que, si elle ne prend pas en compte de façon satisfaisante les grands Rapport de Masses, elle prend très bien en compte le freinage atmosphérique…

Quant à la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski corrigée par notre Premier Amendement (courbe jaune ci-dessous) elle diverge notablement de la courbe rouge, preuve que l’amendement que nous nous proposons de calculer ne convient pas aux fusées exposées trop longtemps, comme celle-ci, au freinage de la gravité et de l’atmosphère :
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Ceci étant, il n’a pas été tenu compte, dans les deux graphes ci-dessus d’un facteur d’une très grande importance : lorsqu’une fusée s’élève en altitude, la Masse Volumique de l’air qu’elle traverse se fait de moins en moins forte !

Le Vol de la Fusée indique, par exemple qu’une fusée qui s’est élevée à 1000 m, la Masse Volumique de l’air a déjà baissée de 10 % . Ce n’est pas rien, d’autant plus que notre fusée de 22 t atteint bien plus que 1000 m (une façon de calculer l’altitude atteinte en fin de phase propulsive est d’utiliser la formule de l’Altitude de Tsiolkovski que nous déterminerons plus loin) : En fait la fin de sa phase propulsive la surprend à 82 Km d’altitude. À cette altitude, nous savons qu’il n’y a plus d’air autour d’elle, donc plus de Traînée…

Prenons en compte, dans notre tableau donnant la vitesse instantanée, de la variation de la Masse Volumique de l’air traversé, d’après la formule simple donnée par Le Vol de la Fusée jusqu’à 8 Km d’altitude ( ρ(h) = ρ0  EQ \f(20 000 - h;20 000 + h)  ), puis en utilisant ensuite la modélisation de Chapman ( ρ(h) = 1,735 e ( h/6700)  ).

La vitesse et l’altitude atteintes par la fusée sont alors beaucoup plus importantes.

Sur le graphe ci-dessous, nous avons représenté la Vitesse Limite de Montée que pourrait approcher la fusée compte tenue de la Masse Volumique de l’air traversé par la fusée à chaque instant, et en prenant comme masse de la fusée sa Masse à Vide, c‑à‑d  sa Masse en fin de propulsion (courbe bleu claire).

Nous avons aussi représenté la Vitesse limite de montée que pourrait approcher la fusée compte tenu de sa poussée efficace instantanée : cette poussée efficace est la force qui accélère la fusée lorsqu’on a retranché à la poussée de son moteur le poids instantané de la fusée : cette poussée efficace (courbe bleu plus foncé) est donc, dans les premiers instants de la propulsion, un peu plus faible que la poussée efficace dans les derniers instants, grevée qu’elle est par la forte masse d’appui restant dans la fusée… Évidemment, ces deux courbes de Vitesses Limites (bleu claire et bleu plus foncé) se rejoignent en fin de propulsion, mais cela se passe en dehors de notre graphe et d’ailleurs pour des Masses Volumiques de l’air presque nulles :
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Il est alors frappant que ces vitesses limites ne sont plus qu’un obstacle toujours lointain pour la fusée : le mur de l’atmosphère recule à mesure que la fusée s’élève en altitude, ce qui lui permet  de ne pas trop souffrir du freinage due à la Traînée. De ce fait, la vitesse réelle de la fusée (courbe rouge, calculée en prenant en compte la Masse Volumique locale de l’air) se trouve assez peu différente de la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski (courbe violette, calculée sans influence de l’air).

Dans le cas de cette fusée "spatiale", l’instituteur russe avait donc eu raison de négliger la Traînée pour intégrer sa fameuse formule…

Voici ci dessous, en complément, les courbes des paramètres instantanés de la même fusée "spatiale" en phase propulsive : Vitesse Instantanée de Tsiolkovski (sans Traînée, en violet), Vitesse avec Traînée (calculée pas à pas en tenant compte de la variation de la Masse Volumique de l’air avec l’altitude, en rouge), Altitude (en noir, mesurée sur l’axe de gauche) et Masse Volumique de l’air variant depuis sa valeur au sol (1,225 Kg/M3) à presque rien (en bleu clair, échelle secondaire placée à droite). Effectivement, elle est presque nulle pour le dernier tiers de la phase propulsive…

En jaune apparaît la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski corrigée par notre Premier Amendement : on voit que cet amendement analytique est caduque parce qu’il ne tient pas compte de la variation de la masse Volumique de l’air…

le recalculer à tout hasard Instantanément avec Rho variable…

La Vitesse du Vol de la Fusée est également caduque puisqu’elle ne peut prendre en compte non plus la variation de Masse Volumique de l’air selon l’altitude : nous ne la faisons figurer ici que pour mémoire…

Reprendre ce graphe avec le nouveau diam de 1,5m

Je crois que c’est le cas !
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CALCUL  DE  NOTRE  CORRECTIF  ANALYTIQUE  

À  LA  VITESSE  DE  TSIOLKOVSKI

Concentrons nous donc sur la dernière intégration de l’équation (3), qui nous donnera, par excès, ΔV(T) , la perte de vitesse occasionnée par la traînée durant la phase propulsive :

ΔV(T) =∫  EQ \f(½ ρ SCx [Véject ²Ln²R(t) -2g.tVéject LnR(t) + g²t²] dt; M(t) )  

Si l'on retire de l'intégrale, comme invariable, ½ ρ SCx , il s'agit donc de calculer :

Équation (4)
∫  EQ \f([Véject ²Ln²R(t) -2g.tVéject LnR(t)+ g²t²] dt; M(t) )
 

avec R(t) = M0/(M0-qt) 

… cette intégration devant être effectuée (mais ce n'est même pas obligatoire) de 0 à T, date de fin de propulsion 
 .

LA  LOGIQUE  DE  L’INGÉNIEUR

Entendons-nous bien : nous allons calculer ici la perte de vitesse de fin de propulsion causée par la traînée aérodynamique, et ceci d’après une vitesse établie par excès d’après la formule de Tsiolkovski qui ne tient justement pas compte de cette traînée.

Cette logique est un peu particulière, mais elle est parfaitement correcte, du moins autant que l’on précisera que la perte de vitesse ainsi trouvée est approchée par excès.

Remarquons d’ailleurs que c’est typiquement une logique d’ingénieur.

La valeur par excès que nous trouverons sera d'autre part très intéressante parce qu'elle fixe la valeur inférieure de la vitesse, celle que la fusée atteindra à coup sûr . 

En d’autres termes, toute fusée atteint en fin de propulsion une vitesse située entre la Vitesse Finale de Tsiolkovski et cette Vitesse Finale de Tsiolkovski diminuée de notre valeur de la perte de vitesse par Traînée calculée par excès.

Ce constat est d’une grande utilité puisque, sans lui, nous ne pouvons, en toute rigueur mathématique, situer la vitesse réelle de fin de propulsion qu’entre la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski (calculée sans la traînée) et zéro.

La suite de ce texte montrera, tout comme les graphes présentés ci-avant l’ont fait, que, pour les fusées à propulsion brève, le fameux excès n’est pas si important que ça, ce qui signifie que la fourchette définie ci-dessus n’est pas d’une très grande largeur…

RÉSULTAT  DE  L’INTÉGRATION 

de la Perte de Vitesse de Fin de Propulsion due à la Traînée atmosphérique

L’intégration de l’équation (4) est quelque peu fastidieuse. Nous en faisons l’économie dans ce texte 
  .Son résultat donne la valeur par excès du correctif ΔV(T)  recherché. Nous allons appeler Amendement ce correctif 
 . Et même, comme c’est c‑à‑d  premier fruit de notre travail, nous l’appellerons Premier Amendement…

Cette valeur n’est pas très simple 
  ; elle se présente comme la somme des trois termes suivants, où R représente le Rapport de Masses atteint en fin de propulsion (c‑à‑d celui qu’on évoque le plus souvent) :

(Amendement 1 à la Vitesse Finale de Tsiolkovski)

- ½ ρ SCx {  EQ \f(Véject²  ; 3q ) Ln3R}
- ½ ρ SCx { -  EQ \f(2gVéjectM0  ; q² )  [  EQ \f(Ln²R ; 2 ) +  EQ \f( LnR ; R )+  EQ \f( 1 ; R )- 1]}
- ½ ρ SCx { EQ \f(g²M0²  ; q3 )  [LnR -  EQ \f( 1 ; 2R² ) +  EQ \f( 2 ; R ) -  EQ \f( 3 ; 2 ) ]}
avec bien sûr :

R le Rapport de Masses Final à T , l’instant de fin de propulsion,
q le débit massique Q/T , supposé constant.

Il est très utile de remarquer ici que cet amendement peut également prendre un caractère instantané : En effet, si nous avons précisé sous l’encadré que R est le Rapport de Masses Final à T l’instant de fin de propulsion, rien ne nous empêche de prendre T comme une portion du temps réel de propulsion (on l’écrira alors à nouveau t).

Cette instantanéisation de notre amendement ne devrait pas manquer de nous servir incessamment dans de nouveaux calculs mathématiques. 

On peut donc écrire également :

(Amendement 1i à la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski)

- ½ ρ SCx {  EQ \f(Véject²  ; 3q ) Ln3R(t)}
- ½ ρ SCx { -  EQ \f(2gVéjectM0  ; q² )  [  EQ \f(Ln² R(t) ; 2 ) +  EQ \f( Ln R(t) ; R(t))+  EQ \f( 1 ; R(t))- 1]}
- ½ ρ SCx { EQ \f(g²M0²  ; q3 )  [Ln R(t) -  EQ \f( 1 ; 2 R(t)² ) +  EQ \f( 2 ; R(t)) -  EQ \f( 3 ; 2 ) ]}
avec bien sûr :

R(t) le Rapport de Masses Instantané à l’instant t,
q le débit massique Q/T , supposé constant.

Autre présentation de ce résultat :
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 dans les trois termes de l’Amendement 1 ci-dessus. On obtient alors :

(Amendement 1’ à la Vitesse Finale de Tsiolkovski, à l’usage des pyrofuséistes)

- ½ ρ SCx {  EQ \f(Véject² T ; 3Q ) Ln3R}
- ½ ρ SCx { -  EQ \f(2gT² Véject ; Q ) (1- EQ \f(1;R)) [  EQ \f(Ln²R ; 2 ) +  EQ \f( LnR ; R )+  EQ \f( 1 ; R )- 1]}
- ½ ρ SCx { EQ \f(g² T3 ; Q ) (1- EQ \f(1;R))2 [LnR -  EQ \f( 1 ; 2R² ) +  EQ \f( 2 ; R ) -  EQ \f( 3 ; 2 ) ]}
avec bien sûr :

R le Rapport de Masses Final à T =  instant de fin de propulsion
et Q la Masse d’Appui, le Débit Massique de cette Masse d’Appui étant toujours supposé constant.

C’est parce que Q et T apparaissent nettement dans cette nouvelle écriture de l’amendement que nous le qualifions de ‘‘à l’usage des pyrofuséistes’’.

Dans cette nouvelle rédaction, le temps de propulsion T apparaît plus nettement et, surtout, le paramètre Q (la masse d’appui, c‑à‑d de poudre ou de carburant ou d’eau pour les fusées à eau) indique la taille de la fusée (Q est évidemment proportionnel à la masse de la fusée sur le Pas de Tir et représente souvent l’énergie chimique embarquée)(pour les fusées à feu lancées par des amateurs, Q est lié au type de moteur à poudre utilisé, comme d’ailleurs T).

Notons que cette présentation de notre Premier Amendement est également instantanéifiable (en prenant R comme la variable R(t) du temps. Mais il faut tout de même se garder de transformer alors T en t, puisque T/Q  n’est rien d’autre que le Débit Massique q qui n’est en rien variable. Cependant cette instantanéification de notre Premier Amendement ne donne pas une écriture très intéressante.

Autre rédaction de ce Premier Amendement :

Si l’on pense à disposer ,dans la première écriture de notre premier amendement le quotient  EQ \f(Véject²  ; q ) devant les accolades, il vient assez facilement :

- ½ ρ SCx  EQ \f(Véject²  ; q ){  EQ \f( 1 ; 3 ) Ln3R}
- ½ ρ SCx  EQ \f(Véject² ; q ){ - 2  EQ \f( gM0 ;qVéject  ) [  EQ \f(Ln²R ; 2 ) +  EQ \f( LnR ; R )+  EQ \f( 1 ; R )- 1]}
- ½ ρ SCx  EQ \f(Véject²  ; q ){ EQ \f(g²M0²  ; q2 Véject2)  [LnR -  EQ \f( 1 ; 2R² ) +  EQ \f( 2 ; R ) -  EQ \f( 3 ; 2 ) ]}
Mais que représente ce quotient  EQ \f( gM0 ;qVéject  ) ?…

Eh bien il ne représente rien d’autre que le rapport Poids Initial / Poussée Moyenne de la fusée 
 . Appelons Rpip ce rapport.

Attention : Rpip est d’autant plus faible que la Poussée Initiale de la fusée est plus forte relativement à son poids, c‑à‑d que l’accélération initiale est plus forte.

Cette introduction de la notion de Rpip nous permet donc d’écrire :

(Amendement 1’’Rpip à la Vitesse Finale de Tsiolkovski, à l’usage des pyrofuséistes en fonction du Rapport Poids Initial/Poussée)

- ½ ρ SCx  EQ \f(Véject²  ; q ){ EQ \f(Ln3R ; 3 )}
- ½ ρ SCx  EQ \f(Véject²  ; q ){- 2Rpip  [  EQ \f(Ln²R ; 2 ) +  EQ \f( LnR ; R )+  EQ \f( 1 ; R )- 1]}
- ½ ρ SCx  EQ \f(Véject²  ; q ){Rpip2  [LnR -  EQ \f( 1 ; 2R² ) +  EQ \f( 2 ; R ) -  EQ \f( 3 ; 2 ) ]}
 avec bien sûr :

R le Rapport de Masses Final à T , l’instant de fin de propulsion,
q le débit massique Q/T , supposé constant
Rpip le rapport Poids Initial/Poussée de la fusée 
 . 
Cette nouvelle rédaction de notre Premier Amendement est tout à fait instantanéifiable. Elle devient alors :

(Amendement 1i’’’Rpip à la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski, à l’usage des pyrofuséistes en fonction du Rapport Poids Initial/Poussée)

- ½ ρ SCx  EQ \f(Véject²  ; q ){ EQ \f(Ln3R(t) ; 3 )}
- ½ ρ SCx  EQ \f(Véject²  ; q ){- 2Rpip  [ EQ \f(Ln² R(t) ; 2 ) +  EQ \f( Ln R(t) ; R(t))+  EQ \f( 1 ; R(t))- 1]}
- ½ ρ SCx  EQ \f(Véject²  ; q ){Rpip2  [Ln R(t) -  EQ \f( 1 ; 2 R(t)² ) +  EQ \f( 2 ; R(t)) -  EQ \f( 3 ; 2 )]}
 avec bien sûr :

R(t) le Rapport de Masses Instantané à l’instant t 
q le débit massique Q/T , supposé constant
Rpip le rapport Poids Initial/Poussée de la fusée 
 . 
Voici pour mémoire les plages de Rpip de plusieurs types de fusées :

Fusée à eau de 1,5L à propulsion 1/10 de seconde : 

préciser la poussée initiale

(Masse de 0,57 à 0,7 Kg)
Rpip  de0,022 à 0,027 

Rpip2 de 0,0005 à 0,00075
Fusées à moteur Wapiti Moyenné :

(Masses sur le Pas de Tir autorisées de 0,5 à 0,7 Kg ) 

Rpip de 0,458 à 0,642 et Rpip2 de 0,21 à 0,412

Fusées à moteur Isard Moyenné : 

(Masses sur le Pas de Tir autorisées de 4 à 8 Kg)

 Rpip de 0,058 à 0,115 et Rpip2 de 0,0033  à 0,013.
OBSERVATION  DE  CETTE  VALEUR  ANALYTIQUE

Le Premier Terme est toujours négatif (dans la mesure où, R étant toujours supérieur à 1, le Ln est toujours positif). C’est donc un soustractif. Il ne comporte aucune référence à la gravité. Pour cette raison, nous verrons qu’il devient primordial pour les très brefs temps de propulsion, cas où la gravité peut être négligée.

Passons tout de suite au troisième terme : il est toujours négatif ce qui apparaît plus clairement dans l’équation (3) où son précurseur est rédigé en+g²t² placé sous le signe moins de l’intégration. Sa valeur absolue est donc à retrancher à la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski. Ceci peut paraître curieux étant donné que ce terme semble représenter l’action de la pesanteur (par le terme g²) action qui, réduisant la vitesse aérodynamique instantanée, réduit aussi la traînée et tend donc à minimiser notre amendement aérodynamique. Mais en réalité la gravité se fait sentir encore plus fortement dans le Deuxième Terme de l’amendement. Cet antagonisme apparent des Troisième et Deuxième Termes n’est que l’effet, au demeurent classique, de la mise au carré de la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski [Véject Ln(R) – gt ].

Le Deuxième Terme est toujours positif, ce qui apparaît dans l’équation (3) où son précurseur est rédigé en –2gtVéject LnR(t)  et placé sous le signe moins de l’intégration. Il est constitue donc une vitesse à ajouter à la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski (nous venons de voir qu’il a un effet contraire au troisième terme).

Les deux derniers termes comportent l’accélération de la pesanteur g. Il s’ensuit que si celle –ci n’existe pas ces deux termes sont nuls.

Mais l’observation de la l’écriture 1’ de notre Amendement ne peut que nous convaincre également que lorsque le temps de propulsion est très bref  les Deuxième et Troisième Termes de notre Premier Amendement deviennent négligeables (à Masse d’Appui et Vitesse d’Éjection donnée)…

Dans la pratique, le paramètre Véject n’est pas vraiment un paramètre variable, puisque les ingénieurs font tout pour le maximaliser (pour la raison que, quitte à éjecter de la Masse d’Appui, il convient de l’éjecter le plus vite possible).

On remarque que le produit ½ ρ SCx agit sur tous les termes. On pouvait s’en douter : à chaque instant la force de Traînée, quelle que soit la vitesse instantanée, est proportionnelle à ce produit. C’est à dire que, pour un SCx divisé par deux, par exemple, la perte de vitesse de fin de propulsion par traînée sera également divisée par deux. 

*

SIMPLIFICATION  DE  CE  PREMIER  AMENDEMENT

Une valeur un peu moins précise de notre amendement 1’ , mais toujours par excès peut être rédigée en retirant certains termes qui minimisent l’excès dans son écriture générale 
 . Cette valeur est valable pour les faibles temps de propulsion :

- ½ ρ SCx {  EQ \f(Véject² T ; 3 Q ) Ln3R  +  g² T3 (1- EQ \f(1;R))2 [LnR  +  EQ \f( 2 ; R )  ]}
avec toujours :
R le Rapport de Masses Final à T =  instant de fin de propulsion
et Q la Masse d’Appui, le Débit Massique de cette Masse d’Appui étant toujours supposé constant.

Mais on peut noter que pour les très faibles temps de propulsion, le terme primordial est bien :

-  EQ \f(½ ρ SCx ; Q ) {  EQ \f(Véject² T ; 3 ) Ln3R }
avec toujours :
R le Rapport de Masses Final à T =  instant de fin de propulsion
et Q la Masse d’Appui, le Débit Massique de cette Masse d’Appui étant toujours supposé constant.

Ce terme primordial, d’aspect très simple, néglige l’action de la gravité. Il pourra être utilisé dans l’étude des engins à propulsion très brève : microfusées, certaines minifusées et fusées expérimentales ?, ainsi que fusées à eau à tuyère non réduite.   

Attention, cependant, au fait que cette valeur de premier ordre ne peut plus prétendre à la qualité de se présenter par excès. Elle prétend simplement être une valeur très proche de l’amendement à effectuer dans le cas des propulsions très brèves.

Voici, d’ailleurs, pour illustrer ces cas de temps de propulsion très brefs, l’évolution des trois termes de notre amendement, dont, en bleu, ce Premier Terme (qui se montre primordial) pour une fusée à eau type de 1,5L à phase propulsive de 1/10’’. En bleu est le Premier Terme, en violet et jaune les Deuxième et Troisième Termes :
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Cette prépondérance du Premier Terme n’est plus aussi nette pour la même fusée à eau type lorsque son temps de propulsion est rallongé à 1’’ :
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Mais, pour une fusée type Koudou,  changer en Wapiti !!dont la phase propulsive (0,56’’) a une brièveté comparable à celle des fusées à eau ‘‘plein goulot’’, la prépondérance du Premier Terme est encore assez nette (l’utiliser ne produit qu’une erreur de 6 %) :
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En fait, et par une chance inespérée, les seules parties en R des trois termes de notre Premier Amendement  (sans leurs coefficients multiplicateurs  EQ \f(Véject²  ; q ) , Rpip et Rpip2)   dessinent les courbes suivantes (ici pour des Rapports de Masses Instantané allant de 1 jusqu’au Rapport de Masses Final du moteur Isard qui vaut 1,2) 
   :
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Les 3 parties en R représentées ci-dessus sont évidemment :

 EQ \f(Ln3R ; 3 )
[ EQ \f(Ln² R(t) ; 2 ) +  EQ \f( Ln R(t) ; R(t))+  EQ \f( 1 ; R(t))- 1]
[Ln R(t) -  EQ \f( 1 ; 2 R(t)² ) +  EQ \f( 2 ; R(t)) -  EQ \f( 3 ; 2 )]
Chacun peut alors juger que ces parties en R suivent des évolutions très peu différentes pour ces faibles Rapports de Masses Instantanés 
.

En d’autres termes et pour ces fusées, puisque ces parties en R son très proches, on peut déjà prédire que la valeur de notre Premier Amendement pourra être réduite, à très peu près à :

Premier Amendement ≈ 

A(Son Premier Terme) + B(Son Premier Terme) +C(Son Premier Terme)

…avec A, B et C dépendant du moteur utilisé par  EQ \f(Véject²  ; q ) et de la Masse Initiale par le Rpip.

C’est à dire qu’on peut écrire :

Premier Amendement ≈ D (Son Premier Terme) 

avec D dépendant de  EQ \f(Véject²  ; q )et du Rpip de la fusée, c‑à‑d ne dépendant que du moteur choisi et de la Masse Initiale de la fusée.

Nous pouvons même rapidement chercher les deux coefficients de pondération qui transforment la partie en R du Premier Terme (c‑à‑d Ln3(R)/3 ) en les cohortes en R des Deuxième et Troisième Termes pour la même plage de Rapports de Masses. 

On peut alors voir ci-dessous :

(que 0,31 Ln3(R) donne la courbe bleu clair qui recouvre la courbe violette de la cohorte en R du Deuxième Terme

(et que 0,29 Ln3(R) donne la courbe marron qui recouvre la courbe jaune de la cohorte en R du Troisième Terme : 
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Un zoom sur la partie haute des courbes est instructif, car ce sont bien les plus forts Rapports de Masses Instantanés qui créeront le plus fort déficit de Vitesse par Traînée :
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Nous n’avons d’ailleurs pas cherché à rapprocher au maximum les courbes violette et bleu clair, car nous cherchons à conserver aux diverses simplification de notre Premier Amendement leur qualité d’être excessifs : il convient donc que nous trouvions au Deuxième Terme de notre Premier Amendement une régression inférieure. 

Quant à la régression donnant la courbe marron, pour cette même raison nous ne la retiendrons pas : il faut que cette régression du Troisième Terme soit forte en valeur absolue, et donc au dessus de la courbe jaune.

La régression qui respecte cette condition est nettement moins réaliste :
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Voici un zoom sur la partie basse qui pose problème (la courbe marron a tendance à passer sous la courbe jaune :
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Le coefficient de pondération utilisé pour assurer ainsi une régression supérieure de la cohorte des termes en R du Troisième Terme est de presque 1/3.

Il s’ensuit que, tout en lui conservant la qualité d’être excessif, on peut simplifier notre Premier Amendement en lui donnant la valeur : 

Amendement régressé toujours excessif  à la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski, à l’usage des pyrofuséistes en fonction du Rapport Poids Initial/Poussée)

- ½ ρ SCx   EQ \f(Véject²  ; q )  EQ \f(Ln3R(t) ; 3 ){1- 1,86 Rpip  + Rpip2  }
 avec bien sûr :

R(t) le Rapport de Masses Instantané à l’instant t 
q le débit massique Q/T , supposé constant
Rpip le rapport Poids Initial/Poussée de la fusée 
 . 
Cet amendement excessif régressé pourra nous servir de base pour une deuxième intégration visant à créer un Deuxième Amendement donnant une vitesse amendée encore plus précise et possédant la qualité de se situer au dessus de la vitesse réelle. 

Mais nous reviendrons sur cette formidable aubaine avec des exemples pratiques.

AUTRE COMPARAISON  ENTRE LES  TERMES  DE NOTRE  PREMIER  AMENDEMENT

Nous aurions pu découvrir cette loi rapprochant, fusée par fusée, les différents termes de notre Amendement 1  en effectuant le quotient du Deuxième Terme sur le Premier et celui du Troisième Terme sur le Premier.

Le quotient du Deuxième Terme (le terme en g) sur le Premier est :

-6 Rpip [ EQ \f( 1 ; 2LnR ) +   EQ \f( 1 ; RLn²R ) +   EQ \f( 1 ; RLn3R ) -   EQ \f(1  ;Ln3R  )]

Ici il faut rappeler que Rpip représente le rapport Poids Initial / Poussée de la fusée (attention : Rpip est d’autant plus faible que la Poussée de la fusée est plus forte, relativement à son poids, c‑à‑d à mesure que l’accélération initiale est plus forte).

Dans la pratique, ce Rpip a donc une valeur comprise entre 1 pour une fusée qui ne décollerait qu’au bout d’un moment (et uniquement par allègement de son carburant) et disons 1/20ème (en gros c’est l’inverse de l’accélération initiale exprimée en g).

Quelle courbe peut bien dessiner cette nouvelle cohorte des termes en R ?

Celle-ci (établie pour une plage de Rapport de Masses allant jusqu’à 6, ce qui correspond au Rapport de Masses d’une fusée à eau type) :
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L’évolution est assez importante. Mais nous devons penser que :

(d’une part la durée de propulsion de ces fusées à eau est extrêmement brève, ce qui minimise l’importance des Deuxième et Troisième Termes de notre Premier Amendement (en minimisant le Rpip)

(d’autre part c’est la partie droite des courbes qui compte le plus puisque c’est en fin de propulsion que se détermine la majorité de la Perte de Vitesse par Traînée.

Pour ce qui est de nos fusées à feu, voici la courbe que dessine la même cohorte pour les fusées à moteur Wapiti Moyenné, par exemple, dont le Rapport de Masse Final n’évolue qu’entre 1 et l,07 ou 1,11 selon la Masse sur le Pas de Tir : 
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La partie en R du Rapport entre le Deuxième Terme et le Premier est donc relativement constante : elle ne varie que de 0,333 à 0,32 !:

C’est donc une quasi constante (à 4 % près) . Cette quasi constance aura ses effets sur nos réflexions dans le reste de ce texte… 

Effectuons à présent le quotient du Troisième Terme de notre amendement 1 sur son Premier Terme :

Le résultat en est :

3Rpip2 [ EQ \f( 1 ; Ln²R ) -  EQ \f( 1 ; 2R²Ln3R ) +   EQ \f( 2 ; RLn3R ) -   EQ \f( 3 ;2Ln3R  )]

Voici l’évolution de cette cohorte des termes en R pour une plage de Rapport de Masses allant jusqu’à 6 :

[image: image28.wmf]Partie en R du rapport du 3éme Terme (en g²)/ 1er Terme 

0,1

0,15

0,2

0,25

0,3

0,35

1,00

2,00

3,00

4,00

5,00

6,00

7,00


L’évolution est assez importante. Mais on sait que pour les fusées à eau, par exemple, la valeur très faible du carré du Rpip minimise énormément son impact… 

Voici à présent l’évolution de la même cohorte de termes en R pour le moteur Wapiti :
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On remarque pour ce moteur, la cohorte des termes en R du quotient susnommé varie peu.

Comparaison de notre Premier Amendement complet avec son Premier Terme

Nous venons d’établir que, pour les moteur Wapiti Moyenné les cohortes en R des Deuxième et Troisième Termes de notre Premier Amendement se montrent quasi proportionnels à celle du Premier Terme au cours de la propulsion… 

Cette situation se retrouve, à un titre à peine moindre, pour une fusée motorisée avec un Isard Moyenné.

Il résulte de ceci que, pour les mêmes moteurs, le Premier Amendement doit également être quasi proportionnel à son Premier Terme :

Premier Amendement ≈ Son Premier Terme (1 + Rpip*A+ *Rpip2*B)
Pour le vérifier, faisons calculer à notre ordinateur le Rapport entre le Premier Amendement complet et son Premier Terme.

Voici, selon le Rapport de Masses Instantané, ce rapport entre notre Premier Amendement et son Premier Terme, pour des fusées mues par un moteur Wapiti Moyenné et présentant sur le Pas de Tir les masses minimum, moyenne et maximum admises :
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Les verticales représentent les rapports de masses finaux atteints par les fusées Wapiti (en bleu clair par la fusée de Masse minimum et ainsi de suite)

Force nous est de convenir que si ce rapport du Premier Amendement à son Premier Terme varie en fonction de la Masse Initiale, il varie très peu durant la propulsion (c‑à‑d avec le Rapport de Masses Instantané). Il ne s’éloigne guère de 0,3 pour le Masse Initiale de 0,5 Kg, de 0,22 pour 0,6 Kg et de 0,14 pour une Masse Initiale de 0,7 Kg.

Il n’y a donc qu’un petit pas à franchir pour dire que ce rapport de notre Premier Amendement à son Premier Terme est très peu différent de :

Premier Amendement ≈ (0,22 + 0,8(0,6 – Minit)

soit :

Premier Amendement ≈ (0,7 – 0,8 Minit)
Ce qui affecte à notre Premier Amendement pour le moteur Wapiti Moyenné la valeur approchée :

Premier Amendement ≈ Son Premier Terme (0,7 – 0,8 Minit)
pour les fusées à moteur Wapiti Moyenné
Nous verrons plus loin que cette propriété ouvre les portes d’une excellente valeur des Pertes de Vitesse de Propulsion par Traînée.

Même comparaison de notre Premier Amendement avec son Premier Terme pour le moteur Isard Moyenné

Il est difficile de résister au désir de calculer le Rapport de notre Premier Amendement complet à son premier Terme. Cela donne pour ce moteur Isard Moyenné et des fusées de 4, 6 et 8 Kg :
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On en tire comme précédemment que le rapport de notre Premier Amendement à son Premier Terme pour ce moteur Isard Moyenné est très peu différent de :

Premier Amendement ≈ Son Premier Terme (0,84 + 0,0275 (6 – Minit)

soit :

Premier Amendement ≈ Son Premier Terme (1,005– 0,0275 Minit)
pour les fusées à moteur Isard Moyenné
Même comparaison pour une fusée à eau

Pour une fusée à eau de 1/10ème de seconde de temps de propulsion, le rapport du Premier Amendement à son Premier Terme est encore plus proche de l’unité :
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Ce graphe exprime assez bien la primordialité du Premier terme de notre Premier Amendement dans ce cas précis de la fusée à eau à propulsion non ralentie, surtout si l’on songe que ce sont les valeurs ultimes de ce Premier Terme qui seront le plus prises en compte par l’intégration de la Perte de Vitesse de Fin de Propulsion par Traînée…

Il en résulte la quasi égalité suivante :

Premier Amendement ≈ Son Premier Terme (1,03– 0,1 Minit)
pour une fusée à eau de 1,5L, T = 1/10’’
Pour une fusée à eau à phase propulsive de 1’’, le graphe est également très intéressant, surtout si l’on pense que ce sont les derniers Rapports de Masses Instantanés qui créent l’essentiel de la Traînée de la fusée :
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Nous aurons l’occasion de revenir sur cette propriété de quasi proportionnalité du Premier Amendement avec son Premier Terme pour les fusées expérimentales et les fusées à eau non ralenties.

Les calculs des pertes Réelles par Traînée, effectués pas à pas par notre tableur, nous permettrons même de pondérer notre Premier Amendement pour le rendre parfaitement réaliste, du moins pour les fusées à eau, et les fusées expérimentales Wapiti et Isard…

AUTRE  RÉDACTION  DU  PREMIER  TERME  DE  NOTRE  AMENDEMENT  EN  RÉFÉRENCE  À  LA  VITESSE  DE  TSIOLKOVSKI

Le Premier Terme de notre Premier Amendement peut encore se réécrire en y faisant apparaître la Vitesse de Fin de Propulsion de Tsiolkovski calculée sans influence de la gravité (que pour nous écrivons ci-dessous VTsiolSansG) :

- ½ ρ SCx (VTsiolSansG)2 { EQ \f(T LnR ; 3Q )}
avec toujours :
: R le Rapport de Masses Final à T =  instant de fin de propulsion
: Q la Masse d’Appui, le Débit Massique de cette Masse d’Appui étant toujours supposé constant.

: VTsiolSansG la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski calculée sans influence de la gravité.

Rappelons cependant que ce Premier Terme, amendement approché de la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski, ne peut plus alors prétendre à la qualité de se présenter par excès. 
 

Il nous apparaît comme indexé sur le carré de cette Vitesse Instantanée de Tsiolkovski. Ce carré est, de plus, pondéré par l’inverse du Débit Massique q = Q/T , ainsi que (une nouvelle fois) par le logarithme du Rapport de Masses Final :
( Le Débit Massique q = Q/T parce que il est représentatif de la durée d’action de la Traînée atmosphérique (quand T est très court pour un Q donné le freinage aérodynamique sur la fusée est trop bref pour peser sur le bilan de la Vitesse de Fin de Propulsion : la perte de vitesse par traînée en devient très faible).

( le logarithme du Rapport de Masses Final parce que celui-ci est représentatif de la forme de la courbe de la vitesse instantanée (de la creuseté , la concavité, de cette courbe).

On pourrait tout à fait instantané fier cette nouvelle écriture du Premier Terme de notre Amendement, mais il faudrait alors prendre pour VTsiolSansG  la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski calculée sans référence à la gravité. 

Cette instantanéification paraît alors nous renvoyer à la valeur classique du Premier Terme de notre Premier Amendement. À savoir :

- ½ ρ SCx {  EQ \f(Véject² T ; 3Q ) Ln3R(t)}
*

REPRÉSENTATIVITÉ  DU  PREMIER  TERME  DE NOTRE  AMENDEMENT  DANS  LE  CAS  DES  FUSÉES  D’AMATEURS :

Le graphe ci-dessous montre ce Premier Amendement de la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski pour une fusée à eau type de 1/10’’ de phase propulsive et de Rapport de Masses Final de 6 :
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On remarque que la vitesse ainsi corrigée très simplement (en marron) est quasi confondue avec la vitesse réelle calculée pas à pas (en rouge).

Néanmoins, si l’on opère la même confusion de notre Premier Amendement avec son seul Premier Terme pour une fusée à feu doté d’un moteur Wapiti Moyenné 
 on constate une nette divergence de la vitesse ainsi corrigée (en marron) par rapport à la Vitesse Réelle (en rouge). :
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Cette non représentativité du Premier Terme doit être attribuée à la forte influence de la durée de la phase propulsive (le moteur Wapiti fonctionne 3,4’’) sur le deux autres termes de notre Premier Amendement (Rpip assez fort).

Et en effet, l’action de la gravité sur la fusée, calculée par v = gT , se solde par une réduction finale de vitesse de 3,4*g = 33m/s, soit autant que la Vitesse Finale de Tsiolkovski complète (les 32 m/s qui apparaisse en violet sur le graphe). Autant dire que la moitié de l’impulsion du moteur est perdue à lutter contre la gravité !

Ceci doit nous être l’indice que la représentativité du seul Premier Terme de notre Premier Amendement ne saurait être satisfaisante.

Rassurons-nous cependant en visualisant la valeur de notre Premier Amendement complet pour cette même fusée moyenne Wapiti Moyenné :
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On constate une nouvelle fois que l’amendement complet de la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski recouvre bien la vitesse réelle (pour ce type de fusée). 
 

Pour une fusée propulsée par le moteur Isard Moyenné, cependant, la représentativité du seul Premier Terme redevient pourtant patente :
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La Phase Propulsive de ce moteur est en effet de 1,5’’, soit nettement plus courte et la Vitesse Finale de Tsiolkovski nettement plus forte.

Cette influence de la durée de propulsion peut être mise en évidence en portant la Phase Propulsive de notre fusée à eau type à 1 seconde. Par rapport au premier graphe de ce chapitre, on assiste alors à la même séparation des courbes rouges (vitesse réelle) et marron (Vitesse Instantanée de Tsiolkovski corrigée du seul Premier Terme) :
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Il faut quand-même toujours garder confiance dans notre premier Amendement au complet (ci-dessous en jaune) :
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La perte de prépondérance du Premier Terme devant les deux autres est évidemment encore plus nette pour la même fusée à eau ralentie à 4’’ de phase propulsive :
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Ce n’est pas pour autant que notre Premier Amendement complet est caduc :

[image: image41.wmf]Vitesses Réelle, deTsiolkovski et 

de Tsiolkovski corrigée du seul 1er Terme et des 3 termes

0

10

20

30

40

50

60

1

2

3

4

5

6

7

Rapport de Masses Instantané

Vitesses

VTsiolkovski

Vréelle

Vtsiolkovski

Corrigée par

1erTerme

"VTsiolKovski

Corrigée1er

Amendement

IWapiti MoyLC


Gageons que le même phénomène de non représentativité du seul Premier Terme existera a fortiori pour la fusée de22,2 t, développant sa poussée durant 150 secondes (tous ces calculs étant effectués à partir d’une Masse Volumique de l’Air constante) :
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Il ne faut pas cacher en effet que même un Premier Amendement complet de la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski (effectué ci-dessous graphiquement en jaune) ne serait en rien réaliste pour traiter de cette fusée de 22,2 t :
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Ou, si l’on exprime les vitesses en fonction du temps :
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On pourrait même dire que la Vitesse ainsi amendée (en jaune toujours) diverge nettement…
Ceci ne nous étonne pas s’agissant de cette fusée pour laquelle, nous l’avons explicité plus haut par des graphes, la traînée devient prépondérante : ici, prendre la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski comme base pour le calcul de la Traînée devient inconséquent : dans le cas de ces fusées butant sur le mur de l’atmosphère, les pertes en Vitesse Instantanée occasionnées par la Traînée (et donc par la Vitesse Instantanée elle-même) sont trop importantes…

Il y a rétroaction de la vitesse sur elle-même et l’équation différentielle du mouvement :

V(t) = ∫γ.dt = ∫-g dt + ∫  EQ \f(Pdt;M(t))  -∫ EQ \f(½ ρ SCx V (t)² dt; M(t))
doit réellement être respectée sans simplifications.

Mais il faut noter pourtant que cette divergence de notre Premier Amendement pour cette fusée n’intervient que vers la moitié de la phase propulsive, lorsque l’engin a quand même atteint un Rapport de Masse Instantané de plus de 1,60 , ce qui est supérieur à ce que la majorité des fusées d’amateurs peuvent atteindre (le seul Premier Terme de notre Premier Amendement, quand à lui diverge bien avant).

Ceci nous conforte dans l’idée que notre amendement, s’il ne peut être utile aux professionnels, est néanmoins très profitable aux amateurs…

On verra pourtant plus bas qu’un deuxième amendement, bien que calculé sur la base de ce Premier Amendement améliore nettement ce résultat.

Il existe encore une écriture intéressante du Premier Terme de notre Premier Amendement, celle qui se base sur le taux de stationnarité de la vitesse de montée de la fusée. Nous y reviendrons plus bas…

Cette analyse des propriétés de notre Premier Amendement étant faite, on peut s’avancer dans sa confrontation avec la réalité.

Cela donnera de nouvelles simplifications, simplifications impliquant une dégradation (que nous jugeons raisonnable) de sa précision.

*

VALEURS PRATIQUE DE NOTRE PREMIER AMENDEMENT POUR LES DIFFÉRENTS TYPES DE FUSÉES D’AMATEURS :

Si à présent l’on remarque que, dans notre Premier Amendement, les termes ½ρSCx apparaissent toujours en multiplicateur général des trois Termes, on peut penser à établir pour chaque moteur pyrotechnique le graphe donnant le quotient de notre amendement par ½ρSCx pour chaque valeur de R, le Rapport de Masses Final.

Il faut convenir cependant que le calcul d’un deuxième amendement basé sur le Premier Amendement nous conduirait à la constatation que le Cx ne demeure pas ainsi en facteur commun de tout le reste : cette position attentiste ne se rencontre donc en réalité que dans l’énoncé de notre Premier Amendement 
 . Elle n’est donc réaliste que si l’on s’en tient au premier ordre des choses, ordre qui, nous l’avons vu, est souvent admissible pour les fusées à faible temps de propulsion.

En théorie, donc, les effets de la Traînée sont bien tributaire de la Traînée elle-même (et donc du SCx) puisque cette Traînée, en minimisant la vitesse atteinte, se limite elle-même en retour… 
  

L’informatique domestique dont nous disposons nous suggère néanmoins l’idée de calculer, grâce à notre tableau Pas à pas, le quotient par SCx de la vitesse réellement perdue aérodynamiquement,  noter cette formulation différente de la sempiternelle « par Traînée » ceci en fonction du Rapport de Masses de la fusée et pour plusieurs valeurs du SCx.

Nous pouvons d’ailleurs nous enhardir à pronostiquer que les courbes correspondant aux différents Cx se montrerons très proches.

Voici cette famille de courbes pour un moteur Wapiti Moyenné, et pour une plage de Rapport de Masses Finaux correspondant à ce que les règles de sécurité autorisent comme plage de Masses sur le Pas de Tir (de 0,5 à 0,7 Kg) :
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Ces courbes sont réalisées par calcul pas à pas et en considérant comme variable avec l’altitude la Masse Volumique de l’air.

À notre grande satisfaction, nous constatons effectivement que la famille de courbes correspondant aux différents Cx est très compacte : on vérifie bien ici que, de façon primordiale, le SCx intervient en facteur commun de la perte de Vitesse par Traînée , du moins pour ces fusées propulsées par le moteur Wapiti Moyenné : l’écart entre les courbes est de 2,2 % en haut et de 1,2 % en bas.

Ceci est une constatation d’importance…

En observant bien, on croit voir que c’est la courbe rouge (correspondant aux plus fort Cx, c‑à‑d à la moins bonne pénétration dans l’air) qui s’y présente la plus basse.

Un zoom sur les Rapports de Masses maximum permet de mieux l’apprécier :
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Le quotient des pertes réelles de vitesse par freinage atmosphérique est donc plus faible pour les fusées possédant un SCx plus forts ! Cela peut troubler un instant, mais on se rassérène en songeant que, à l’occasion du produit de ces quotients par le SCx qui leur a donné naissance, les pertes réelles absolues par Traînée seront quand même largement plus fortes pour les faibles SCx…

Au demeurant, cette position des courbes de forts SCx est tout à fait normale : Comme ces forts SCx limitent les gains en vitesse des fusées, les pertes aérodynamiques réelles (par rapport à la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski) sont un peu plus faibles. Et leur quotient par le SCx également…

Mieux encore, on peut voir dans l’épaisseur de l’arc en ciel des quotients le défaut de primordialité de notre Premier Amendement Complet. C‑à‑d que moins ce Premier Amendement sera réaliste (pour modéliser le comportement d’une fusée) et plus l’arc en ciel sera épais…
La courbe violette ci-dessus représente, quand à elle, les quotients par le SCx des valeurs finales de notre Premier Amendement (dans ses trois Termes). On la note très proche de l’arc en ciel. Rappelons que ces quotients produisent des valeurs indépendantes du SCx (c’est pourquoi il n’existe qu’une seule courbe violette pour toutes les fusées de Masses Initiales différentes et de Cx différents).

Mais le quotient par le SCx des valeurs instantanées du seul Premier Terme de notre Premier Amendement produit un résultat inconvenant ; rappelons que ce quotient a des valeurs instantanées liées au Rapport de Masses Instantané, mais, par définition, il est indépendant du SCx et du Rpip 
 . C’est la courbe marron ci-après, qui vaut donc pour toutes les fusées : 
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On doit admettre qu’elle n’est pas très représentative du quotient des pertes réelles. 
 

Voici à présent cette même famille de courbes pour un moteur Isard Moyenné, et pour une plage de Rapport de Masses Finaux de  à   Kg :

renseigner ci dessus
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La courbe marron, qui représente le quotient par le SCx du Premier Terme de notre Premier Amendement se trouve être moins décalée vers le haut que pour le moteur Wapiti Moyenné.

La courbe violette, quotient par le SCx de la valeur finale de notre Premier Amendement (dans ses trois Termes) se montre relativement proche de l’arc en ciel des quotients réels.

Il faut pourtant se garder d’instantanéifier ces courbes de quotients de vitesse aérodynamiquement perdue par le SCx comme on l’a souvent fait ci-dessus pour la Vitesse de Tsiolkovski : 

Pour preuve, voici en noir la montée de ce quotient par le SCx des pertes instantanées en Vitesse par Traînée pour le moteur Wapiti Moyenné précité, pour huit Rapports de Masses Finaux étagés de 1,077 à 1,111 et pour le Cx moyen de 0,4 :

[image: image49.wmf]Quotients Vitesse Perdue Réellement / SCx et

1erAmendement / SCx , ceci pour différents Cx 

0

500

1000

1500

2000

2500

3000

1

1,02

1,04

1,06

1,08

1,1

1,12

Rapports de Masses Finaux

Quotients Vitesses perdues / SCx

QuotientVPerdue/

SCx Cx=0,3

QuotientVPerdue/

SCx Cx=0,35

QuotientVPerdue/

SCx Cx=0,4

QuotientVPerdue/

SCx Cx=0,45

QuotientVPerdue/

SCx Cx=0,5

Quotient1erAmdt/

SCx

IWapiti MoyLC


On doit donc admettre que les courbes noires ne se placent pas dans le prolongement de l’arc en ciel du quotient par le SCx des pertes de Vitesse Finale par Traînée et que, de plus, elles sont très différenciées (les ordonnées de la courbe noire du haut sont proche du double des ordonnées de celle du bas).…

Attention au fait que le Rapport de Masses Instantané et le Temps entretiennent des rapports hyperboliques. Voici par exemple, en bleu clair, les temps correspondant à la moitié et au 3/4 de la phase propulsive selon les différentes Masses Initiales.
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Il est naturel que l’arc en ciel lui-même présente une courbure proche de l’hyperbole puisqu’il se dessine au temps 3,4 ’’ fin de la propulsion du moteur Wapiti…

Mais comment expliquer cette très nette différenciation de ces courbes réelles, d’autant plus surprenante qu’à Rapport de Masses Instantané égaux (à abscisses égales, sur le graphe) les Vitesses Instantanées de Tsiolkovski (qui ont servi de bases à notre approche de la Traînée) sont égales ?

On se souvient en effet que la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski croît comme le Ln du Rapport de Masses Instantané et que le Premier Terme de notre Premier Amendement croît, lui, comme le cube du Rapport de Masses Instantané. Il en va donc de même  évidemment pour leur quotient par le SCx qui est dessiné ci-dessus.

Donc, à même R(t)   le logarithme LnR(t) et son cube Ln3R(t) sont chacun équivalents pour deux fusées Wapiti Moyenné de Masses Initiales différentes.

Mais justement, le moteur Wapiti moyenné possède ceci de particulier qu’il est très mal décrit par le seul Premier Terme de notre Premier Amendement (reproduisons sa courbe marron ci-dessous) :
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À cet instant de notre réflexion, il faut se souvenir qu’il est aisé, dans notre calcul Pas à Pas de ces Pertes Réelles, d’annuler la gravité g. Nous savons que cela annule alors les Deuxième et Troisième Termes de notre Premier Amendement. Les courbes noires correspondant aux huit masses sur le pas de tir vont alors se regrouper :
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Ceci prouve bien que la différentiation selon les Masses Initiales des quotients des Pertes Réelles par Traînée est liée à l’existence de la gravité…

Incidemment, on peut vérifier qu’en l’absence de gravité le quotient par le SCx des valeurs finales de notre Premier Amendement complet (courbe violette ) se retrouve assez près du quotient des pertes réelles par Traînée. La très légère différence ne peut être imputée ici qu’au fait que ce Premier Amendement est basé sur la seule Vitesse Instantanée de Tsiolkovski (Vitesse sans Traînée, donc) alors que la vitesse réelle de la fusée est légèrement inférieure (du fait de la Traînée)  : L’écart entre la courbe violette et l’arc en ciel représente donc bien ce qu’on pourrait appeler l’erreur de notre Premier Amendement ! (On voit donc que cette erreur est assez faible et que le Premier Amendement, dans ce cas où la gravité n’existe pas, est réaliste) 
 .

Au fait, nous venons de montrer l’instantanéification des quotients par le SCx des pertes réelles par Traînée. Que donne le même quotient de notre Premier Amendement complet par le SCx pour les différentes masses sur la Pas de Tir ? Voici ces quotients, en jaune, pour 3 masses initiales :
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On voit que ce Premier Amendement est assez représentatif quoique toujours excessif (rappelons que le quotient du Premier Amendement par le SCx donne un résultat totalement indépendant du SCx puisque ce SCx est présent en facteur commun dans les trois termes du Premier Amendement)

Mais laissons le moteur Wapiti et revenons au tableau des quotients pour le moteur Isard Moyenné :
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Dans ce cas, les quotients par le SCx des pertes instantanées de vitesse par Traînée (courbes noires) sont dans l’épaisseur de l’arc en ciel. Cet arc en ciel est donc raisonnablement instantanéifiable…

Au demeurant, pour cette dernière motorisation Isard Moyenné, on peut proposer (ci-dessous en noir) une régression très précise des courbes de l’arc en ciel (cette régression a été demandée pour le Cx moyen de 0,4)  :
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Il en résulte que pour le moteur Isard Moyenné, la Vitesse de Fin de Propulsion peut être très convenablement approchée par la formule :

VFinProp = Véject.Ln(R) – gT – SCx [290160 R2 –615445 R +326701]
Attention cependant à ne par «instantanéifier » cette Vitesse de Fin de Propulsion : la parabole énoncée entre crochet remonte très vite sur la gauche de l’arc en ciel…

Mais, puisque nous en sommes aux régressions, on peut noter qu’une simple pondération du Premier Terme de notre Premier Amendement (en marron) le remet tout à fait dans ses marques (les carrés bleus ci-dessous) :
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Si l’erreur commise par cette régression est de 7,4 % en bas de l’arc en ciel (sur les valeurs qui sont d’ailleurs les plus faibles, ce qui minimisera l’erreur sur la vitesse) elle est presque nulle au milieu et n’est plus que de ‑1 % en haut (erreur établie pour un Cx de 0,4)

Cela nous donne donc une autre régression possible de notre arc en ciel et une autre écriture de la vitesse de Fin de Propulsion d’une fusée propulsée par un moteur Isard Moyenné :

VFinProp = Véject.Ln(R) – gT – 0,84 ½ ρ SCx {  EQ \f(Véject² T ; 3Q ) Ln3R}
Sur le graphique ci-dessus, les ronds noirs et rouges représentent la Vitesse de Fin de propulsion calculée selon la formule du Vol de la Fusée… On voit que cette prédiction est un peu optimiste. 
  

Il est d’ailleurs épatant de constater que cette pondération par 0,84 du Premier Terme de notre Premier Amendement est, quant à elle, instantanéifiable, c’est à dire qu’elle donne une très bonne approximation de la perte instantanée de vitesse de la fusée par Traînée.
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On peut donc admettre, pour la vitesse instantanée de la fusée, en cours de propulsion par un moteur Isard Moyenné  :

V(t) = Véject.Ln(R(t)) – g t – 0,84 ½ ρ SCx {  EQ \f(Véject² t ; 3Q ) Ln3R(t)}
Cette valeur pratique est évidemment à rapprocher de la valeur trouvée plus haut lorsque nous calculions le rapport de notre Premier Amendement à son Premier Terme  puisque pour la valeur moyenne de la Masse au Décollage, on retrouve le même coefficient de 0,84…

Intéressons nous, sur cette lancée, au moteur Wapiti Moyenné.

Nous bénéficions de toutes les chances : On peut en effet remarquer sur les trois graphes ci-dessous que l’application d’une pondération (de 0,14 pour la Masse Maximum de 0,7 kg , 0,225 pour une masse moyenne de 0,6 Kg valeur (je ne l’ai pas noté, elle correspond à un calcul intermédiaire de la macro, et de 0,3 pour la masse mini admissible de 0,5 Kg ) au simple Premier Terme de notre Premier Amendement donne très précisément les valeurs instantanées du Quotient des Pertes de Vitesses par Traînée par le SCx :
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(notre calcul a prolongé inutilement la suite de carrés bleus, comme d’ailleurs sur le graphe suivant)
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Ces coefficient de 0,14, 0,225 et 0,3 sont à rapprocher de ceux que nous avons découvert lorsque nous calculions le rapport entre notre Premier Amendement et son Premier Terme : ce sont quasiment les mêmes !

Il s’ensuit que les vitesses Instantanée en Phase Propulsive d’une fusée mue par un moteur Wapiti Moyenné est très proche de :

V(t) = Véject.Ln(R(t)) – g t – C ½ ρ SCx {  EQ \f(Véject² t ; 3Q ) Ln3R(t)}

… le coefficient pondérateur C prenant la valeur  0,14, 0,225 ou 0,3 pour une fusée de 0,7 Kg , 0,6 ou 0,5 Kg sur le Pas de Tir.

Ce que l’on peut généraliser, en privilégiant la précision autour de la Masse Moyenne, sous la forme :

V(t) = Véject.Ln(R(t)) – g t – (0,695 – 0,8 Minit) ½ ρ SCx {  EQ \f(Véject² t ; 3Q ) Ln3R(t)}
…qui représente la Vitesse Instantanée d’une fusée à moteur "Wapiti Moyenné" compte tenu de la Traînée aérodynamique.
Cette formule donne, pour toute la plage des Masses admises par le règlement les résultats suivant (courbes jaunes ainsi qu’orange pour la masse de 0,6 Kg , à comparer aux courbes noires qui représentent la Perte Réelle de Vitesse Instantanée due à la Traînée) :
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Il serait évidemment possible de bâtir un tableau de coefficient pondérateur qui améliorerait les résultats sur les deux courbes hautes et la courbe basse du graphe ci-dessus. Mais nous avons néanmoins l’immodestie de juger satisfaisant ce graphe. 

Ceci est passionnant et établit tout à fait la représentativité du Premier Terme de notre Premier Amendement pour les fusées propulsées par le moteur Wapiti Moyenné, pourvu qu’il soit corrigé en fonction de la Masse sur le Pas de Tir !

Rappelons que la représentativité du seul Premier Terme de notre Premier Amendement vis à vis de ce Premier Amendement a été établie implicitement lorsque nous étudiions les rapports entre les Premiers et Deuxième Termes, dans notre chapitre Comparaison des Deuxième et Troisième Termes de notre Premier Amendement avec son Premier Terme… Les résultats ci-dessus corroborent, si besoin était, la représentativité du Premier Amendement vis à vis des Pertes Réelles par Traînée…

Fusée à eau de 1,5 L et de 1/10ème de seconde de propulsion

Qu’en est-il de la fusée à eau ? Voici ce qu’il en est pour une fusée à eau type de 1,5L, à propulsion allongée à 1’’ :
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Ici encore on constate que l’arc en ciel des quotients est assez compact (de 1,5 % en bas à 7,3 % en haut vérifier que c’est bien cette valeur (nouveau graphe)), mais surtout pour les Rapport de Masses Finaux inférieurs à 6 (ce qui correspond à la moyenne des fusées soit une masse à vide de 100g) : au dessus de 6, les fortes vitesses atteintes par la fusée le font se rapprocher de sa Vitesse Limite de Montée : la traînée occasionnée par un trop fort Cx diminue alors sensiblement les performances de Fin de Propulsion de la fusée : le Cx intervient donc non seulement au premier ordre dans les amendements mais également au deuxième ordre…

Est-ce un indice ? : Le quotient du Premier Amendement (en violet) diverge également un peu plus du quotient des Perte de Vitesses Réelles par Traînée.

Par contre, nous avons la satisfaction d’observer que les courbes noires (quotient des Pertes Aérodynamique Instantanées en Vitesse selon les masses sur le Pas de Tir) sont très compactes. De plus, elles passent quasiment dans l’arc en ciel des quotients des Pertes réelles : on pourrait donc instantanéifier cet arc en ciel sans grande erreur.

Mais mieux encore, comme le Quotient du Premier Terme de notre Premier Amendement (en marron) épouse la forme de l’arc en ciel, on peut pondérer ce Quotient du Premier Terme pour le faire représenter le Quotient des Pertes Instantanées par Traînée. Voilà cette pondération par 0,67 ci-dessous en jaune :
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(les verticales ci-dessus représentent les Rapports de Masses Finaux : Faible, Moyen et Fort)

On peut en tirer la valeur approchée de la Vitesse Instantanée de Propulsion d’une fusée à eau type de 1,5L à phase propulsive de 1’’ :

V(t) = Véject.Ln(R(t)) – g t – 0,67 ½ ρ SCx {  EQ \f(Véject² t ; 3Q ) Ln3R(t)}
vérifier cet encadré, je l’ai fait très vite

Lorsque la propulsion de cette fusée à eau type est réglée à 1/10ème de seconde, le bilan des pertes aérodynamique est beaucoup plus faible ; il passe de  ~ 6000 à ~ 900 pour les plus forts Rapports de Masses :
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C’est un peu plus du dixième, ce qui était prévisible vu la division par dix du temps d’expression des pertes aérodynamiques (la chute des pertes par gravité doit expliquer la petite différence entre ce dixième et le résultat réel  le vérifier)…

L’arc en ciel des quotients (du rouge au bleu dense) est large de ? %en bas et de ?  % en haut

On peut noter ici également que le Premier Terme de notre Premier Amendement (quotient en marron) donne également un quotient assez proche du Premier Amendement lui même (quotient en violet)…

Il est donc tentant de pondérer le Quotient par SCx du Premier Terme de notre Premier Amendement pour le faire exprimer le quotient des Pertes Réelles par Traînée. Voici cette pondération par 1,07 :

[image: image65.wmf]Comparaison quotient Vitesse Perdue Réellement / SCx 

et  notre pondération du quotient 1erAmendement / SCx  

0

200

400

600

800

1000

1

2

3

4

5

6

7

8

9

Rapports de Masses Finaux

Quotients Vitesses perdues / SCx

BFàOTypeProp1/10"


(les verticales ci-dessus représentent les Rapports de Masses Finaux : Faible, Moyen et Fort)

En noirs sont les Quotients de Pertes par Traînée pour les différentes Masses sur le Pas de Tir. On voit qu’ils sont très serrés.

En rouge sont les Pertes par Traînée en Fin de Propulsion pour les différentes Masses (à peine visibles, car confondues avec les Pertes Instantanées).

On peut en tirer la valeur approchée de la Vitesse Instantanée de Propulsion d’une fusée à eau type de 1,5L à phase propulsive de 1/10ème :

V(t) = Véject.Ln(R(t)) – g t – 1,07 ½ ρ SCx {  EQ \f(Véject² t ; 3Q ) Ln3R(t)}
vérifier cet encadré, je l’ai fait très vite

*

DEUXIÈME  AMENDEMENT  ANALYTIQUE  À  LA  VITESSE  DE  TSIOLKOVSKI

À ce stade, nous pouvons nous demander s’il est possible d’améliorer encore la précision de cet amendement analytique à la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski que nous venons de mettre en pratique, c‑à‑d s’il est possible de réduire encore la fourchette de notre estimation de la Vitesse de Fin de Propulsion…

L’idée germe alors d’utiliser la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski amendée une première fois comme base de calcul pour un nouveau calcul de la traînée instantanée et pour son intégration sur la durée de la propulsion, bref, pour effectuer un Deuxième Amendement…

On pourrait croire que l’on ne va rien gagner dans cette tentative d’amendement. Mais c’est oublier que :

( d’une part la vitesse instantanée de Tsiolkovski amendée une première fois est une valeur plus proche de la vitesse réelle que la vitesse instantanée de Tsiolkovski sur laquelle nous avons basé le calcul de notre Premier Amendement ;

( d’autre part que cette vitesse instantanée amendée une première fois qui va nous servir de base pour le calcul de la traînée à chaque instant est une valeur plus faible que la vitesse instantanée réelle (puisque notre Premier Amendement est excessif, ainsi que nous l’avons toujours assuré, ce qui apparaît d’ailleurs sur nos graphes). Si nous nous lançons dans ce Deuxième Amendement, nous retirerons donc à la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski une vitesse (perdue par traînée) plus faible que ce que nous devrions retirer : le résultat de ce deuxième amendement sera donc une vitesse plus forte que la vitesse réelle.

Cette nouvelle vitesse amendée deux fois sera donc la limite haute de la vitesse réelle (en bleu clair ci-dessous, calculée graphiquement), alors que nous connaissons déjà la limite basse de cette même vitesse réelle, qui est la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski amendée une première fois (c’est la courbe jaune, sur les graphes ci-dessus et ci-dessous, correspondant à une fusée à eau de 1,5L et de 100g de masse à vide à propulsion très longue de 4’’) : nous venons ainsi de réduire la fourchette de calcul de la vitesse réelle de la fusée à l’écart entre les courbes jaune et bleu clair :
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Cette création d’un Deuxième Amendement gagnerait, nous l’avons vu, à s’effectuer par Type de moteur : Par exemple, nous avons trouvé en effet pour les fusées de Rapports de Masses Finaux allant jusqu’à 1,2 une formulation régressée toujours excessive de notre Premier Amendement.

Cette formulation est :

- ½ ρ SCx   EQ \f(Véject²  ; q )  EQ \f(Ln3R(t) ; 3 ){1- 1,86 Rpip  + Rpip2  }
avec bien sûr :

R(t) le Rapport de Masses Instantané à l’instant t 
q le débit massique Q/T , supposé constant
Rpip le rapport Poids Initial/Poussée de la fusée, c‑à‑d  M0 g / P 
 . 
Nous n’avons pas effectué cette intégration analytique qui semble parfaitement réalisable. Ce travail reste donc à faire.

Rêve d’avenir : On peut imaginer que le résultat puisse lui même servir de base de calcul à une nouvelle intégration, laquelle, etc…

Il est alors très possible, qui sait ?, que l’agencement des différents termes fasse songer au développement de plusieurs séries. À supposer que ces séries soient convergentes 
 il serait possible que leur valeur soit connue des mathématiciens.

Cet ensemble de souhaits peut sembler naïf, mais l’expérience démontre que de tels souhaits sont assez souvent comblés dans le domaine de la Science Physique… 
   

APPLICATION DE CE DEUXIÈME AMENDEMENT À LA FUSÉE DE 22,2 t

Pour être exhaustif, nous devons produire ici la courbe (en bleu clair) de la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski corrigée par ce Deuxième Amendement pour la fusée de 22,2 t précédemment évoquée.

On voit que, bien que basé sur un Premier Amendement nettement divergeant en seconde moitié de propulsion (toujours en jaune), ce deuxième amendement est plus efficace il propose une vitesse instantanée satisfaisante jusqu’au 3/4 de la phase propulsive (10 % d’erreur au lieu de 30 % avec le Premier Amendement) : il semble qu’il y ait donc une reconvergence propre à ce système de calcul en chaîne :
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On peut donc imaginer qu’un Troisième Amendement améliorerait encore ce résultat, et ainsi de suite…

*

COMPARAISON  DE  NOTRE  TRAVAIL  D’AMENDEMENT  AVEC  LES  RÉSULTATS  D’UNE  AUTRE  SOURCE 
Un texte de l’US Army, DESIGN OF AERODYNAMICALLY STABILIZED FREE ROCKETS, Military Handbook, propose un abaque donnant la perte de vitesse ΔV par seconde de phase propulsive d’après les caractéristiques propulsives et balistiques de la fusée 
 :
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Dans cet abaque :

( ΔVboost /tb est la perte de vitesse par seconde de propulsion (en m/s par seconde). tb est la durée de propulsion (que, pour notre part, nous avons toujours nommé T). ΔVboost /tb est donc une accélération. Dans les lignes qui suivent, nous appellerons ΔVboost  ΔV tout court ;
( G tb est le produit, par la durée tb de propulsion, de l’accélération initiale G de la fusée exprimée en gravité terrestre g (c’est-à-dire G = P/(Minit g) si l’on appelle P la poussée initiale du moteur, Minit la masse initiale de l’engin et g la gravité terrestre). Gtb , produit d’une accélération par un temps, est donc représentatif d’une vitesse, bien qu’il ait la dimension d’un temps. Nous y reviendrons ;
( Bbo est ce que le Military Handbook appelle le Burnout Ballistic Coefficient. C’est le quotient de la Masse Balistique MBal par le produit SCx de la surface de référence par le Cx. Ce Cx doit être pris immédiatement après la fin de la propulsion. Bbo s’exprime en Kg/m² ;
Quels sont les paramètres utilisés comme entrées dans cet abaque ?
( Le coefficient balistique Bbo utilisé comme abscisse dans cet abaque ne prend pas acte de la Masse Volumique de l’air terrestre ni du coefficient ½ qui le précède généralement dans les travaux d’aérodynamique.

Ce coefficient Bbo n’est donc pas un coefficient qui pourrait être utilisé tel quel dans l’ensemble de l’Univers. Nous y voyons avec satisfaction l’indice que l’armée américaine n’est pas en état d’agir dans le Cosmos lointain 
.
Remarquons cependant que les américains ont opté pour un coefficient qui se rapproche beaucoup de notre Distance Balistique 
 : leur Coefficient Balistique Bbo vaut 1,225 / 2 fois notre Distance Balistique, ceci même s’il n’est pas une distance (il s’exprime en Kg/m2 ).
On peut donc dire que, tout comme notre Distance Balistique, il donne une représentation de la distance qu’il faut à un projectile pour que sa vitesse soit divisée par un certain nombre lors d’une course balistique dans une bulle d’air soustraite à l’action de la pesanteur 
.
( La quantité Gtb utilisée également comme entrée dans l’abaque (elle commande le passage d’une courbe à une autre) est assez proche d’une impulsion. Comme l’impulsion très particulière qu’est l’Impulsion Spécifique d’un ergol, Gtb s’exprime en seconde. Ainsi que nous l’avons dit, Gtb représente le produit par la durée de propulsion tb du quotient de la Poussée sur le poids initial de la fusée : P tb/(Minit g).
Le paramètre G est assez proche lui-même de l’inverse de notre paramètre Rpip, rapport du poids initial sur la Poussée moyenne. Souvenons-nous que cette quantité Rpip naît d’elle-même sous la plume lorsque l’on manipule le Premier Terme de notre Premier Amendement…
Intuitivement, on peut ressentir que, le quotient P/Minit représente l’accélération initiale (à l’action de la gravité près). Le produit de cette quasi accélération initiale par le temps va donc donner accès à la vitesse que la fusée obtiendrait si sa masse restait constante et égale à la Masse initiale.

Néanmoins, dans la mesure où le Rapport de Masses de la fusée considérée est assez proche de l’unité, ce produit P/Minit donne assez bien l’ordre de grandeur de la Vitesse de Fin de Propulsion.

Les auteurs de l’abaque ont opté pour la division de cet ordre de grandeur par la constante de la gravité terrestre (ce qui donne pour G un résultat sans dimension). Ce n’est pas une obligation, mais nous l’avions fait également avec notre paramètre Rpip et cela n’ôte pas à la quantité Gtb la qualité de donner une assez bonne idée de la Vitesse de Fin de Propulsion (au coefficient g près).
Voici la représentation (ci-dessous en bleu) de la quantité Gtb selon l’évolution du Rapport de Masses :
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En rouge cette quantité Gtb a été (re)multiplié par g , c'est-à-dire qu’on lui donne la valeur P tb/(Minit) au lieu de P tb/(Minit g)…
On doit admettre que, pour les petits Rapport de Masses (inférieurs à 1,2), ce g*Gtb 
 reste assez proche de la vitesse de Tsiolkovski sans influence de la gravité Véject Ln(R) , en fuchsia (la vitesse d’éjection Véject ayant été prise pour 2450 m/s) et donc qu’il peut constituer un paramètre valable dans l’étude des Pertes de Vitesse par Traînée lors de la phase propulsive d’une fusée (8,6 % d’erreur à R = 1,2).
En deuxième analyse, d’ailleurs, la divergence de ce paramètre g*Gtb d’avec la Vitesse de Tsiolkovski sans influence de la gravité peut fort bien constituer un élément permettant à l’abaque étudié de mieux se caler sur la réalité : par exemple on peut constater que la courbe rouge rend mieux compte de l’évolution probable de la vitesse (sous l’influence de la Traînée) que la courbe fuchsia de Tsiolkovski (qui néglige l’influence de la Traînée)…
Mais nous venons de présenter ce graphe de comparaison sans préciser comment nous l’avons obtenu. Expliquons-nous :
Nous sommes partis du libellé d’origine :

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)Gtb =  EQ \f(P tb; Minit g) 

…et nous y avons exprimé la Poussée P sous la forme qVéject :
Gtb =  EQ \f(qVéject tb; Minit g) =  EQ \f(QVéject; Minit g)
Cette valeur de la Poussée P = qVéject  est souvent diminuée de l’action de la différence de pression (Péject – Patmos) à l’aval de la tuyère d’éjection sur la section de la tuyère en ce point. Nous n’en avons pas tenu compte ici, pour simplifier. 

Tabler sur la Vitesse d’éjection des fusées à feu est tout à fait raisonnable dans la mesure où cette Vitesse d’éjection est justement une constante pour chaque type de propergols : ainsi, pour les fusées militaires à poudre (dont traite l’abaque), cette Vitesse d’éjection est toujours de l’ordre de 2450 m/s. 

Ensuite de quoi, la souvenance que la Masse d’Appui d’une fusée s’exprime également sous la forme :
Q =  EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)Minit  EQ \f(R-1;R) 

…nous a permis de prendre comme valeur de Gtb :

Gtb =  EQ \f(Véject;g)   EQ \f(R-1;R)
…valeur que nous avons modernisée en :
Gtb g = Véject  EQ \f(R-1;R)   pour obtenir la courbe rouge.
Cette nouvelle écriture de Gtb g  nous enseigne donc que ce paramètre ne dépend que de la Vitesse d’éjection et du Rapport de Masses (et il en va de même pour Gtb)…

Remarquons que cette même courbe rouge admet une asymptote horizontale y = Véject. Elle apparaît lorsqu’on élargit l’échelle des ordonnées :
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L’existence de cette asymptote distingue nettement la courbe rouge de la courbe fuchsia et disqualifie sans doute le paramètre Gtb pour ce qui est de l’étude des fusées à forts Rapports de Masses (propres aux fusées spatiales et aux fusées à eau)…
Cependant, la comparaison des deux équations dessinant les courbes fuchsia et rouge, à savoir :
VTsiolSansG = Véject Ln(R) 

…et :

Gtb g = Véject  EQ \f(R-1;R)
…permet de tirer une valeur assez précise de Gtb  libellée à partir de la Vitesse de Tsiolkovski sans action de la gravité et de R. Cette valeur exacte est :
Gtb =  EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(1;g) VTsiolSansG  EQ \f(R-1;R Ln(R))
…qui est notre interprétation du paramètre Gtb utilisé dans l’abaque du Military Handbook.
Nous l’emploierons plus bas...

Analyse de l’abaque de l’US Army
L’allure générale des courbes nous indique que, lorsque le Coefficient balistique d’un corps devient faible (que le corps est doté d’un Cx plus fort), sa décélération moyenne ΔV/tb durant la phase propulsive sous l’action de la Traînée, est plus forte.

C’est normal car, au premier ordre, la décélération est proportionnelle au Cx (c’est d’ailleurs à ce premier ordre que se cantonne, on le sait, notre premier amendement 
).

Comme le Military Handbook fait figurer le Cx au numérateur du Bbo, une simple proportionnalité du ΔV/tb avec le Cx donnerait une hyperbole sur un abaque orthonormé. Ici, cependant, l’abaque admet des abscisses logarithmiques, ce qui fait qu’il est difficile de dire si les trois courbes sont des hyperboles ou non.

Notre tableur peut facilement rafraîchir notre mémoire sur ce point : dessinée sur un abaque à abscisses logarithmiques, la fonction affine y = ax + b donne la courbe bleue ci-dessous. La fonction y = c/x produit, quant à elle, la courbe rouge, alors que les fonctions y = c/x0,8  et y = c/x1,2 produisent les courbes fuchsia et orange :
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À ce stade de l’analyse de l’abaque du Military Handbook, on peut donc dire qu’il est probable que ses trois courbes soient des hyperboles de formule y = c/xn.

La valeur de l’exposant n de ces courbes sera d’ailleurs, à notre sens, symptomatique de la rétroaction du SCx sur les pertes par Traînée : l’accroissement du SCx diminue en effet les vitesses atteintes et, en conséquence, diminue légèrement les pertes de vitesse par Traînée par rapport à leur accroissement strictement lié à l’accroissement du SCx…

Ce qui revient à dire que l’accroissement du SCx produit des effets moins que proportionnels sur la décélération moyenne par Traînée (ou sur les pertes de vitesse par Traînée.
Cela apparaît mieux si l’on reprend l’abaque de l’US Army et que l’on exprime les même ordonnées par rapport à l’inverse de la variable Bbo, en disposant ces nouvelles abscisses de façon proportionnelle (et non plus logarithmique), et en les orientant dans le sens des SCx croissant (à Masse Balistique constante). Ce sont les courbes en traits pleins ci-dessous :
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On remarque alors plus aisément que la décélération moyenne (sur l’axe des ordonnées) est un peu moins que proportionnelle au SCx (ce qu’indiquent les deux tangentes à l’origine, en trait d’axe) 
  
.
Continuons l’analyse de l’abaque de l’US Army pour relever que l’on passe d’une des courbes à une autre selon la valeur du paramètre Gtb.
Nous avons utilisé notre tableur pour traduire cette famille de courbe en une formule analytique unique qui vaudrait pour la pyro-fuséologie d’amateurs.

Des travaux rapides à l’aide de ce tableur nous ont convaincu que les trois courbes américaines sont homothétiques, assez précisément en tous cas pour les deux plus basses.

Ce sont d’ailleurs ces deux courbes les plus basses qui nous intéressent plus particulièrement puisque les produits Gtb usuels pour les amateurs fuséistes sont de 6,18 " pour le Wapiti Moyenné et de 16,11 " pour l’Isard Moyenné (tous deux nettement en dessous, donc, de la courbe la plus basse qui vaut pour un Gtb de 39,9 ").

Voilà, en couleurs, la démonstration visuelle de cette homothétie.

La saisie de la courbe basse de l’abaque américain produit la courbe rouge ; les courbes fuchsia et bleu dense sont homothétique de la courbe rouge (coefficients multiplicateurs 3,7 et 12) :
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On remarque que l’homothétie est quasi parfaite entre les deux courbes basses et encore acceptable entre la courbe basse et la courbe haute.

Le Military Handbook est fort chiche de renseignements quant à l’interpolation entre les trois courbes. Nous notons cependant, pour notre compte, que la croissance du coefficient d’homothétie (1, 3,7 et 12) correspond à une évolution de la puissance 2,54ème du rapport des paramètres Gtb ; ce qui revient à dire que le coefficient d’homothétie permettant de passer d’un courbe à l’autre est [Gtb / 39,9]2,54.
D’autre part, une chance n’arrivant pas toujours seule, Excel nous donne comme régressions possibles des deux courbes basses, les libellés suivants, indiqués sur le graphe :
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Nous simplifions ces libellés en y = 40000 x-0,88 et y = 11000 x-0,88 , ce qui donne les marques en cercles sur le graphe suivant :
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Le triangle rouge correspond à l’abscisse Bbo et à l’ordonnée ΔV/tb d’une fusée à moteur "Isard moyenné".

Une fusée "Wapiti moyenné" donnerait un point un peu à gauche de l’abscisse 1000).

L’emplacement de ces deux points donne une bonne idée de la zone où se situent les fusées à feu d’amateurs (leur perte de vitesse par seconde étant alors de l’ordre de seulement quelques m/s)…
Il est alors aisé de déduire de ces enseignements que la formule analytique unique représentant de façon satisfaisante l’évolution du quotient ΔV/tb selon les variable Gtb et Bbo de l’abaque de l’US Army est :
ΔV/tb = (Gtb / 39,9)2,54 (11000 Bbo-0,88)
Comparons à présent cette formulation, au moins dans ses ordres de grandeur, à notre Premier Amendement (qui est évidemment l’équivalent de ΔV).
Si nous en restons aux ordres de grandeurs, nous pouvons utiliser, dans un premier temps, le seul Premier Terme de notre Premier Amendement, qui est :

½ ρ SCx (VTsiolSansG)2 { EQ \f(T LnR ; 3Q )}
…avec toujours :
: R le Rapport de Masses Final à T =  instant de fin de propulsion

: Q la Masse d’Appui, le Débit Massique de cette Masse d’Appui étant toujours supposé constant.

: VTsiolSansG la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski calculée sans influence de la gravité.
(nous nous sommes affranchi du signe moins qui n’est là que pour signifier que le premier terme de notre amendement prédit des pertes de vitesses et non des gains)
Comme Q peut s’exprimer sous la forme :

Q = MBal(R-1)
… ce Premier Terme de notre Premier Amendement peut encore s’écrire :

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(1;6)   EQ \f(Ln(R);(R-1)) ρ SCx (VTsiolSansG)2  EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)  EQ \f(T;MBal)
…et il représente  la prédiction, par le Premier Terme de notre Premier Amendement, des pertes de vitesse par Traînée pendant la phase propulsive.

En faisant apparaître la Masse Balistique, nous avons recomposé l’inverse du Coefficient balistique américain SCx/MBal qui est utilisé dans l’abaque du Military Handbook pour les abscisses.
Intuitivement, on aurait pu penser que seul le SCx intervenait dans les pertes par Traînée en phase propulsive. Mais c’aurait été oublier que plus la Masse de l’engin est forte et moins il se produit de pertes de vitesse par Traînée (puisque une plus grande partie de l’énergie de propulsion est emmagasinée en énergie cinétique dans ladite Masse au lieu d’être transformée en vitesse) 
.

La Masse Balistique présente dans le Coefficient Balistique de l’US Army l’est donc au titre de masse d’inertie. C’est d’ailleurs la même Masse Balistique qui préside aux calculs classiques de trajectoire qui suivent la phase propulsive et qui figure dans notre Distance Balistique, même si cette même masse d’inertie, de résistante est alors devenue motrice 
…
Note sur une autre méthode d’accès aux ordres de grandeur :
On pourrait aussi, à titre d’approche des ordres de grandeur, s’affranchir du logarithme en le remplaçant par la régression linéaire Ln(R) = R – 1 (on sait que pour les valeurs proche de 1, ce qui est le cas de nos fusées d’amateurs, la pente du logarithme reste proche de l’unité). Cette substitution donne :

 ½ ρ SCx (VTsiolSansG)2 { EQ \f(T (R-1) ; 3Q )}
La quantité (R – 1) admet alors une autre écriture ; cette écriture est :

Q /(Minit – Q)  ou encore : Q /(MBal)
Il en résulte que les pertes de vitesse par Traînée en phase propulsive prédites par notre premier amendement, pour les Rapports de Masses proches de l’unité, sont peu différentes de :

ΔV ≈  EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(1;6) ρSCx (VTsiolSansG)2   EQ \f(T;MBal)
Comment concilier notre formulation et celle du Military Handbook ?
Cette question nous a occupé l’esprit quelques jours.

Un peu plus haut, nous avons considéré que le produit Gtb donnait un bon ordre de grandeur de la vitesse atteinte en fin de propulsion. Nous avons même calculé notre présentation de ce produit en référence à la Vitesse de Tsiolkovski (sans influence de la gravité) et à R :
Gtb =  EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(1;g) VTsiolSansG  EQ \f(R-1;R Ln(R))
La formule analytique unique décrivant l’abaque du Military Handbook (que nous avons dégagée plus haut) en devient :

ΔV/tb = [  EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(1;g) VTsiolSansG  EQ \f(R-1;R Ln(R)) / 39,9]2,54 (11000 Bbo-0,88)
Extrayons à présent le SCx du paramètre Bbo (puisque Bbo vaut MBal / SCx) :
ΔV/tb = (SCx)0,88 [  EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(1;g) VTsiolSansG  EQ \f(R-1;R Ln(R)) / 39,9]2,54 (11000 MBal-0,88) 
Il n’a échappé à personne que la durée de propulsion tb américaine équivaut à notre durée de propulsion T. 

Les pertes de vitesse par Traînée en phase propulsive prédites par l’abaque états-unien s’élèvent donc à :

ΔV = (SCx)0,88 [  EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(1;g) VTsiolSansG  EQ \f(R-1;R Ln(R)) / 39,9]2,54 (11000  EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(T; MBal0,88)) 
…ou encore, en introduisant la Masse Volumique de l’air :

ΔV =  EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)  EQ \f(11000;(39,9 g)2,54) [ EQ \f(R-1;R Ln(R))]2,54  EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(ρ;1,225) (SCx)0,88 VTsiolSansG2,54   EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(T;MBal0,88) 
Ce qui, toutes simplifications effectuées, donne :

ΔV =  EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)0,00233 [ EQ \f(R-1;R Ln(R))]2,54 ρ(SCx)0,88 VTsiolSansG2,54   EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(T;MBal0,88)
…qui est une bonne formulation analytique des pertes de vitesse par Traînée en phase propulsive pronostiquées par l’abaque de l’US Army.
Cette formulation offre l’avantage d’utiliser les mêmes paramètres que ceux qui figurent dans notre recherche d’amendement de la Vitesse de Tsiolkovski.

Comparons cette prédiction américaine au seul Premier Terme de notre Premier Amendement encadré plus haut, à savoir :

 EQ \f(1;6)   EQ \f(Ln(R);(R-1)) ρ SCx (VTsiolSansG)2  EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)  EQ \f(T;MBal)
Ces deux encadrés présentent des similitudes intéressantes, à quelques différences d’exposants près (différences également intéressantes).
Nous avons relevé beaucoup plus haut que ce Premier Terme de notre Premier Amendement ne donnait pas des résultats satisfaisants pour tous les types de moteurs utilisés par les pyrofuséistes amateurs. Ainsi, pour les moteurs type "Wapiti moyenné" (à phase propulsive de 3,4’’, c‑à‑d  particulièrement longue), la comparaison entre la prédiction du seul  Premier Terme de notre Premier Amendement (en fuchsia) et la prédiction de l’US Army (en bleu) est décevante :
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(les verticales bleu clair représentent les masses balistiques extrêmes autorisées par le règlement pour ce moteur)
Le seul Premier Terme de notre Premier Amendement pronostique des pertes de vitesses 3 à 4 fois plus fortes que celles revendiquées par l’US Army !

Cette divergence est due, rappelons-le, à la très grande durée de la phase propulsive de ce moteur "Wapiti moyenné" : les pertes de vitesse par gravité au cours de cette phase propulsive est du même ordre que la Vitesse de fin de propulsion 
, or le seul Premier Terme de notre Premier Amendement ne tient pas compte de la diminution de Traînée consécutive à la perte de vitesse par gravité…
Ceci constaté, nous avons construit plus haut dans notre texte un libellé régressé de notre Premier Amendement qui possédait la qualité de toujours rester excessif pour des Rapports de Masses inférieurs à 1,2. Ce libellé est :

½ ρ SCx   EQ \f(Véject²  ; q )  EQ \f(Ln3R(t) ; 3 ){1- 1,86 Rpip  + Rpip2  }
…le paramètre Rpip n’étant rien d’autre que le rapport Poids initial/Poussée, à savoir : M0g / P (inverse du paramètre G américain)…

L’utilisation de ce libellé toujours excessif en Rpip améliore grandement la prédiction des Pertes de vitesse par Traînée pour le moteur "Wapiti Moyenné" (c’est la courbe en rouge ci-dessus)

Pour être exhaustif, nous avons fait figurer également ci-dessus la courbe dessinée par l’intégralité de notre Premier Amendement (avec tous ses termes, donc) (marques en croix fuchsia), intégralité qui, ainsi que nous l’avons démontré plus haut dans ce texte, possède également la qualité d’être excessive (pour toutes les valeurs de R)…

Notons d’ailleurs que ces croix fuchsia passent sous la courbe bleu américaine, ce qui peut inciter à penser que cette courbe est placée un peu haut par les auteurs états-uniens… 

Ces croix passent également sous notre courbe rouge que nous avons pareillement donnée pour excessive : cela peut mettre mal à l’aise un instant, mais reste néanmoins logique, dans la mesure où l’une des deux courbes (croix fuchsia et courbe rouge) peut être plus excessive que l’autre…
La divagation désagréable de la courbe fuchsia (dessinant le seul Premier Terme de notre Premier Amendement) par rapport à la courbe américaine bleue est moins nette cependant pour les fusées à moteur "Isard moyenné" :
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En effet, ce moteur présente une durée de fonctionnement beaucoup plus brève (1,55’’). Cette brièveté diminue les pertes de vitesse par gravité à 15,2 m/s 
, alors que la Vitesse de Tsiolkovski (sans influence de la gravité) s’élève de 140 à 290 m/s (soit 10 à 20 fois plus) selon la Masse balistique choisie (et acceptée par le règlement).
D’ailleurs la valeur intégrale de notre Premier Amendement (croix fuchsia) fait jeu égal avec la valeur pronostiquée par le libellé en Rpip toujours excessif (courbe rouge ci-dessus) .

Cette sympathique unanimité valide au passage l’usage de ce libellé en Rpip toujours excessif (au moins pour ce moteur et probablement pour ce type de moteurs normalement bref)…

Pour plus de précision, nous allons utiliser maintenant comme libellé des pertes de vitesse par Traînée les libellés spéciaux établis précédemment pour chaque type de moteur.

Par exemple, pour le moteur "Wapiti moyenné", celui-ci, établi plus haut :

ΔV =  (0,695 – 0,8 Minit) ½ ρ SCx {  EQ \f(Véject² T; 3Q ) Ln3R}
Comme c’est le cas pour l’abaque américain ou notre formule unique qui le décrit, la Masse Balistique doit constituer les abscisses. C’est égal puisque, pour chaque Masse Balistique on a une valeur de la Masse Initiale (qui vaut MBal – Q) puisque la Masse d’Appui Q est une constante du moteur  (0,05 Kg). De même, pour chaque Masse Balistique on a une valeur de R, quotient de la Masse Initiale par cette Masse Balistique.
Voici la comparaison avec l’abaque américain (pour un Cx de 0,4) :
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Notre prédiction spéciale au Wapiti est en vert 
, la prédiction en Rpip toujours en rouge, celle de l’intégralité de notre Premier Amendement en croix fuchsia, celle du Military Handbook en bleu et celle du Vol de la Fusée en noir à marques rouges 
.
Les deux verticales bleu clair représentent toujours les Masse Balistiques extrêmes admises par le règlement…
La comparaison des courbes semble indiquer que la prédiction des pertes de vitesse par Traînée américaine est un peu surévaluée pour ce type de fusée (qui est d’ailleurs sous motorisée par rapport aux engins militaires dont traite le texte de l’US Army)…
Pour le moteur "Isard Moyenné", l’utilisation de la formule spécialisée dégagée plus haut :
ΔV = 0,84 ½ ρ SCx {  EQ \f(Véject² T; 3Q ) Ln3R}
…conduit au graphe suivant :
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Notre prédiction propre à l’Isard est en vert, celle utilisant le Rpip toujours en rouge, celle utilisant l’intégralité de notre Premier Amendement en croix fuchsia, celle de l’US Army en bleu et celle du Vol de la Fusée en noir à marques rouges.
Ici, la courbe américaine est plus basse que nos prévisions  "excessives" et c’est normal… Mais elle l’est peut-être trop…

À cet égard, c’est donc la courbe tirée du Vol de la Fusée qui se met en infraction (mais de très peu)…
En conclusion, cette confrontation avec l’abaque de l’US Army semble indiquer qu’avec nos prédictions moteur par moteur comme avec nos prédictions utilisant l’intégralité de notre Premier Amendement ou notre libellé simplifié en Rpip, nous aboutissons à des ordres de grandeurs raisonnables…
La proximité de notre prédiction des Pertes de vitesse par Traînée en phase propulsive avec la prédiction du Vol de la Fusée est de nouveau dévoilée dans ces graphes.
AMENDEMENT  ATMOSPHÉRIQUE  À  LA  VITESSE  DE  TSIOLKOVSKI  DANS  LE  CAS  D’UNE  FUSÉE  À  DEUX  ÉTAGES

Dans le cas d’une fusée à deux étages, le même travail d’intégration de la traînée pourra être mené durant la propulsion du deuxième étage seul. La différence avec le travail que nous venons d’effectuer étant que la vitesse initiale n’est plus zéro mais V1, c‑à‑d celle qu’à produite la propulsion du premier étage 
 .

La valeur de l’amendement excessif de la vitesse de fin de propulsion du deuxième étage (calculée selon Tsiolkovski) deviendra alors :

 générer une fraction :

ΔV(T) = ½ ρ S2Cx2 ∫(1/M(t)){V1 + Véject Ln[R(t)] -g.t)}2 dt

- cette intégration étant à effectuer sur l’intervalle de temps de la propulsion du deuxième étage

- S2Cx2 étant le produit SCx correspondant au deuxième étage.

Le développement, sous le signe d’intégration, du carré de la vitesse instantanée de Tsiolkovski (carré de la parenthèse verte) produira 3 termes nouveaux  par rapport à ceux que nous avons déjà rencontrés. Ces termes nouveaux (en V1² ,  - 2gV1²  et 2V1Véject ) nous semblent tout à fait intégrables analytiquement.

Ce travail reste donc à faire.

*

PRISE  EN  COMPTE  DE  LA  VARIATION  DE  LA   DENSITÉ  DE  L’AIR  AVEC  L’ALTITUDE

Le Vol de la Fusée indique bien que, pour un gain d’altitude de 1000 m, la masse volumique de l’air varie de 10 %. Bien que les calculs de traînée que nous effectuons soient basés sur des Cx estimés souvent trop grossièrement, ces 10% ne sont pas tout à fait négligeable.

Comment est-il possible de prendre en compte la variation de la masse volumique ρ de l’air ?

L’ingénieur pensera à deux méthodes :

( D’UNE PART LA MÉTHODE MATHÉMATIQUE utilisant les formidables implications scientifiques de la fameuse loi mathématique dite de l’Intégration par parties :

∫VdU = UV – ∫UdV

Ces implications scientifiques sont que cette loi permet la correction (opérée dans un deuxième temps) d'une intégration effectuée en considérant, dans un premier temps, un paramètre V comme constant.

Pour plus de clarté, d’ailleurs, il est bénéfique de réécrire la loi mathématique de l’intégration par parties en remplaçant V par ρ . Nous possédons donc une nouvelle rédaction de cette loi :

∫ρ dU = ρU – ∫Udρ

Dans notre cas, ρ représentera la densité de l'air, supposée peu variable avec l'altitude.

Appliquons cette démarche au cas où la gravité de la planète est négligée. Notre projet est alors de réaliser l’intégration de :

- ∫ EQ \f(½ ρ SCx [Véject LnR(t)]² dt; M(t))
ceci lorsque ρ est une variable du temps.

Comparons ce libellé avec le premier membre du libellé de la loi, à savoir ∫ρ dU :

ρ est clairement identifiable.

Quant à dU on peut l’identifier comme étant :

-  EQ \f(½ SCx [Véject LnR(t)]² dt; M(t))
À quelques coefficients près, nous avons déjà effectué cette intégration, dans la première partie de ce texte. Le résultat en est évidemment notre Premier Amendement lorsqu’il ne comporte, dans ce cas où g est négligé, qu’un seul terme :

–  EQ \f(½ ρ SCx ; Q ) [  EQ \f(Véject² t; 3 )Ln3R ] 
Dans l’expression de la loi, ∫ρ dU = ρU – ∫Udρ , cette expression représente évidemment ρU .

À présent, dans un deuxième temps, en application de la loi de l’intégration par parties, nous allons retrancher à ce premier résultat l'intégrale ∫Udρ , U étant alors tiré du Premier Amendement que nous venons de rapporter (en le divisant par ρ) et dρ étant tiré de la loi d'évolution de ρ selon l’altitude, évolution que l'on est censé connaître par hypothèse...

C’est à dire qu’à notre amendement, nous allons retrancher – ∫Udρ :

La valeur de notre Premier Amendement lorsque la variation de la densité de l’air est prise en compte est donc :

–  EQ \f(½ ρ SCx ; Q ) [  EQ \f(Véject² t; 3 )Ln3R ] + ∫  EQ \f(½SCx ; Q ) [  EQ \f(Véject² t; 3 )Ln3R ]dρ :

toutes ces primitives étant à prendre de 0 à T (y compris le produit doté d’un signe moins).

Reste à déterminer la loi d’évolution de ρ par rapport au temps.

Le Vol de la Fusée donne, une loi d’évolution de ρ par rapport à l’altitude où se trouve la fusée :

ρ(h) = ρ0  EQ \f( 20000 - h ; 20000 + h ) 

Cette loi nous fournira une valeur de dρ par rapport à h :

On aura ainsi apporté une première solution à l'un des problèmes classiques des ingénieurs : Comment améliorer une loi pour tenir compte de la variation d'un paramètre jusque là considéré comme constant ?
Il est d’ailleurs extrêmement satisfaisant de noter que cette amélioration que nous effectuons dans un deuxième temps n’est entachée d’aucune erreur : la loi d’intégration par parties nous assure en effet que cette amélioration est parfaitement exacte !

Mais là où l’on va introduire une erreur c’est lorsque l’on va devoir apprécier h d’après une formule ne tenant pas compte de la traînée.

( LA DEUXIÈME MÉTHODE de prise en compte de la variation de la densité de l’air avec l’altitude est de chercher à déterminer une masse volumique équivalente qui serait considérée comme constante durant le vol. Appelons ρéqu celle-ci.

Bien sur, cette Masse Volumique Équivalente ρéqu doit être déterminée avant de l’injecter dans la formule de Tsiolkovski ou même dans nos amendements de celle-ci.

Quels seront les paramètres qui présideront à la détermination de cette Masse Volumique Équivalente ?

Sans doute pas la couleur de la fusée. Par contre, étant donné que la fusée connaît une courbe de vitesse d’autant plus pentue et creuse que le Rapport de Masses Final est fort, il est évident que ce R interviendra principalement dans l’établissement de ρéqu  . Mais posons le problème mathématiquement.

Si dans une première approche nous considérons que la Traînée peut être passablement estimée d’après la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski (non amendée)  , ρéqu est la valeur de la Masse Volumique de l’air qui satisfera à l’équation :

1/2 ρéqu SCx ∫  EQ \f(VTsiol2 ; M(t) ) dt = 1/2 SCx ∫ ρ(t) EQ \f(VTsiol2 ; M(t) )dt

(à gauche on considère la Masse Volumique comme constante et égale à ρéqu alors qu’à droite on la considère comme une variable ρ(t))

Après simplification par 1/2 SCx, on peut facilement extraire la valeur mathématique de ce ρéqu  que nous cherchons :

ρéqu =  EQ \f(∫ ρ(t) (VTsiol2/M(t)) dt;∫ (VTsiol2/M(t)) dt)    

dans cette équation ρ(t), VTsiol et bien sûr M(t) sont variables avec le temps. D’autre part, VTsiol doit intégrer ici l’influence de la gravité.

La première constatation que l’on peut faire à la vue de cette équation, c’est que nous sommes en train de calculer une certaine moyenne de la masse Volumique de l’air : pourtant ce n’est ni la moyenne arithmétique, ni la moyenne quadratique, mais une sorte de moyenne, qu’on pourrait évidemment appeler aérodynamique et qui promet d’être exprimée à base de logarithmes. Voir à ce sujet notre texte : Existe-t-il une Masse Volumique Équivalente pour l'air traversé par nos fusées ?.
La deuxième constatation intéressante résultant de cette simple mise en équation mathématique est que le SCx de la fusée s’est trouvé élidé explicitement dans notre formule. Attention cependant qu’il peut encore être présent, implicitement, dans ρ(t).

Mais si l’on admet que, primordialement, ρ(t) ne dépend pas du SCx (et ce sera le cas si nous calculons sa valeur selon la formule de l’altitude de Tsiolkovski (altitude calculée ci-dessous et qui ne prend pas en compte la Traînée), on pourra prétendre que, primordialement, la  Masse Volumique Équivalente ρéqu  ne dépend pas du SCx…

 qu’en est-t-il de la même intégrale lorsqu’on tient compte du Premier Amendement ? je pense que le Cx doit s’annuler également…

On pourrait s’en tenir là et fonder sur cette équation une évaluation satisfaisant de ρéqu, .

Mais on peut également, dans une deuxième démarche, confier le problème à notre tableur afin de jauger l’influence réelle du Cx sur ρéqu  .

La loi d’évolution de la Masse Volumique de l’air selon l’altitude étant celle proposée par Le Vol de la Fusée à sa page 16 :

ρ(h) = ρ0  EQ \f(20 000 - h;20 000 + h)    

… loi qui présente la propriété intéressante de comporter en facteur ρ0, la Masse Volumique à l’altitude du Pas de Tir (cette ρ0 dépend, dans les faits, de la météo du jour et de l’altitude du Pas de Tir).

Voici les valeurs de la Masse Volumique Équivalente  ρéqu selon les valeurs du Rapport de Masses R et selon le SCx, ceci pour une minifusée dotée d’un moteur Wapiti Moyenné.

Bâtir ce tableau

Voici l’évolution de la même ρéqu pour fusée expérimentale à moteur Isard Moyenné :

Bâtir ce tableau

ou équipée d’un moteur Chamois…

Bâtir ce tableau

L’étude de ces courbes nous incite donc à penser que le SCx des minifusées et des fusées expérimentales n’est pas un élément déterminant dans l’estimation d’une densité équivalente de l’air traversé durant la phase propulsive. On peut cependant le prendre en ligne de compte en le tirant des graphes ci-dessus.

à terminer

*

ALTITUDE  DE  TSIOLKOVSKI

La formule donnant ce que nous avons appelé la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski (formule qui néglige la Traînée atmosphérique) est intégrable sans difficultés particulière dans le temps. 

Le résultat de cette intégration est ce que nous nommerons l’Altitude de Tsiolkovski, altitude de Fin de Propulsion de la fusée 
 , calculée également sans considération pour la Traînée Atmosphérique.

Une première écriture en est :

H(T) = T Véject {1 + LnR [1-  EQ \f(R;R-1) ]}  – 1/2 g T²

Valeur de l’Altitude de Tsiolkovski, c‑à‑d l’altitude de Fin de Propulsion d’une fusée calculée en considérant nulle la Traînée atmosphérique.

Cette écriture est donc référencée à la Vitesse d’éjection de la Masse d’appui, toujours supposée constante.

Mais une autre écriture peut également servir, qui prend pour référence la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski calculé sans Influence de la gravité (et nommée pour cette raison  VTsiolSansG) : 

H(T) = T VTsiolSansG {1 + EQ \f(1;LnR)  -  EQ \f(R;R-1)}  – 1/2 g T²

Autre valeur de l’Altitude de Tsiolkovski, c‑à‑d l’altitude de Fin de Propulsion d’une fusée calculée en considérant nulle la Traînée atmosphérique.

Elle est intéressante en ceci qu’elle exprime, entre les crochets, ce que l’on pourrait nommer le coefficient d’intégration de la courbe de Vitesse Instantanée de la fusée dans sa composante exempte de la gravité, c‑à‑d le coefficient de concavité de cette courbe de vitesse calculée sans g 
 . Quelle est l’évolution de ce coefficient d’intégration selon R ?

Voici cette évolution :

[image: image80.wmf]Evolution du terme en R 

de l'altitude de Tsiolkovski

0,3

0,35

0,4

0,45

0,5

0,55

1

3

5

7

9


Comme on pouvait s’en douter, lorsque le Rapport de Masses avoisine l’unité, la valeur de ce terme en R (qui est le coefficient d’intégration de la vitesse) est de 0,5 
 . .

Cette courbe du terme en R admet deux régressions assez précises :

La première est   -0,077LnR + 0,498   , ici tracée en violet :
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…régression qui est précise à moins de 0,9 % près sur une plage de R allant de 1 à 10 . 
  

Et la deuxième est :  0,5036 R -0,19 également en violet ci-dessous  :
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qui suit la courbe à moins de 7 millièmes près (sur une plage de R allant de 1 à 10).

On peut donc légitimement assimiler l’Altitude de Tsiolkovski à :

H(T) ≈ T VTsiolSansG {- 0,077LnR + 0,498}   – 1/2 g T²

Régression de l’Altitude de Tsiolkovski, c‑à‑d de l’altitude de Fin de Propulsion d’une fusée calculée en considérant nulle la Traînée atmosphérique, précise à moins de 0,9 % près sur une plage de R allant de 1 à 10 ..

qui, au besoin peut évidemment s’écrire :

H(T) ≈ T VTsiolSansG Ln  EQ \f(1,645; R0,077)   – 1/2 g T²

Régression de l’Altitude de Tsiolkovski, c‑à‑d de l’altitude de Fin de Propulsion d’une fusée calculée en considérant nulle la Traînée atmosphérique, précise à moins de 0,9 % près sur une plage de R allant de 1 à 10 ..

ou encore par le biais de l’autre régression :

H(T)  ≈  0,5036 T VTsiolSansG { R - 0,19 } – 1/2 g T²

Régression de l’Altitude de Tsiolkovski, c‑à‑d de l’altitude de Fin de Propulsion d’une fusée calculée en considérant nulle la Traînée atmosphérique, précise à moins de 7 millièmes près sur une plage de R allant de 1 à 10 ..

D’autres régressions peuvent évidemment être adoptées qui rendront mieux compte du coefficient d’intégration de la vitesse pour des plages de Rapports de Masses plus étroites (en particulier pour celle correspondant aux minifusées et fusex. Mais l’important est que ce coefficient d’intégration évolue doucement selon R entre 0,5 (pour les minifusées à moteur type Kodou Vérifier) et 0,36 , par exemple, pour une fusée à eau type à Rapport de Masses de 6 
 .

L’Altitude de Tsiolkovski en devient assez facilement calculable. Cette altitude sera d’autant plus proche de l’altitude réellement atteinte par la fusée en fin de propulsion que la durée de propulsion sera brève (du fait que cette brièveté limite la durée d’action du freinage atmosphérique)(et c’est effectivement le cas pour les fusées à eau ainsi que les micro et minifusées, tout engins dont on établira ci-dessous que leur altitude de Fin de Propulsion est très proche de l’Altitude de Tsiolkovski.

Altitude  instantanée  de  Tsiolkovski

Nous avons jusque là exprimé l’Altitude de Tsiolkovski en fonction de R, le rapport de Masses Final, ce qui donne l’Altitude de Fin de Propulsion de Tsiolkovski. Mais il peut être intéressant à présent d’exprimer à chaque instant l’altitude en fonction du temps passée depuis le lancement de la fusée. On parlera alors d’Altitude Instantanée de Tsiolkovski. Cette altitude est :

H(t) = tVéject  – Véject Ln{0) EQ \f(1;1 – )
}[  EQ \f(M0;q) – t] – 1/2 g t²

Ce qui donne plus simplement :

H(t) = tVéject  –  EQ \f(Véject M0; q )   EQ \f(LnR(t) ; R(t) )  – 1/2 g t²

Voici la courbe de cette Altitude Instantanée de Tsiolkovski selon le temps (en violet) en comparaison avec l’Altitude Réelle ou du moins celle que calcule notre tableau pas à pas en tenant compte de la Traînée (courbe rouge), ici pour une fusée moyenne Wapiti Moyenné :
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Notre surprise est grande de constater que l’écart entre les deux courbes est minime (1,34 % en Fin de Propulsion) alors que l’écart entre la Vitesse de Tsiolkovski et la vitesse réelle est, lui, de 2,42 %.

Il en est d’ailleurs de même pour une fusée moyenne à moteur Cariacou :
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… pour laquelle l’écart sur l’Altitude n’atteint que 0,29 %    (0,69 % d’écart sur la vitesse)

Une fusée à moteur Isard Moyenné les écarts sont de 0,45 % sur l’Altitude et 1 % sur la Vitesse…

Il n’y a que pour une fusée moyenne propulsée par un moteur Chamois que l’on relève un écart plus important (respectivement 4,1 % et 10,3 %) :
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Il nous reste à envisager l’influence de la Traînée sur l’Altitude de Fin de Propulsion atteinte par les fusées à eau.

Elle est presque insensible pour une fusée type plein goulot : 0,44 % (contre  1,18 % de perte de vitesse). 

Pour une fusée à eau de 1 seconde de temps de propulsion, on obtient les courbes suivantes, (4,1% et 10,3 %) :
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Pour une fusée à eau vraiment extrême à très petite tuyère, cependant (phase propulsive de 4 secondes) l’écart d’altitude passe à 7,7% (contre 18 % pour l’écart de vitesse)… 

À quoi peut-on attribuer cette faible influence de la Traînée sur l’Altitude de Fin de Propulsion ?

La raison de cette faible influence de la Traînée Aérodynamique sur la Hauteur de Fin de Propulsion tient au fait que le gros de la perte de vitesse sous l’effet de la Traînée se produit principalement vers la fin de la Propulsion (du fait que cette Traînée dépend du carré de la vitesse). On peut alors subodorer que la réduction de vitesse qui en résulte produit peu d’effet relatif sur l’altitude de Fin de Propulsion puisque ce déficit de vitesse a eu peu de temps pour s’exprimer…

Cette faible durée d’expression relative sur la hauteur du tardif déficit de vitesse peut d’ailleurs être expérimentée dans le cas simple de la chute d’un corps soumis à la seule pesanteur, encore nous faudra-t-il, dans ce cas, mieux définir la notion d’influence de la Traînée sur la Vitesse en valeur relative. En effet l’influence relative de la Traînée sur la vitesse peut se quantifier de deux façons :

( (VVide – VAir) / VVide
…ou :

( VVide – VAir) / VAir 

Dans le cas de nos fusées en phase propulsive, la Vitesse dans le vide n’est autre que la Vitesse de Tsiolkovski.

Nous avons vu que, pour les fusées d’amateurs, cette vitesse est du même ordre de grandeur que la vitesse réelle (vitesse prenant en compte la Traînée atmosphérique).

Nous avons vu également que cette proximité des deux vitesses est due au fait que la fusée est encore assez loin de sa Vitesse Limite de Montée. Or, dans l’étude de la chute d’un corps (situation où la force motrice est le poids du corps), les vitesses de chutes ne sont pas très loin de la Vitesse Limite de Chute (Vitesse qui est l’équivalent de la vitesse Limite de Montée) lorsque ce corps est léger. Cette Vitesse Limite de Chute se présente donc pour les corps de faible masse et/ou de fort SCx (comme une boule de polystyrène, par exemple), comme une asymptote à la vitesse, et cette asymptote est mitoyenne au domaine où se déroule la chute…
Dans ces conditions de proche mitoyenneté de l’asymptote, les deux écarts relatifs :

( (VVide – VAir) / VVide
et :
( VVide – VAir) / VAir 
…peuvent être très différents puisque la vitesse "Air" placée au numérateur de la dernière fraction est limitée physiquement pour les temps importants…
Nous y reviendrons…
On sait que la vitesse de chute d’un corps croît comme gt et que son altitude (prise vers le bas) croît comme 1/2 gt².
Un tableau pas à pas bâti rapidement peut donc nous donner vitesse et altitude du corps compte tenu ou non de la Traînée atmosphérique.
Voici par exemple la vitesse d’un corps dans l’air (appelée ici réelle bien qu’elle ne soit que calculée) et dans le vide :
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La vitesse réelle est ici calculée pas à pas, mais sa valeur est conforme, à 2 millièmes près pour t = 0,8’’ 
, à la vitesse analytique dont nous reparlerons dans un instant 
.

Sur la base de gt , la vitesse dans le vide, il est assez facile de calculer un premier amendement atmosphérique à la vitesse dans le vide.
La vitesse amendée une première fois vaut alors gt – kg2t3/(3m) (si m est la masse du corps et K le coefficient de proportionnalité entre la Traînée et le carré de la vitesse). On voit cette vitesse amendée en trait plein bleu dense ci-dessous :
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Cette vitesse amendée peut évidemment être intégrée pour obtenir l’altitude instantanée amendée une première fois. Cette dernière se monte alors à 1/2gt² - kg2t4/(12m) (les hauteurs sont les courbes pointillées ci-dessus, dans les mêmes couleurs que les vitesses).
C’est à ce point de la réflexion que l’on peut noter que le quotient entre les deux rapports suivants :
(le rapport RVVideAm  entre le Premier Amendement à la vitesse gt dans le vide  et cette vitesse dans le vide gt, rapport qui est  EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(;)

 EQ \f(Kgt²;3) ,
…et :

(le rapport RHVideAm  entre le Premier Amendement à l’altitude ½ gt² dans le vide et cette altitude dans le vide ½ gt², rapport qui est  EQ \f(Kgt²;6) ,
… ce quotient RVVideAm / RHVideAm  est constant et égal à 2.

Chacun des deux rapports représente bien sûr l’écart relatif existant entre la vitesse (ou la hauteur) dans le vide et la vitesse (ou la hauteur) amendée une première fois.

Ces deux écarts relatifs sont donc dans un rapport 2.

Voici la représentation graphique de ces deux erreurs relatives (à lire, par exemple, sur la verticale rouge, au Temps Balistique) :
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Vitesse amendée et hauteur amendée sont en bleu toutes deux, les hauteurs (en pointillés) étant à lire sur l’axe de droite.
On note sur ce graphe que l’erreur relative demeurant après le premier amendement est plus de deux fois plus forte pour la vitesse (construction verte) que pour la hauteur (construction orange)…
De plus amples réflexions quantifieraient analytiquement de la même façon l’erreur relative RVAirAm subsistant entre la vitesse réelle dans l’air et la vitesse amendée une première fois, de même que l’erreur relative RHAirAm subsistant entre la hauteur réelle dans l’air et la hauteur amendée une première fois.

En dehors de toute volonté d’amendement, ce graphe représentatif d’un mouvement uniformément accéléré nous aide à comprendre que, dans un mouvement sur-accéléré comme celui d’une fusée, le freinage atmosphérique peut avoir moins d’effet relatif sur l’altitude que sur la vitesse…
Rappelons d’ailleurs que l’intégration du Vol de la Fusée de Gil Denis présuppose un mouvement uniformément accéléré durant la phase propulsive (poussée constante et masse constante égale à la moyenne des masse initiale et finale), ce qui place tout à fait le phénomène dans le cadre la présente note.

Il semble donc que l’influence relative de la Traînée atmosphérique sur la vitesse de chute d’un corps soit d’un ordre de grandeur deux fois plus grand que l’influence de la Traînée sur sa hauteur de chute.

Ainsi que nous l’avons dit, cet ordre de grandeur est donné par le quotient des deux rapports :
( (VVide – VAir) / VVide
( HVide – HAir) / HVide 

…ou, si l’on choisit l’autre définition de ces écarts relatifs (qui, au lieu de prendre pour numérateurs la Vitesse et la Hauteur dans le vide mais Vitesse et Hauteur dans l’air) :
( (VVide – VAir) / VAir

( HVide – HAir) / HAir 

Il y a bien une différence entre ces deux définitions, puisque, lorsque le temps de chute devient grand (et que la Vitesse de chute aérienne tend vers la vitesse limite 
 ), le quotient des deux couples tendent l’un vers 1 et l’autre vers 2.
La valeur analytique de la Vitesse et la Hauteur dans l’air étant connue par ailleurs 
, on peut expliciter analytiquement la variation desdits quotients avec le temps :
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La verticale fuchsia représente le rapport t / TBal où le corps atteint 99% de sa vitesse limite.
On doit donc convenir que l’évolution des deux quotient vers leur asymptote est due essentiellement à un phénomène de dilution des paramètres de vitesse et d’altitude atteints dans les mêmes paramètres atteints lorsque le corps fraye avec le mur de l’atmosphère (en s’approchant de sa Vitesse Limite).

Ce graphe nous incite à penser, que pour le phénomène étudié (la chute aérienne d’un corps) et pour les temps où le corps se tient assez loin de sa vitesse limite) la valeur du rapport entre l’influence relative de la Traînée sur la Vitesse et sur la Hauteur 
 se tient plutôt à la hauteur de 2… Cela doit nous être un indice pour expliquer que dans le cas des fusées évoqué plus haut, la Traînée occasionne des pertes relatives plus faible sur l’altitude que sur la vitesse…
Si l’on s’intéresse plus profondément à ce cas du mouvement uniformément accéléré, on peut noter qu’il est assez facile de proposer pour la vitesse instantanée du corps, un deuxième amendement aérodynamique calculé sur la base de la vitesse amendée une première fois. L’intégration de ce deuxième amendement ne posant pas plus de problème que celle du premier, l’on peut derechef se lancer dans l’établissement d’un troisième amendement, et ainsi de suite :
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(les hauteurs sont toujours représentées en pointillés, dans les mêmes couleurs que les vitesses)
Et quand on représente vitesses et hauteurs par des ordonnées équivalentes (ci-dessous pour le Temps Balistique, par exemple), on peut constater de nouveau que les erreurs relatives successives sur les hauteurs sont nettement moins fortes que les erreurs relative successives sur les vitesses (à peu près d’un facteur 2) :
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Par ces intégrations simples, on en arrive sans trop d’efforts à une suite dont les coefficients se stabilisent assez rapidement et qui, puisque le monde est monde, doit être égale à la valeur qu’en propose Fred Cerutti dans son texte La chute de la Fusée :

V(t) = Vlim  EQ \f(e2)
   t - 1 ; e2 EQ \r ( ;)
   t + 1 )
 

…ou plutôt, puisque  b) EQ \r(;)
 est l’inverse d’un temps de référence Tbal (qu’il faut oser appeler Temps Balistique 
 ):
V(t) = Vlim  EQ \f(e2τ- 1 ;e2τ+1 )
…du moins si l’on appelle τ le rapport caractéristique  EQ \f(t ; TBal )  .
Il faut d’ailleurs se souvenir que cette formulation est celle de la Tangente Hyperbolique, ce qui est sans doute plus mnémotechnique :

V(t) = VLim Tanh(τ)
avec :

(VLim la Vitesse limite de chute aérienne de l’objet. Sa valeur est VLim =   EQ \r(;  )

( τ =t/TBal  , TBal étant le temps de référence que nous prenons sur nous d’appeler Temps Balistique 
  . C’est le temps qu’il faut à l’objet pour atteindre sa VLim sous l’effet de sa seule force motrice (sans frottement de l’air, donc, et sous l’action de son seul poids).
Rappelons que ce travail d’intégration par amendements successifs fait l’objet d’un texte annexe CHUTE AÉRIENNE D’UN CORPS qui constitue une assez belle aventure de l’esprit. Il présente également l’intérêt d’offrir une alternative à la classique et massive intégration en Arc Tangente Hyperbolique…

Avouons que malgré nos recherches, nous avons échoué à démontrer mathématiquement pourquoi ces pertes relatives étaient plus faibles sur l’altitude que sur la vitesse.

Mais nous pouvons proposer une démonstration graphique de cette curiosité qui vaudra pour tous les engins présentant un Rapport de Masses proche de l’unité et des qualités de pénétration dans l’air suffisante (les fusées à feu d’amateurs, donc) :

Attention à la construction et au T et au ΔV dans Word !
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En noir sur ce graphe est la vitesse du corps dans le vide.

En fuchsia est la vitesse dans l’air (calculée au premier ordre).

En rouge, au dessus de l’axe horizontal, est le report de l’écart entre les deux courbes noire et fuchsia (pertes instantanées de vitesse par Traînée).

En bleu dense est l’évolution du Quotient des Pertes Relatives par Traînée en Vitesse et hauteur, tel que constaté par notre tableur. En vert clair est la valeur analytique de cette même évolution (valeur analytique disponible uniquement pour la Chute Aérienne). Cette valeur analytique, exprimée en langage Excel est :

(1 - t /TANH(t) )  /  ( 1 - t^2/(2*LN((EXP(t)+EXP(-t))/2 )) )

…t étant le temps rapporté au Temps Balistique.
Cette même valeur analytique manifeste, pour les très petites valeurs du temps, des errements que nous ne pouvons expliquer ; peut-être sommes-nous aux limites de la précision de calcul de notre tableur Excel…


Lorsque le Rapport de Masses d’une fusée est proche de l’unité, son mouvement dans le vide peut être assimilé à un mouvement uniformément accéléré ; dans l’air, le mouvement de cette même fusée peut être assimilé à celui, bien connu, des corps en chute libre (chute qu’on devrait qualifier de Chute Aérienne).
La vitesse dans le vide de l’engin est : γt (droite noire ci-contre).
Au premier ordre, l’engin étant donné pour suffisamment pénétrant, la Traînée peut être considérée comme étant  k(γt)² (k étant un coefficient de proportionnalité).
L’accélération instantanée du corps en Chute Aérienne est donc, au premier ordre : γ – k²γ²t².
L’intégration de cette accélération au premier ordre donne la vitesse aérienne instantanée, au premier ordre également, à savoir :

γt – ⅓ k²γ²t3 .

À l’issue de la phase propulsive de durée T, cette vitesse aérienne est γT – ⅓k²γ²T3  (courbe fuchsia).
Le terme ⅓ k²γ²T3 représente évidemment ΔV (construction orange ci-contre), la perte de vitesse par Traînée à l’instant T (par rapport à la vitesse γT que le corps aurait acquise dans le vide)(calcul au premier ordre, toujours).

En s’en tenant à ce même premier ordre, on peut dégager par intégration de la vitesse γT – ⅓ k²γ²T3 , la hauteur dans l’air au temps T. C’est : ½ γT2 – ¼ ⅓ k²γ²T4 .

Cette Hauteurair  peut être réécrite : ½ γT2 – ¼ ΔVT .

Le terme ¼ ΔVT représente ΔH les pertes de hauteur par Traînée qu’a subies l’engin (par rapport à la hauteur à laquelle il se trouverait s’il chutait dans le vide).

Remarquons que ces pertes de hauteur représentent l’aire de l’onglet situé entre la droite noire et la courbe fuchsia ci-contre (par définition du principe d’intégration de ces vitesses) (l’aire de cet onglet figure également en rouge au dessus de l’axe horizontal).
Remarquons aussi que son aire est égale au produit de sa base (T) par sa hauteur (ΔV) affecté du coefficient d’intégration ¼  (cet onglet serait un triangle, ce coefficient d’intégration serait ½ ; ce serait une parabole ce coefficient serait ⅓ ).

Au premier ordre toujours, le Quotient des pertes relatives par Traînée en Vitesse et en Hauteur est donc :
Q = [ΔV /Vair ] / [ΔH / Hair ]  =  [ΔV /Vair ] / [ ¼ ΔVT / Hair ]
D’où il sort :  Q = 4Hair / Vair T

Comme on peut tirer de l’observation du graphe que Hair , intégration de la Vitesseair  , est un peu plus grand que ½ Vair T , disons (½ + ε)Vair T , on peut rédiger la conclusion que le Quotient des pertes relatives par Traînée en Vitesse et en Hauteur est :

Q = (½ +ε) / ¼  = 2 + 4ε
Q représente donc le quotient des coefficients d’intégration de la hauteur dans l’air et des pertes de vitesse par Traînée.
Ceci explique que dans ce cas du rapport de masse unitaire, les pertes relatives de vitesse par Traînée sont d’un ordre de grandeur deux fois plus grand que les pertes relatives d’altitude.
Finissons en observant que nous n’avons posé aucune hypothèse sur la durée T du mouvement, ce qui fait que la valeur du Quotient G est la même pour toutes les valeurs de T. Le calcul par notre tableur de l’évolution de la valeur de Q, illustrée en bleu dense sur notre graphe, est donc fallacieux pour les temps faibles. Ce problème doit être dû à la rusticité de notre procédé d’intégration graphique qui cadre mal avec l’extrême modicité des pertes par Traînée pour les temps faibles…
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Lorsque le Rapport des Masses n’est plus unitaire, on peut pressentir intuitivement que, la courbe rouge se creusant, son coefficient d’intégration (intégration de l’onglet existant entre les courbes noire et fuchsia ou de l’onglet rouge) tend à diminuer beaucoup plus que le coefficient d’intégration de la vitesse aérienne (intégration de la courbe en fuchsia qui donne la Hauteur aérienne). Cette moindre sensibilité de l’aire de la Vitesse aérienne est due à sa moindre concavité sur le graphe (la concavité est limitée par le fait que, pour les temps faibles, les courbes noire et fuchsia sont quasiment identiques)…

Dans la pratique, les tableaux que nous avons bâtis montrent que, lorsque le Rapport de Masses de la fusée croît, le Quotient des Pertes Relatives de Vitesse et de Hauteur par Traînée ne fait que grandir. Ainsi, pour le Rapport de Masses de 2 (inusité en fuséologie d’amateurs), ce Quotient est déjà de 2,22 (c’est la valeur de droite sur la courbe bleue ci-contre, issue d’un calcul pas à pas du mouvement de cette fusée de Rapport de Masses 2)…
Mais revenons au problème général de nos fusées, que nous n’avons quitté que pour tenter de comprendre pourquoi l’atmosphère, durant leur phase propulsive, occasionnait moins de pertes relatives sur l’altitude que sur la vitesse.
Toujours dans ce domaine, voici la fraction de Vitesse de Tsiokovski perdue par Traînée, ainsi que la fraction d’Altitude de Tsiolkovski perdue également par traînée, ceci pour des Rapport de Masses étagés de 1 +ε à 1,5, pour un moteur Wapiti Moyenné (ce Rapport de Masses n’est en fait jamais possible pour un tel moteur, d’après les règlements de sécurité) pour une plage très large de Cx :
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On remarque sur ce graphe que :

( la Fraction d’Altitude de Tsiolkovski perdue du fait de la Traînée est à peu près la moitié de la Fraction de Vitesse Instantanée de Tsiolkovski perdue pour la même raison. Ceci légitime de façon satisfaisante notre hypothèse que pour les fusées à feu d’amateurs, la Perte en Altitude occasionnée au terme de la Phase Propulsive par la Traînée Atmosphérique peut être négligée (plus facilement du moins que la perte sur la vitesse).
(Les deux Fractions susnommées sont à peu près proportionnelles au Cx de la fusée dans la partie droite du graphe. Cela corrobore donc notre assimilation de la perte de vitesse à un Premier Amendement (le calcul d’un deuxième amendement ne produisant pas un SCx en facteur commun)…

Voici pour le même moteur Wapiti Moyenné, mais cette fois pour des Rapports de Masses étagés de 1 +ε à 2,45 , les deux mêmes fractions de Vitesse et d’Altitude de Tsiolkovski perdue par traînée, et ceci pour la même palette très large de Cx :
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Pourquoi les courbes s’infléchissent-elles toutes ensemble  dans leur partie supérieure ? Une réponse possible est que les deux fractions (de vitesse et d’altitudes) ne peuvent dépasser l’unité : Par exemple, la fraction de Vitesse Instantanée de Tsiolkovski perdue du fait de la Traînée s’écrit :

  EQ \f(VTsiol - Vréelle ;VTsiol  ) 

Si la poussée est très efficace et dure très longtemps, la Vitesse Réelle de la fusée, nous l’avons vu, ne pourra que s’approcher de la Vitesse Limite de montée (qui est finie) alors que, la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski continuera de croître indéfiniment..

La droite horizontale Y = 1 représente donc bien une limite asymptotique à toutes ces courbes.

Application de cette Altitude de Tsiolkovski aux minifusées et aux fusées expérimentales :

On peut noter que, dans sa rédaction, l’Altitude de Tsiolkovski altitude ne dépend que des paramètres Véject  ,  EQ \f(M0;q) , T et g…

Le débit massique q , la Vitesse d’Éjection Véject et le Temps de Propulsion T de la fusée étant connus pour chaque type de moteur pyrotechnique, on peut présenter une famille de courbes donnant à la surface de notre planète l’Altitude Instantanée de Tsiolkovski en fonction du temps et de M0 , la Masse sur le pas de Tir :

À faire

Pour mémoire, précisons qu’on peut écrire également l’Altitude Instantanée de Tsiolkovski sous la forme suivante :

À vérifier !!!

H(T) = tVéject  – Véject Ln{1 –  EQ \f(qt;MàV)}[  EQ \f(MàV;q) +T– t] – 1/2 g t²

Amendement atmosphérique à l’Altitude de Tsiolkovski :

Il est évidemment possible d’opérer un amendement atmosphérique de l’Altitude de Tsiolkovski en intégrant celle-ci d’après notre Vitesse Instantanée amendée une première fois.

On se rapprochera alors de l’altitude réellement atteinte par la fusée et ceci avec des scrupules de réalisme atténués par rapport au cas de notre Premier Amendement sur la vitesse)…

À faire

*

NOTE  SUR  L’INFLUENCE  DE  LA  TRAÎNÉE  SUR  LA  VITESSE  DE  MONTÉE  D’UNE  FUSÉE

Lorsque la fusée accroît sa vitesse sous l’effet de sa poussée, sa Traînée s’en trouve accrue quadratiquement. Il peut arriver alors que la Traînée atteigne une importance de même ordre que la poussée. Si cela arrive, il est évident que la vitesse ne pourra plus s’accroître aussi facilement (la poussée ne passant plus principalement dans l’accélération de l’engin, mais se dissipant en grande partie dans le frottement atmosphérique). À la limite, en supposant que la fusée puisse accélérer indéfiniment (avec un moteur qui disposerait d’une énergie et d’une masse d’appui illimitées), la fusée en arriverait à la vitesse où toute sa poussée se dissipe en Traînée. Dans cette situation extrême, on pourrait écrire :

½ ρSCxVLimMont² = P    (si P est la poussée du moteur)   

La vitesse limite de montée aérienne, indépassable, qu’on peut tirer de cette égalité des forces est alors évidemment :

VLimMont =   EQ \r(;  )

…racine dans laquelle P peut prendre sa valeur qVéject .

Il apparaît alors que le critère d’appréciation de l’importance de l’aérodynamique dans la vitesse de Fin de Propulsion d’une fusée est de comparer cette vitesse limite à la Vitesse Finale de Tsiolkovski, c‑à‑d la Vitesse qu’obtiendrait la fusée sans frottement atmosphérique (on cherche de cette façon à savoir à quel point la fusée va se frotter au ‘‘mur de l’atmosphère’’).

Ce quotient  EQ \f(VTsiol ;VLimMont )  pourrait s’appeler le Taux de Stationnarité de la vitesse de montée. Il pourrait aussi s’appeler, Taux de Stationnarité Aérodynamique de Montée.

Ce taux est assez aisé à déterminer en tenant compte de la gravité à partir des caractéristiques propulsives d’un engin et de sa Vitesse Finale de Tsiolkovski (gravité non négligée).

Il est ainsi de : 

0,20 pour une fusée à eau développant sa poussée pendant 1/10éme de seconde.

0,58 pour une fusée à eau développant sa poussée pendant 1 seconde.

0,73 pour une fusée à eau développant sa poussée pendant 4 secondes.

0,2 pour une fusée mue par un moteur Wapiti Moyenné
0,15 pour une fusée mue par un moteur Cariacou

0,18 pour une fusée mue par un moteur Isard Moyenné.

Ces trois dernières fusées sont donc relativement peu sensibles au freinage atmosphérique.

Mais une fusée à eau à très petite tuyère (4’’ de propulsion) possède un Taux de Stationnarité Aérodynamique très important : bien qu’elle atteigne une Vitesse Finale de Tsiolkovski moins grande qu’une fusée à tuyère standard (du fait que la longueur de sa phase propulsive prête le temps à la gravité pour agir) sa propulsion est effectivement très tributaire de la Traînée par le fait qu’une bonne partie de sa faible poussée est dissipée dans le freinage aérodynamique.

Si l’on désire encore trouver un coefficient rendant compte de la sensibilité d’une fusée à l’aérodynamique, il nous semble qu’on pourrait songer à multiplier ce Taux de Stationnarité Aérodynamique par la durée de la Phase Propulsive T : ce nouveau nombre caractériserait assez bien l’importance des pertes relatives par Traînée en Altitude de Fin de Propulsion. On pourrait l’appeler, par exemple, Susceptibilité Aérodynamique de la fusée : exprimé en seconde, il qualifierait la susceptibilité de la fusée à perdre une partie de sa Vitesse de Fin de Propulsion par Traînée Aérodynamique…

Cette Susceptibilité Aérodynamique est, pour les mêmes fusées :

0,02 pour une fusée à eau développant sa poussée pendant 1/10éme de seconde.

0,58 pour une fusée à eau développant sa poussée pendant 1 seconde.

2,93 pour une fusée à eau développant sa poussée pendant 4 secondes.

0,67 pour une fusée mue par un moteur Wapiti Moyenné (du fait de sa très longue phase propulsive de 3,4")

0,14 pour une fusée mue par un moteur Cariacou

0,28 pour une fusée mue par un moteur Isard Moyenné.

On remarque que, comme la fusée à eau à tuyère réduite (T = 1"), la fusée moyenne à moteur Wapiti Moyenné est susceptible de perdre une bonne partie de sa vitesse de Fin de Propulsion dans le freinage aérodynamique… Quant à la fusée à eau à très petite tuyère (T = 4") elle en perdra encore plus si l’on en croit cet augure de sa Susceptibilité Aérodynamique…

Explicitons quand-même la valeur analytique de ce taux de stationnarité, mais à présent en comparant la Vitesse Limite de Montée à la Vitesse Finale de Tsiolkovski sans G. Nommons ce taux τstat :

τstat  =  EQ \f(VTsiolSansG;VLimMont) 
avec VLimMont =  éject; ρSCx ) EQ \r(;  )

Si maintenant on élève τstat au carré, on obtient :

τstat 2 =  EQ \f(½ ρSCx (VTsiolSansG)2; qVéject )
Cette rédaction comporte de grandes parties communes avec le Premier Terme de notre Premier Amendement exprimé selon la Vitesse de Tsiolkovski sans G :

- ½ ρ SCx (VTsiolSansG)2 { EQ \f(T LnR ; 3Q )}

Ces similitudes nous conduisent à rédiger cette nouvelle version du Premier Terme de notre Premier Amendement :

-  EQ \f(τstat 2 Véject LnR;3) 

ou encore, comme Véject LnR n’est autre que VTsiolSansG :

-  EQ \f(τstat 2 VTsiolSansG;3)
…qui est une nouvelle rédaction possible du Premier Terme de notre Premier Amendement à la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski, où τstat est le taux de stationnarité de vitesse de montée de la fusée exprimé en comparaison de la Vitesse de Tsiolkovski sans référence à la gravité…

Bien sûr, puisque τstat  équivaut à  EQ \f(VTsiolSansG;VLimMont) , on peut aussi donner cette autre rédaction :

-  EQ \f( VTsiolSansG3;3 VLimMont2)
…autre rédaction possible du Premier Terme de notre Premier Amendement à la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski, où VLimMont est la vitesse limite de montée sous l’effet de la poussée du moteur, soit  éject; ½ ρSCx ) EQ \r(;  )

IMPORTANCE  DES  DERNIERS  INSTANTS  DE  LA  PHASE  PROPULSIVE  SUR  LE  BILAN  DE  TRAÎNÉE  D’UNE  FUSÉE

Le propre d’une fusée étant d’accélérer énormément dans les derniers instants de sa propulsion (du fait qu’en ces instants elle s’est considérablement allégée), sa vitesse connaît dans ces mêmes instants un accroissement très net.  
  

Ce qui implique que le carré de la vitesse (qui entre en jeu dans le calcul de la Traînée) connaît un accroissement plus grand encore.

L’idée peut naître alors d’estimer quelle fraction de la perte de Vitesse de Fin de Propulsion par Traînée est imputable, par exemple, au dernier dixième du temps de propulsion : il serait en effet édifiant de pouvoir prétendre que le dernier dixième du temps de propulsion est responsable, par exemple, des 9/10émes de la perte de Vitesse de Fin de Propulsion par Traînée.

Il semble légitime d’effectuer cette estimation en se basant sur le Premier Terme de notre Premier Amendement à la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski. Ce terme primordial est :

- ½ ρ SCx {  EQ \f(Véject²  ; 3q ) Ln3R(t)}. 
  

que l’on peut d’ailleurs écrire, on s’en souvient, en référence à la Vitesse de Tsiolkovski calculée sans influence de la gravité (nommé ici VTsiolSansG ) :

- ½ ρ SCx (VTsiolSansG)2 { EQ \f( LnR ; 3q )}
Supposons pour mener à bien ce calcul, que la fusée ne fonctionne que durant t secondes = nT , n étant un nombre < 1 et T le temps normal de fonctionnement du propulseur.

Ainsi que nous l’avons déjà établi, le rapport de masses instantané, à cet instant t = nT, est :

R(t) =  EQ \f( M0 ;M0 - qnT  ) 

Ce rapport est égal, si l’on se souvient que q vaut par définition Q/T , à :

R(t) =  EQ \f( M0 ;M0 - nQ  ) 

La perte par Traînée, estimée d’après le Premier Terme de notre Premier Amendement est alors, à cet instant t = nT :

 ½ ρ SCx {  EQ \f(Véject²  ; 3q ) Ln3R(t)}.

soit :

 ½ ρ SCx {  EQ \f(Véject²  ; 3q ) Ln[ EQ \f( M0 ;M0 - nQ  )]3}.

Rapportée à la perte totale par Traînée, qui est, d’après le Premier Terme de notre Premier Amendement :

- ½ ρ SCx {  EQ \f(Véject²  ; 3q ) Ln3R} 

 la perte relative f est donc :

f = {0 ;M0 - nQ  ) EQ \f(Ln[] ;Ln[R] )
}3
Il est utile de remarquer à ce point que Mo et Q sont liés ensemble par la relation Mo = Q(R/R-1). Dans ces conditions, la perte relative f attachée à la fraction n du Temps de Propulsion T est :

f = { EQ \f(Ln[ ; Q  EQ \f( R ;R-1  ) - nQ  )
] ;Ln[R] )
}3
Une fois simplifiée, cette équation nous donne la fraction de perte relative de Vitesse de Fin Propulsion occasionnée par la fraction n du temps de propulsion T :

f = { EQ \f(- Ln[1 - n(1 -)] ;Ln(R) )
}3
Cette équation f est donc la fraction de perte de Vitesse par Traînée attachée à la fraction n du temps normal de propulsion T, fraction de propulsion commençant à t = 0.

Évidemment, dans la pratique les deux fractions qui nous intéressent vraiment sont plutôt les deux fractions correspondant à la fin de la propulsion, à savoir : 1-n et 1-f.

Voici, par exemple, la famille de courbes des fractions de perte relative en Vitesse de Fin de Propulsion par Traînée pour les derniers 10 % de la phase propulsive (en bleu sombre), ses derniers 20 % (en bleu clair), ainsi de suite jusqu’au dernier 50 %, et ceci selon le Rapport de Masses Final de la fusée.
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Nous nous en sommes tenus ici aux Rapports de Masses Finaux de 1 à 10 qui sont les plus usuels. Mais il est très clair que pour des Rapports de Masses Finaux plus importants, les derniers 10 % de la propulsion finissent par créer 80% de la perte en Vitesse par Traînée (cette limite est atteinte pour un Rapport de Masses Final de 35, ce qui correspond à une fusée mono-étage (non pédagogique) de niveau technologique moyen). 

La verticale blanche et rouge, à droite, signale les Rapports de Masses Finaux de 1,1. L’autre verticale, en traits interrompus rouges, signale les rapports de Masses Finaux de 6, lesquels sont typiques des fusées à eau et courants dans les fusées à plusieurs étages.

À gauche du graphe, cette famille de courbe naît évidemment au Rapport de Masses Final unitaire. À ce Rapport de Masses extrême et quelque peu théorique, la Masse d’Appui étant négligeable par rapport au reste de la fusée, on peut considérer que les fusées se propulsent sans modification de leur masse (à masse constante, donc). La force propulsive étant supposée constante dans notre étude, ces engins se trouvent alors dans un mouvement uniformément accéléré. Prenant acte de ce fait, il est assez facile d’établir que les points de naissance des courbes à gauche du graphe ci-dessus s’étagent selon le cube de la fraction de propulsion n , (attention, cette fraction de propulsion n vaut 1 moins la fraction indiquée dans le cartouche). 
  

Les fusées Wapiti Moyenné et , à moindre titre Isard Moyenné, sont à ranger dans cette catégorie.

Et c’est ainsi que le monde est monde…

*

VITESSE  DE  FIN  DE PROPULSION  LORSQUE  LE  DÉBIT  MASSIQUE  OU  LA  VITESSE  D’ÉJECTION  NE  SONT  PLUS  CONSTANTS

Nous avons établi la Formule de Tsiolkovski au début de cette réflexion en supposant que le débit Massique q et la Vitesse d’éjection de la masse d’appui étaient constants. Mais qu’en est-il quand ces deux paramètres ne sont plus supposés constants ?

Dans ces cas-là, il convient de reprendre la réflexion au point où l’on pose habituellement que le Débit Massique est constant, c‑à‑d à la formulation :

VFinProp=∫γ.dt = ∫  EQ \f(P(t);M(t)) dt  - ∫g dt
…équation où P(t) est la poussée (variable) de la fusée (cette égalité à été posée en supposant la Traînée comme négligeable).
INTÉGRATION  DE  LA  VITESSE  DE  FIN  DE  PROPULSION  LORSQUE  LA  VITESSE  D’ÉJECTION  EST  SUPPOSÉE  CONSTANTE  MAIS  LE DÉBIT  MASSIQUE  VARIABLE 

La loi de conservation des Quantités de Mouvement nous donne accès à la poussée du moteur. Cette poussée P(t) est 

P(t) = q(t)Véject (t)
Il est alors facile d’écrire :

VFinProp= ∫  EQ \f(q(t)Véject;M(t)) dt  - ∫g dt
Ou encore :

VFinProp= Véject ∫  EQ \f(q(t);M(t)) dt  - ∫g dt
Cherchons la loi qui peut rendre compte de l’évolution de la Masse Instantanée de la fusée. Cette loi est bien sûr :

M(t) = M0 -∫q(t) dt  

où ∫q(t) t représente la quantité de Masse d’Appui que la fusée a déjà éjectée à l’instant t , cette éjection s’étant effectuée au débit instantané variable q(t).

Si nous introduisons cette Masse Instantanée M(t)  de la fusée dans notre projet de VFinProp , nous obtenons :
VFinProp= Véject ∫  EQ \f(q(t); (M0 -∫q(t) dt))dt   -∫g dt
Cette intégration double du terme indépendant de g peut nous sembler un peu compliquée.

Mais nous pouvons nous sortir de ce mauvais pas en songeant que l’allègement Instantané de la fusée se produit proportionnellement au Débit Massique instantané. En effet la différentielle : 

dM(t) = d[M0 -∫q(t) dt ] 

peut s’écrire, puisque M0 est constant :

dM(t) = -d∫q(t) dt
soit :

dM(t) = -q(t) dt
ce qui nous permet de poser que dt = - EQ \f(dM(t);q(t) ) .

L’intégration à effectuer devient alors : 

VFinProp= -Véject ∫  EQ \f(dM(t); (M0 -∫q(t) t))  -∫g dt
et comme par définition M(t) = M0 -∫q(t) dt  

VFinProp= -Véject ∫  EQ \f(dM(t); M (t) )  -∫g dt
ce qui conduit à la même formulation que celle de Tsiolkovski :

Formule de Tsiolkovski pour Débit Massique variable mais Véject constante

VFinProp = Véject.Ln(R) - gT

avec : Véject est la vitesse d’éjection, supposée constante, g est la gravité de la planète dont la fusée cherche à se soustraire et T est la durée de la phase propulsive. R est le Rapport de Masses Final de la fusée. Il n’a pas été effectué ici de supposition sur la constance du Débit Massique.
Mais il faut rappeler que cette formule est établie en supposant nulle la résistance de l’air.

Au reste, il faut admettre que notre intuition nous laissait pressentir que, quelque soit le rythme de l’éjection de la masse d’appui, du moment que cette éjection est faite à une certaine vitesse, la somme des gains instantanés en vitesse de la fusée 
 reste la même. 
 

Cette indifférence de la fusée à la constance du débit peut d’ailleurs être démontrée facilement, par exemple dans le cas d’une fusée possédant deux régimes de propulsion, ou plus exactement deux Débits Massique q1 et q2 successifs à Vitesse d’éjection constante.

Il faut alors reprendre la démonstration de la formule historique de Tsiolkovski à l’étape :

VFinProp=∫γ.dt = ∫  EQ \f(P(t);M(t)) dt  - ∫g dt

La Poussée variable P(t) valant q(t)Véject , on peut écrire :

VFinProp= Véject ∫ EQ \f(q(t)dt;M(t) )  -∫g dt
Ces deux intégrations sont à effectuer de 0 à T, mais il est plus sage de les effectuer successivement sur les deux phases envisagées, c‑à‑d la phase de 0 à T1 et la phase de T1 à T. Les deux gains de vitesse apportés par ces deux phases étant cumulables, on obtient, à l’issue des deux phases  :

VFinProp= [Véject ∫ EQ \f(q1dt;M(t) )  -∫g dt ]de 0àT1+ [Véject ∫ EQ \f(q2dt;M(t) )  -∫g dt ]de T1 à T
Les deux débits q1 et q2 pouvant, comme constants, être sortis des intégrales et , durant chacune des deux phases, les lois :

M(t) = M0 –q1t  et M(t) = MT1 –q2t

nous permettant toujours d’affirmer que :

dM(t) = -q1 dt  ou  -q2 dt
soit dt = - EQ \f(dM(t);q1 )  ou  - EQ \f(dM(t);q2 )
la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski (Traînée négligée) s’intègre alors évidemment en :

VFinProp = Véject { [LnR(t) -gt]de 0àT1 } + Véject {[LnR(t) -gt]deT1àT } 
Après mise aux bornes des Rapports de t et des Masses Instantanés R(t), le bilan de Fin de Propulsion est le suivant :

VFinProp = Véject { LnR(T1) + [LnR(T) –LnR(T1)] } + {gT1 – [gT – gT1]}
égalité dont ressort tout bonnement la formule historique de Tsiolkovski, même dans ce cas d’une fusée à deux débits massiques successifs.

Exprimée graphiquement, cette indifférence des fusées aux changements de débits (à Véject constant) est encore plus évidente (ici pour une fusée mue par un moteur Cariacou) :
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Le débit correspondant à ce que nous avons appelé un coup de rein de départ est de 3 fois le débit moyen (calculé par Q/T) et ce coup de rein dure 0,2 fois T le temps total de propulsion.

De tels coups de rein de départ sont assez courants sur les fusées à feu. Ils permettent à ces engins de quitter leur rampe de lancement avec une vitesse déjà suffisante pour rendre moins critique l’influence d’éventuelles rafales de vent dans la zone de départ.

Sur le graphe ci-dessus, la vitesse avec coup de rein et avec traînée (en rouge) est recouverte par notre Vitesse Instantanée de Tsiolkovski amendée une première fois dessinée en jaune.

On voit que ces deux courbes rejoignent la vitesse d’une fusée de même masse d’appui et Véject , mais à un seul régime de propulsion (un seul débit), en bleu.

Du point de vue intuitif, cette belle unanimité n’était pas évidente, car le premier régime de propulsion, si fort qu’il soit, nous paraît devoir accélérer une fusée encore alourdie par une grande quantité de Masse d’Appui. Mais en réalité cette conception est trompeuse : 

Si l’on met de côté comme d’habitude l’influence de la gravité (et l’on peut le faire puisque cette influence peut s’évaluer en dernier, ceci quel que soit l’historique de l’évolution des masses de la fusée 
 ) on peut raisonner comme si la fusée fonctionnait en l’absence de gravité (en orbite autour d’une planète). Il faut alors s’attacher à penser que chaque valeur M(t) de la masse instantanée de la fusée à comme destin d’être accélérée par éjection d’une quantité élémentaire dM(t) prélevée sur elle-même, éjection effectuée à la vitesse constante de Véject et ceci, à un rythme quelconque (c‑à‑d à un Débit Massique indifférent), car en apesanteur chaque gain de vitesse par la fusée (gain déterminé par chaque éjection d’une quantité élémentaire de masse) lui est acquis pour toujours.

Ceci en apesanteur. En présence de pesanteur, il convient évidemment de diminuer a posteriori le bilan final de vitesse de la valeur gT.

Pour illustrer ce problème, on peut alors s’intéresser l’historique de propulsion suivant, où un coup de rein est donné en fin de propulsion :

attention à la correction de titre dans Word, ci-dessous :
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Les vitesses de Fin de Propulsion se rejoignent encore à l’instant T.

Attention cependant au fait que ces courbes sont calculées sur la base d’une Vitesse d’Éjection constante, quel que soit le débit, ce qui n’est pas prouvé dans la réalité des moteurs pyrotechniques. 
 

Le fait que les courbes se rejoignent à très peu près en fin de propulsion est évidemment subordonné au fait que la perte par traînée est négligeable. Rappelons que celle-ci peut l’être pour deux raisons : principalement parce que la phase Propulsive dure très peu de temps et, de façon annexe, parce que la vitesse de la fusée connaît un très net pic en fin de propulsion (ce qui limite le temps où les forte traînées freinent l’engin. 

Il faut alors admettre que si la fusée acquière une très forte vitesse dès les premiers instants de sa phase propulsée (par éjection de masse à très fort débit) la Traînée aérodynamique se fera sentir dès le début de cette phase propulsive, et ceci avec une importance relative d’autant plus grande qu’à débit moyen constant, le débit massique de la Masse d’Appui restant après le coup de rein sera évidemment très réduit, c‑à‑d que la poussée du moteur à son deuxième débit ne créera que peu de gain en vitesse pour la fusée.

Cette influence de la Traînée se vérifie sur le graphe suivant, représentatif de l’accroissement de vitesse d’une fusée propulsée par un moteur Wapiti Moyenné (rapport de masse de 1,1 mais phase propulsive de 3,4 secondes) :
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Les courbes rouge et bleue ne se rejoignent plus, puisque la fusée est freinée, durant la majeure partie de sa phase propulsive, par la grande vitesse qu’elle a acquise très tôt. La perte en vitesse due à la Traînée est de 2,6 m/s, soit quand-même 7 % au lieu de 0,8 m/s soit 2,5 % …

Pour ce qui est du seul calcul de la Traînée Aérodynamique, il faut cependant mettre en garde sur le fait que l’application de notre amendement à une fusée dont la phase propulsive est découpée en tranches (ce qui conduit à des bornes d’intégration différentes de celles que nous nous sommes fixées) est quand-même sujette à caution !!

Nous livrons cependant tel quel ce résultat de notre Premier Amendement aérodynamique, puisqu’il coïncide avec la réalité des pertes aérodynamiques calculées Pas à Pas…

INTÉGRATION  DE  LA  VITESSE  DE  FIN  DE  PROPULSION  LORSQUE  VITESSE  D’ÉJECTION  ET  DÉBIT  MASSIQUES  SONT  VARIABLES

Lorsque ni Vitesse d’Éjection ni Débit Massique ne sont constant, le travail d’intégration de la vitesse doit évidemment être repris à l’étape :

VFinProp= Véject ∫  EQ \f(q(t);M(t)) dt  - ∫g dt
Le terme dépendant de la gravité pouvant toujours être traité en dernier, l’intégration qui nous retiendra est donc :

 ∫  EQ \f(Véject(t) q(t);M(t)) dt  
Comme précédemment, on pourrait exprimer M(t) par rapport à q(t), en intégrant la perte de masse de t = 0 à t = t :

M(t) = M0 -∫q(t) dt  

Mais cette voie conduirait à la prise en compte d’une intégrale double. Il est donc plus sage d’en passer par la constatation que dM(t) = -q(t) dt   (constatation qu’on peut faire en dérivant la valeur précédente de M(t) ). Cette constatation permet d’écrire :

- ∫  EQ \f(Véject(t) dM(t);M(t)) 
Cette intégration vaut d’être tentée par partie, en posant Véject(t) = U et  EQ \f(dM(t);M(t)) = V’ . L’intégration se ramène alors à UV -∫VU’  , soit :

[- Véject(t) LnM(t) + ∫Ln[M(t)] Véject(t)’ dt ]0T
où :  Véject(t)’ est la dérivée de la vitesse d’éjection instantanée ;

M(t)  la Masse Instantanée de la fusée à connaître par l’évolution du Débit Massique ;

et 0 et T sont les bornes à utiliser.

La Vitesse de Fin de propulsion d’une fusée à Débit Massique et Vitesse d’Éjection quelconques est alors :

VFinProp= [- Véject(t) LnM(t) ]0T  - EQ \i(0;T;Ln[M(t)] Véject(t)’ dt)   - gT

…autrement dit :

Vitesse de Fin de Propulsion d’une fusée à Véject et q quelconque

VFinProp= Véject(0)LnM0  - Véject(T)LnMT  - EQ \i(0;T;LnM(t)Véject(t)’ dt)  - gT

avec Véject(t)’ la dérivée de la vitesse d’éjection instantanée ;

M(t)  la Masse Instantanée de la fusée.

Il est difficile de savoir si cette formule peut être d’un grand secours…

*

RÉFLEXION  ADDITIVE  SUR  LES  FORMULES  DE  VITESSE  ET  D’ALTITUDE  EN PHASE  PROPULSIVE  DU  VOL DE LA FUSÉE  DE  GIL  DENIS

Vitesse Instantanée En Phase Propulsive

Le document de Planète-Sciences Le Vol de la Fusée réalise l’intégration de l’équation de la phase propulsive en considérant comme constante la masse de la Fusée.

Cela peut paraître surprenant aux amateurs de Conquête Spatiale qui savent trop à quel point le Rapport de Masses est déterminant dans l’extraction d’une fusée à la gravité terrestre.

Pourtant, si l’on se réfère aux propriétés des propulseurs utilisés sur les Minifusées et sur les Fusées Expérimentales, force est de constater que les rapports de Masses Finaux sont extrêmement proches de 1 : ils vont ainsi (selon les Masses à Vide autorisées) de1,07 à 1,11 pour une fusée propulsée par un moteur Wapiti Moyenné et de 1,09 à 1,20 pour une fusée propulsée par un  moteur Isard Moyenné
Cette quasi constance de la masse de la fusée étant admise, il est loisible à chacun de remarquer que, comme la poussée P du moteur est présentée également comme constante dans le Vol de la Fusée, la fusée n’est soumise qu’à une force motrice constante de valeur P - Mg (si M est la masse constante de l’engin)

Quoique se produisant vers le haut, le mouvement de la fusée se ramène donc à celui d’un objet chutant dans l’air depuis un point donné. En effet dans ce cas de la Chute Aérienne (voir notre texte Chute Aérienne sur ce sujet) la force motrice est également constante (elle n’est autre que le poids de l’objet).

L’intégration du mouvement d’un objet en chute aérienne donne l’équation de la vitesse instantanée suivante :

V(t) = VLim Tanh(t/Tbal)
avec :

VLim la Vitesse limite de chute de l’objet

Tbal  le temps de référence que nous prenons sur nous d’appeler Temps Balistique 
  . C’est le temps qu’il faut à l’objet pour atteindre sa Vitesse Limite de Chute Aérienne sous l’effet de sa seule force motrice (sans frottement de l’air, donc, et sous l’action, ici, de son seul poids)   (voir également notre texte LA FUSÉE EN VOL BALISTIQUE )

Nous démontrons ci-dessous que la formule donnée pour la vitesse de la fusée en phase propulsive par Gil Denis est bien du type Tanh, sauf que cette Tangente Hyperbolique est exprimée sous sa forme exponentielle. 

En effet, la fonction Tanh admet également les présentations suivantes :

Tanh(x) =  EQ \f( e x - e -x; e x + e -x) =  EQ \f( e2 x - 1 ; e2 x + 1 )
Que dit le Vol de la Fusée pour la Vitesse Instantanée en Phase Propulsive ?

Cet ouvrage dit :

Attention aux 2 barres de racine, ci-dessous :
V(t) =  EQ \r ( ;)
  EQ \f( e2t √ab - 1 ; e2t √ab + 1 ) 

Donnons à a et b la valeur que Gil Denis leur a allouée, c‑à‑d :

a = (P/M) – g (c’est l’accélération du système, M étant la Masse, supposée constante, de la fusée et P la Poussée de son moteur. 
  

b = ½ ρ SCx / M (il ne s’agit de rien d’autre que l’inverse de la Distance Balistique de la fusée 
 
 .

…il est alors aisé de lire dans  EQ \r ( ;)
 notre Vitesse Limite de Montée VLimMont , à savoir :

VLimMont  = -Mg; ½ ρ SCx ) EQ \r(  ;  )

…et dans  EQ \r(  ; ab ) l’inverse de notre Temps Balistique de Montée  TBalMont .

Il est d’ailleurs heureux que  EQ \r(  ; ab ) soit l’inverse d’un temps, car alors 2 EQ \r(  ; ab )t est un nombre sans dimension et il n’est pas concevable de calculer l’exponentielle (comme le logarithme ou d’ailleurs le sinus comment appelle-t-on ces fonction ?) d’autre chose qu’un nombre sans dimension.

Rappelons que ce Temps Balistique de Montée TBalMont est le Temps qu’il faut à la fusée pour atteindre sans freinage atmosphérique et sous l’effet de sa seule force motrice (sa poussée diminuée de son poids) sa Vitesse Limite de Montée Aérienne. En effet, le mouvement de la fusée respecte une loi du type V = γ t. Cela nous donne :

TBalMont =  EQ \f(VLim ; γ  ) =  EQ \f(M VLimMont ; (P-Mg) )
avec VLimMont  = (P-Mg) ; ½ ρ SCx ) EQ \r(  ;  )

Ce qui donne : 

TBalMont = (P-Mg) ½ ρ SCx ) EQ \r(  ;  )

Si l’on prend la précaution de poser τ =  EQ \f( t;TBalMont )  , on tient alors une écriture de la formule du Vol de la Fusée qui est bien du type Tanh(x) =   EQ \f( e2 x - 1 ; e2 x + 1 )
La formule du Vol de la Fusée en devient alors : 

Nouvelle présentation de la formule du Vol de la Fusée
(Vitesse Instantanée en phase Propulsive) :

V(t) = VLimMont   EQ \f( e2τ - 1 ; e2 τ + 1 ) 

avec τ =  EQ \f( t;TBalMont )
Nous venons donc de prouver que la formule du Vol de la Fusée :

Attention aux 2 barres de racine, ci-dessous :
V(t) =  EQ \r ( ;)
  EQ \f( e2t √ab - 1 ; e2t √ab + 1 ) 

…est bien équivalente à :

V(t) = VLimMont Tanh(t/TBalMont)
Altitude Instantanée en Phase Propulsive du Vol de la Fusée
Nous nous devons de comparer également notre écriture de l’Altitude Instantanée de Tsiokovski :

H(t) = tVéject  –  EQ \f(Véject M0; q )   EQ \f(LnR(t) ; R(t) )  – 1/2 g t²
… à celle que propose Gil Denis dans Le Vol de la Fusée :

Attention aux 2 barres de racine, ci-dessous :
H(t)  =   EQ \f( 1 ; 2b ) Ln  EQ \f((e2t √ab +1)² ; 4 e2t √ab)  
   formule du Vol de la Fusée  
  , avec :

( a représente l’accélération du système = (P/M) – g 

M étant la Masse, supposée constante, de la fusée et P la Poussée de son moteur. Le Vol de la Fusée prend pour M la moyenne entre la Masse Initiale de la fusée et sa Masse en Fin de Propulsion (c‑à‑d après éjection de sa masse d’appui.
( b représente l’inverse de la Distance Balistique de la fusée . Il est égal à = ½ ρ SCx / M  
   

Cette écriture peut être simplifiée en :

Attention aux 2 barres de racine, ci-dessous :
H(t)  =   EQ \f( 1 ; 2b ) 2 Ln  EQ \f((e2t √ab +1) ; 2 et √ab)  
…qu’on peut encore simplifier en :

Attention à la barre de racine, ci-dessous :
H(t) = EQ \f( 1 ; b ) [ Ln(e2t √ab +1) - Ln2  - t EQ \r(  ; ab )]
Nous venons de voir que t EQ \r(  ; ab ) ne peut être qu’un quotient sans dimension. 

Donc  EQ \r(  ; ab )est l’inverse d’un temps. La réflexion que nous menions à l’instant nous en a même fourni la valeur. C’est :

 EQ \r(  ; ab ) = (P-Mg) ½ ρ SCx ; M² ) EQ \r(  ;  )

…qui est bien l’inverse de notre Temps Balistique de Montée TBalMont , temps nécessaire à la fusée pour acquérir sans air sa Vitesse Limite de Montée Aérienne.

Quant à 1/b, nous savons qu’il représente la Distance Balistique DBal de notre mobile aérien. 

Ce travail d’explicitation nous permet donc de réécrire la formule donnant l’altitude dans Le Vol de la Fusée comme suit :

Attention à la barre de racine, ci-dessous :
H(t) = DBal [ Ln(e2t √ab +1) - Ln2  - t EQ \r(  ; ab )]
…formulation qui se simplifie quelque peu si l’on accepte de remplacer les quotients  EQ \f( t ; TBalMont ) par le symbole τ :

Nouvelle présentation de la formule du Vol de la Fusée
(Vitesse Instantanée en phase Propulsive) :

H(t) =DBal [Ln(e2τ +1) - Ln2 - τ]
avec τ =  EQ \f( t;TBalMont )
Au demeurant, on est également conduit à cette formulation lorsque l’on prend comme base de l’intégration le libellé en Tangente Hyperbolique de la Vitesse Instantanée (dont nous avons déjà fait état) :

V(t) = VLimMont Tanh(t/TBalMont)
La primitive d’une Tangente Hyperbolique Tanh(ax) est en effet :

 EQ \f( 1 ; a ) Ln[Ch(ax)] + C

Dans ces conditions, il est peut-être plus mnémotechnique d’écrire que, selon Le Vol de la Fusée, l’Altitude Instantanée de la fusée est :

Valeur en Ch. Sans doute. À vérifier  :

H(t) = DBal [Ch(τ)] 

avec τ =  EQ \f( t;TBalMont )
---------------------------------------------------------

Ce travail d’unification des deux démarches (celle du Vol de la Fusée et la notre) reste à faire…

Logiquement lorsque t tend vers l’infini (bien que ce temps ne puisse pas dépasser théoriquement le Temps de Propulsion T), l’altitude instantanée doit tendre vers une certaine altitude plus Vlim t…

Bernard de Go Mars !
le 02 01 10
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CARACTÉRISTIQUES  DES  FUSÉES  MOYENNÉES
ÉTUDIÉES  DANS  CE  TEXTE

Voici les caractéristiques des fusées évoquées tout au long de ce travail, à savoir Fusée à Eau type 1,5L de différents temps de propulsion, Wapiti moyenné, Isard moyenné et Fusée de 22 t (les caractéristiques non moyennes sont entre parenthèse) :

	Nom de la fusée
	(
	FàO Type

Prop 4’’
	FàO Type Prop1/10"
	FàO Type

Prop1"
	Wapiti Moyennée
	Isard Moyennée
	Fusée 20t Marabout

	Caractéristiques ↓
	Unité
	
	
	
	
	
	

	Masse d'appui
	Kg
	0,5
	0,5
	0,5
	0,050
	0,67
	17000

	M à V Moteur
	Kg
	
	
	
	0,035
	1,35
	

	T Phase Prop
	s
	4
	0,1
	1
	3,4
	1,55
	150

	Impulsion Totale
	N.s
	
	
	
	36
	1060
	

	Poussée Moyenne
	N
	6,25
	250
	25
	10,7
	680
	317333,3

	Poussée Maxi
	N
	
	
	
	(80)
	(800)
	

	Débit massique moyenné
	Kg/s
	0,125
	5
	0,5
	0,015
	0,432
	113,333

	VÉject moyenné :
	M/s
	50
	50
	50
	728
	1573
	2800

	
	
	
	
	
	
	
	

	Masse Pas de Tir Moyenne 

	Kg
	0,6
	0,6
	0,6
	0,565
	6,67
	22200

	M à Vide Moyenne
	Kg
	0,1
	0,1
	0,1
	0,515
	6
	5200

	Rapp Mass Moyen
	
	6
	6
	6
	1,0971
	1,1117
	4,2692

	
	
	
	
	
	
	
	

	Diamètre Fusée
	Cm !
	8,3
	8,3
	8,3
	4,3
	7
	150

	Masse PdT Mini
	Kg
	
	
	
	0,5
	4
	22200

	Masse PdT Maxi
	Kg
	0,57
	0,57
	0,57
	0,7
	8
	22200

	d'où Rapp Mass Maxi
	
	0,7
	0,7
	0,7
	1,111
	1,20
	4,26

	d'où Rapp Mass Mini
	
	8,14
	8,14
	8,14
	1,077
	1,09
	4,267


Les Débits Massiques moyennés indiqués sont le quotient de la Masse d’Appui sur la durée de Propulsion ;

Les vitesses d’éjection moyennées indiquées sont le quotient de la Poussée moyenne par le Débit Massique moyenné ;

D’une façon générale, il faut remarquer que les caractéristiques faciles à mesurer lors des essais au banc d’un moteur pyrotechnique sont la durée de fonctionnement T, l’Impulsion Totale I, et bien sûr la Masse d’Appui Q.
De l’Impulsion Totale I et de la durée de fonctionnement T on tire la Poussée Moyenne P = I/T.

Du quotient de la Masse d’Appui Q avec la durée de fonctionnement T, on tire le Débit Massique moyen q =Q/T.

Du quotient de cette Poussée Moyenne P avec ce Débit Massique moyen q, on tire la Vitesse d’Éjection moyenne Véject = P/q .
Remarquons cependant qu’en toute rigueur la Poussée P = qVéject - (Péject – Patmos)STuy .

Les loi de la Physique imposent en effet que la poussée P vaut le produit qVéject diminué de l’action de la pression résiduelle (Péject – Patmos) à l’aval de la tuyère d’éjection sur la section STuy de la tuyère en ce point.

La Vitesse d’éjection par nous calculée qVéject  est donc quelque peu théorique dans la mesure où la tuyère des moteurs pyrotechniques n’est jamais parfaitement adaptée. Mais pour théorique qu’elle soit elle reste un très bon ordre d’idée…
Au demeurant on n’est pas obligé de faire appel à cette Vitesse d’Éjection théorique et on peut fort bien, dans tous nos calculs, s’en tenir à un terme P/q que l’on ne nommerait pas…
de fin et sans coup de rein
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� Nous préférons parler de Masse d’Appui au sens de Tsiolkovski (justement) plutôt que de parler de masse d’ergol éjecté par la tuyère. En effet, dans les moteurs plasmiques et ioniques, comme dans les fusées à eau, la masse éjectée n’est pas un ergol…


� Nous verrons qu’il existe d’autres Rapports de Masses que le Rapport de Masses Final ; en particulier le Rapport de Masses Instantané, que nous utiliserons beaucoup.


� Le Débit Massique est le nombre de Kg de Masse d’Appui projeté à chaque seconde par la fusée.


� En fait, les mêmes lois de la dynamique imposent de retrancher du produit qVéject  l’action de la différence entre la pression résiduelle des gaz éjectés et la pression atmosphérique locale sur l’aire aval de la tuyère. Cependant, lorsque la tuyère est parfaitement adaptée, cette différence est nulle. Dans ce texte nous considèrerons que les tuyères sont parfaitement adaptées…


� Nous écrirons souvent ‘‘logarithme’’ tout court, mais il s’agira bien sûr toujours du logarithme népérien, fonction qui, en physique, naît souvent de l’intégration d’une variable placée au diviseur. Le logarithme décimal, noté ‘‘log’’ est peu usité dans les travaux de physique.


� Un modèle démonstratif de fusée à eau dont le temps de propulsion serait poussé jusqu’au quart d’heure accélérerait autant que la même fusée à eau développant sa poussée durant un dixième de seconde.


� Ils consomment donc très parcimonieusement leur masse d’appui.


� Cette grande efficacité étant due à leur énorme Vitesse d’Éjection.


� Autrement dit la formule ne s’intéresse qu’à l’historique de la propulsion et non à son avenir éventuel


� Même si le Rapport de Masses le plus souvent utilisé est le Rapport de Masses Final (appelons-le ainsi), établi d’après la Masse de Fin de Propulsion de la fusée. 


� Nous reprenons ici les chiffres de la ‘‘fusée de 20 t’’, tirés de l’excellent ouvrage L’exploration spatiale, de Bertrand Manuali, éd. Marabout. La courbe présentée ici représente plus particulièrement la phase propulsive du seul premier étage, surmonté cependant des étages suivants. 


� Dans ce cas des fusées à eau la vitesse d’éjection est éminemment variable. mais des travaux annexes nous ont prouvé qu’on peut prendre comme vitesse d’éjection la vitesse d’éjection initiale de l’eau (au décollage du pas de Tir). Cette curiosité découle de l’importance de la propulsion due à l’air comprimé résiduel, propulsion qui intervient au moment où la fusée connaît son allègement maximum. En acceptant cette vitesse d’éjection constante, on commet cependant une erreur liée à la répartition des pertes de vitesse par Traînée lors de la phase propulsive : lesdites pertes intervenant dans la réalité sont moins fortes que celle que nous prendrons en compte : dans la réalité, en effet, la non-négligeable Impulsion donnée par l’air résiduel l’est en un temps très bref, ce qui minimise les Pertes par Traînée…


� On dit souvent que les vraies fusées ne sont que d’immenses réservoirs remplis d’énergie. Ce n’est donc pas le cas des fusées d’amateurs (même si la quantité d’énergie contenue dans un moteur de minifusée peut quand-même suffire à vous emporter la tête si, d’aventure, celle-ci est placée au mauvais endroit au mauvais moment…


� Ce sera la vitesse instantanée d’une fusée lancée depuis un corps ne développant une gravité sensible : une station spatiale, par exemple.


� On peut également dire que cette courbe est un logarithme tracé de droite à gauche et inversé par la négation.


� Cette intégration n’est justifiable que parce que la propulsion à réaction accélère la fusée par cumul des vitesses, c-à-d qu’à chaque instant le gain instantané de vitesse procurée par la poussée vient s’ajouter à la vitesse déjà acquise par la fusée depuis le départ et que la poussée ne dépend pas de la vitesse déjà acquise par la fusée.


La même estimation de la perte de vitesse finale causée par l'aérodynamique ne pourrait se faire de la même façon pour un autre mode de propulsion (en particulier pour un véhicule routier, où la poussée à la roue dépend de la vitesse de l’engin, par le rapport de la boîte de vitesse qui est enclenché).


� Par la méthode rapide consistant à sommer la surface des trapèzes qui prennent place entre la courbe et l’axe des X…


� Nous simplifions ici la physique de cette fusée à eau en supposant que sa vitesse d’éjection est constante et égale à 50 m/s. Nous avons choisi également dans cet exemple une tuyère légèrement réduite (et donc un temps de propulsion un peu plus grand que le temps standard : 1 seconde) parce que cet allongement du temps de la propulsion augmente l’écart entre les courbes de vitesses du graphe. Pour un temps de propulsion standard (de ~0,1’’), la formule de Tsiolkovski fournit une très bonne estimation de la vitesse de fin de propulsion, c-à-d que la traînée atmosphérique s’avère effectivement négligeable (les 3 courbes sont alors confondues)…


� Comme on le sait, cette équation différentielle complète ne se possède pas de solution analytique. Par contre, il est très aisé de l’intégrer pas à pas à l’aide d’un tableur comme Excel.


� Cette masse supposée constante gagnant sans doute à être choisie en fonction du Rapport de Masses Final


� Mais elle existe surtout en fin de propulsion, car c’est là que la fusée, allégée, acquière le maximum de vitesse.


� Les deux vitesses de Tsiolkovski (pour ces durées de propulsion de 1 et 4 secondes) différent alors de (4 – 1) g , soit ~30 m/s…


� Le Vol de la Fusée de Gil Denis opère de même en prenant la poussée moyenne du moteur. On sait que c’est une simplification dans la mesure où la plupart des moteurs pyrotechniques produisent, en tout début de fonctionnement, un surplus de poussée destiné à conférer à la fusée une vitesse suffisante en sortie de rampe, suffisante du moins pour que les rafales de vent aient un effet négligeable sur sa trajectoire.


� Ce logiciel est très facile à construire en utilisant un tableur. On n’a d’ailleurs même pas besoin de la formule de Tsiolkovski pour l’établir.


� Gageons cependant que sur la fin de sa propulsion, la fusée aura atteint des altitudes où la densité réduite de l’air limite sensiblement le freinage aérodynamique…


� On peut en effet l’effectuer de 0 à t pour estimer par excès, à chaque instant t, la perte de vitesse instantanée causée par la Traînée. Cela donnera ce que nous appellerons par la suite la Vitesse Instantanée de Tsiolkovski.


� Mais elle constitue un exercice de difficulté moyenne, en particulier dans ceci qu’elle nécessite de classiques changements de variable…


� En agriculture, l’amendement d’un sol est l’amélioration de ce sol. En politique, un amendement apporté à une loi est une modification de cette loi, étant sous-entendu que cette modification va dans le sens de l’amélioration.


� Nous verrons en cours de texte que pour les fusées d’amateurs les plus couramment utilisées (fusées à feu et à eau) on peut la simplifier notablement.


� Rappelons que nous ne considérons dans cette étude que des moteurs (à eau, Wapiti et Isard) dont les caractéristiques propulsives sont moyennées. Nous ne connaissons donc ces moteurs que par leurs caractéristiques moyennes, à savoir Poussée Moyenne et Débit Moyen. Cette approche simplificatrice est également celle du Vol de la Fusée dans son intégration de la Vitesse en phase propulsive.


�Attention : Rpip est d’autant plus faible que la Poussée Initiale de la fusée est plus forte relativement à son poids, c-à-d que l’accélération initiale est plus forte. 


� Rpip est d’autant plus faible que la Poussée Initiale de la fusée est plus forte relativement à son poids, c-à-d que l’accélération initiale est plus forte.


� En particulier le Deuxième Terme.


� Cette plage intègre donc le Rapport de Masses d’une fusée Wapiti qui au mieux est de 1,11.


� On peut même juger que ces évolutions pourraient être rapprochées encore par de simples pondérations.


� Rpip est d’autant plus faible que la Poussée Initiale de la fusée est plus forte relativement à son poids, c-à-d que l’accélération initiale est plus forte.


� Insistons sur le fait que cet amendement régressé n’est pas issu d’un calcul mathématique mais d’un travail de régression quelque peu visuel des différents termes de notre Premier Amendement. Sa qualité d'être toujours excessif n’est donc pas une certitude mathématique, mais une estimation raisonnable d’ingénieur… De plus, on ne peut pas savoir si ce libellé est plus ou moins excessif que le libellé intégral de notre Premier Amendement.


�Bien qu’elle ne soit pas démontrée mathématiquement, la qualité de ce Premier Terme d’être excessif subsiste pourtant dans la pratique pour toutes les fusées d’amateurs que nous envisageons dans le courant de cette étude.


� Rapport de Masses Final de 1,094, Cx de 0,4 et Diamètre de 43 mm.


� Ici la courbe jaune est un tout petit peu plus haute que la courbe rouge, ce qui constitue un artefact de notre tableau Pas à Pas puisque notre Premier Amendement , qui est excessif, doit donner une vitesse amendée très légèrement plus faible que la vraie…


� Et même dès les premières lignes de son calcul.


� Cette rétroaction d’un phénomène sur ses causes est typique des équations différentielles.


� Sauf que la courbe marron se prolonge plus ou moins à droite selon la valeur de la Masse Initiale, donc du Rpip…


� Nous verrons cependant que par une chance extraordinaire une pondération basée sur le Rpip permettra de l’utiliser.


� Dans le cas précédent où existe une gravité (laquelle limite la vitesse atteinte), la courbe violette est encore plus proche de l’arc en ciel…


� Cette formule, contrairement à nos calculs Pas à Pas, ne prend pas en compte la variation de la Masse Volumique de l’air. Mais cette divergence d’options réduit plutôt l’écart entre les deux résultats.


� Rpip est d’autant plus faible que la Poussée Initiale de la fusée est plus forte relativement à son poids, c-à-d que l’accélération initiale est plus forte.


� Même si elle reste à démontrer, cette convergence des séries nous paraît certaine.


� Pour la raison que la physique étudie des phénomènes qui existent et qui ont donc leur propre logique interne…


� Dans notre réflexion, nous considèrerons que cet abaque est une bonne représentation de la réalité. Le faible nombre de points dessinant les trois courbes ne peut créer de suspicion dans la mesure où le phénomène physique étudié est un phénomène exempt de discontinuité (si l’on néglige les variations, assez peu significatives, du Cx)…


� Comme le nombre π et tous les autres nombres mathématiques ou physiques (Reynolds et nombre de Mach), la Distance balistique dont nous faisons la promotion est une notion universelle. Ce qui ne signifie nullement que nous soyons prêts nous-mêmes à agir dans le Cosmos lointain…


� C’est évidemment fortuit de leur part.


� Pour notre Distance Balistique, ce nombre est e, base des logarithmes népériens.


� Nous pourrions dire que nous avons universalisé ce paramètre puisqu’il ne fait plus alors référence à la gravité existant sur notre planète…


� Si l’on devait aller plus loin dans cette étude il suffirait cependant de doter notre valeur de la Poussée (qVéject) d’un coefficient multiplicateur rendant compte du défaut d’adaptation de la tuyère à la Pression atmosphérique…


� Chaque type d’ergol possède une Impulsion Spécifique (~250 sec pour les poudres au perchlorate d'ammonium). Par définition, la vitesse d’éjection qui en résulte n’est autre le produit de cette Impulsion Spécifique par g (cette définition de l’Impulsion Spécifique est strictement terrestre).


� Rappelons que ce premier ordre produit des résultats valables tant que le corps se tient suffisamment loin de sa Vitesse Limite de Montée


� Les irrégularités des courbes, en particulier de la bleue, sont dues à nos erreurs de saisies…


� Les SCx sont ici exprimés en m², ce qui explique la petitesse du nombre qui les quantifie…


� Ici c’est la Masse Balistique que nous avons fait apparaître, mais la Masse initiale est également présente à travers la valeur de R…


� C’est elle qui, en phase balistique, constitue le moteur du projectile.


� Les pertes de vitesse par gravité sont le produit gT…


� Une erreur de saisie de l’abaque américain dans la construction de notre � HYPERLINK  \l "formule_unique_finale_mhbk" ��formulation analytique unique� reste possible, mais il faut penser que la loi d’homothétie (qui est une obligation physique) nous protège de grosses erreurs…


� 1,55*9,81 = 15,2


� On voit que nous aurions placer cette courbe un peu plus haut. Il faut cependant en juger entre les deux verticales bleu clair…


� Ces dernières pertes sont donc la différence entre les résultats de la formule donnée par Gil Denis et la Vitesse de Tsiolkovski avec influence de la gravité.


� Vitesse qu’on prendra amendée au mieux comme indiqué précédemment.


� ou d’ailleurs l’altitude instantanée si les termes T et R sont considérés comme des fonctions banales du temps.


� Si la vitesse était constante, la courbe serait horizontale et le coefficient d’intégration serait égal à 1. Si la vitesse de la fusée était uniformément accélérée (comme par la gravité) le coefficient d’intégration serait d’1/2 (c’est ce coefficient d’intégration que l’on retrouve effectivement dans H =  1/2 g t²). Mais ici, notre fusée subit une évolution de vitesse non linéaire (la vitesse croît d’autant plus que la fusée s’allège) : le coefficient d’intégration sera donc plus faible que 1/2 (en fait, ce sont les dernières vitesses instantanées et donc VFinPropSansG qui sont très fortes).


� Le Rapport de Masses évoluant très peu durant la propulsion, la masse de la fusée peut être considérée comme constante. La poussée constante du moteur s’applique alors sur cette masse constante, ce qui donne un mouvement uniformément accéléré et donc coefficient d’intégration de 1/2.


� Une régression peu différente basée sur des termes légèrement plus simples : 0,078R + 0,5 est précise à près de 1% près.


� Rappelons que si, dans ce cas des fusées à eau, la vitesse d’éjection est éminemment variable, des travaux annexes nous ont prouvé qu’on peut prendre comme vitesse d’éjection la vitesse d’éjection initiale de l’eau (au décollage du pas de Tir). Ceci est dû à l’importance de la propulsion due à l’air comprimé résiduel, propulsion qui intervient au moment où la fusée connaît son allègement maximum.


� Une telle fusée perdra une vitesse de g*4’’ ≈ 40 m/s sous le coup de la gravité. Cette perte de vitesse par gravité est à retrancher à la vitesse de fin de propulsion de ~ 90 m/s de notre fusée type.


� Nous avons bâti rapidement ce tableau en utilisant la méthode d’intégration très rustique des rectangles…


� Pour cette vitesse analytique, voir notre texte �HYPERLINK  \l "chute_aerienne"��Chute aérienne d'un corps� et � HYPERLINK  \l "chute_fusee_cerutti" ��La chute de la fusée� de Fred Cerutti…


� …alors que la Hauteur dans l’air se rapproche progressivement de VLim t (si VLim est la Vitesse Limite), Vitesse et Hauteur dans le vide conservant leur valeur gt et ½ gt²…


� La vitesse s’écrit  VLim Tanh(τ) et la Hauteur DB Ln[(eτ + e-τ)/2] si τ est le rapport t/TBal .


� …dans les deux définitions de cette influence relative.


� Ce Temps Balistique vaut par définition VLim /g . Nous le définissons quelques lignes plus bas.


� On trouve souvent ce temps sous l’appellation de Temps Caractéristique. Mais comme il peut y avoir un Temps Caractéristique pour beaucoup de phénomènes, nous osons l’appeler Temps Balistique (exactement : Temps balistique caractéristique de notre mobile en mouvement uniformément accéléré dans notre atmosphère près du sol).


� Ici nous négligeons le poids de la fusée devant la poussée du moteur…


� L’évolution logarithmique de la vitesse est une des particularités de la propulsion à réaction.


� Rappelons que nous pouvons instantanéiser cette formulation.


� La vitesse instantanée est alors en effet proportionnelle au temps t ; la traînée instantanée en devient proportionnelle au carré du temps t au carré et l’intégration de t = 0 à t =T de l’accélération qui en résulte donne une perte de vitesse proportionnelle au cube de T et donc au cube de nT s’il l’on s’intéresse à la seule fraction nT du temps de propulsion.


� Nous nous plaçons bien sûr ici dans le cas où la traînée peut être négligée.


� Le débit moyen a cependant une influence sur la Vitesse finale par le terme –gT …


� Le terme dépendant de g peut toujours être traité indépendamment. C’est en effet le propre des champs de pesanteur de produire des effets non liés à l’évolution des masses qui y sont soumises (par le fait que la Masse d’Inertie est égale à la Masse Gravifique, c-à-d la masse sur laquelle agit la gravité). Cela revient à dire que quel que soit l’évolution des masses d’une fusée en cours de propulsion, la vitesse perdue par celle-ci sera toujours gT . 


� Quant aux moteurs à ergols liquides, les ingénieurs n’arrivent pas à faire varier notablement leur débit sans mettre en danger leur tenue aux vibrations… Débit et Vitesse d’Éjection peuvent donc être considérés comme constants.


� On trouve souvent ce temps sous l’appellation de Temps Caractéristique. Mais comme il peut y avoir un Temps Caractéristique pour beaucoup de phénomène, nous osons l’appeler Temps Balistique du mobile étudié (exactement : Temps balistique de notre mobile en mouvement uniformément accéléré dans notre atmosphère près du sol).


� Il est précisé dans Le Vol de la Fusée qu’il faut prendre pour M la moyenne entre la Masse Initiale de la fusée et sa Masse en Fin de Propulsion (c�à�d après éjection de sa masse d’appui.


� Notons que cette Distance Balistique est définie en l’absence de pesanteur ou d’aucune force motrice : c’est le temps qu’il faut pour que le mobile voit sa vitesse divisée par e dans une bulle d’atmosphère non soumise à la gravitée. Cette Distance Balistique est donc la même, que la fusée soit en montée ou en descente ; elle représente donc la constante balistique de cette fusée en toutes circonstances.


� Voir notre travail sur la balistique de la fusée � HYPERLINK "http://perso.numericable.fr/~fbouquetbe63/gomars/la_fusee_en_vol_balistique7.doc" �LA FUSÉE EN VOL BALISTIQUE�. Ce travail introduit et explicite cette notion de Distance Balistique…


� Nous avons ici simplifié l’expression de Gil Denis en considérant que la fusée démarre d’une vitesse nulle.


� Voir notre travail sur la balistique de la fusée � HYPERLINK "http://perso.numericable.fr/~fbouquetbe63/gomars/la_fusee_en_vol_balistique7.doc" �LA FUSÉE EN VOL BALISTIQUE�. Ce travail introduit et explicite cette notion de Distance Balistique…


� Notons que cette Distance Balistique est définie en l’absence de pesanteur ou d’aucune force motrice : c’est le temps qu’il faut pour que le mobile voit sa vitesse divisée par e. Cette Distance Balistique est donc la même, que la fusée soit en montée ou en descente.


� Pour les moteurs pyrotechniques, cette caractéristique et celles qui suivent sont liées au règlement (sauf le diamètre de la fusée que nous avons estimé d’après celui du moteur).
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