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DÉTERMINATION

DE  LA  VITESSE  DE  CHUTE

D’UN  CORPS  DANS  L’AIR

sans intégration de l’équation différentielle.

suivi de :

DÉTERMINATION

DE  LA  VITESSE  DE  MONTÉE  

VERTICALE  D’UN  PROJECTILE  DANS  L’AIR

sans intégration de l’équation différentielle.

Ceci est la version bêta 2 de ce travail.

Par rapport à la version bêta 1, cette version est augmentée de l’évocation de notre découverte d’un temps limite de montée balistique ainsi que de diverses formulations de la hauteur instantanée en montée balistique.

Honorez-nous de vos critiques sur le fond et la forme.

Chapitre I :

RAPPEL DE LA FAÇON DONT NOUS EST VENUE L’IDÉE DE CE CALCUL 

(on peut également  passer directement au calcul )

L’idée du calcul relaté par le présent texte nous est venue alors que nous cherchions à prendre en compte dans un autre texte (Amendement atmosphérique à la vitesse de Tsiolkovski) l’effet du freinage atmosphérique dans la fameuse formule de Tsiolkovski qui donne la vitesse instantanée d’une fusée :

VTsiol (t) = Véject Ln(R(t)) –g t

Cette formule donne la vitesse instantanée VTsiol(t) 
  à partir des éléments suivants :

Véject , la vitesse d’éjection des gaz ou de toute autre masse  

t , le temps écoulé depuis le décollage de la fusée

g , la gravité à la surface de la planète considérée

R(t)  le Rapport de Masses atteint à l’instant t, c-à-d le rapport M0/M(t) , si M0 est la masse de la fusée sur le Pas de Tir à l'instant t = 0 et M(t) la masse instantanée de la fusée. 

Par raison de simplification, Tsiolkovski, fondateur de l’astronautique moderne, a bâti cette formule en supposant nulle la résistance de l’air, c-à-d le freinage subi par la fusée dans sa traversée de l’atmosphère.

Cette simplification est évidemment judicieuse lorsque l’engin spatial décolle d’une planète dénuée d’atmosphère ou développe sa phase propulsive au-dessus de l’atmosphère de cette planète.

Mais dans le cas d’une fusée décollant de la surface de notre planète, elle conduit à une certaine erreur. On peut donc dire que VTsiol (t) , la vitesse instantanée donnée par la formule de Tsiolkovski, et que nous nommons pour cette raison Vitesse de Tsiolkovski, est une vitesse par excès. 

Ainsi que nous le disions plus haut, nous nous sommes entichés de corriger cet excès, c-à-d de corriger la classique Formule de Tsiolkovski pour prendre en compte le frottement atmosphérique…

La gageure est de taille puisque, comme on le sait, l’équation différentielle du mouvement de la fusée est inintégrable analytiquement si l’on y tient compte de la Traînée…

Appliquons pour l’exemple la formule de Tsiolkovski à une fusée à eau de 1,5 L , mais à tuyère réduite donnant un temps de propulsion de 1’’ 
  :
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On aperçoit la Vitesse de Tsiolkovski en violet et la vitesse réelle (calculée facilement par un tableau pas à pas) en rouge

La Vitesse de Tsiolkovski est donc bien une vitesse excessive par rapport à la réalité. 

L’idée qui a présidé à notre réflexion est que cette vitesse par excès peut néanmoins constituer une base suffisante pour la détermination de la Traînée atmosphérique qui ralentira la fusée à chaque instant. 

Cette détermination de la Traînée, basée sur une vitesse calculée par excès, produira évidemment un résultat également excessif (en valeur absolue), et ceci est important.

Cette approche par excès de la Traînée instantanée F(t) peut être résumée par l’inéquation suivante :

F(t)  < ½ ρ SCx VTsiol (t) ².

où F(t)  est la force de Traînée instantanée 

et bien sûr VTsiol (t) la Vitesse instantanée de Tsiolkovski qui ne prend pas en compte la Traînée atmosphérique…

La connaissance de cette Traînée Instantanée par excès peut alors nous servir de base pour un cumul de la vitesse perdue par traînée depuis le décollage de la fusée jusqu’à l’instant t indéfini.

Notre Texte « Amendement atmosphérique à la vitesse de Tsiolkovski » expose la méthode utilisée pour réaliser ce cumul. Ledit cumul est bien sûr négatif et sa valeur absolue un peu trop forte.

Dans ce texte, nous avons pris sur nous d’appeler Premier Amendement ce correctif à la Vitesse donnée par la Formule de Tsiolkovski 
.

La Vitesse de Tsiolkovski ainsi amendée une première fois de la sorte est, par définition un peu faible (puisqu’on lui a retiré un cumul de vitesse perdue un peu fort en valeur absolue). On la voit ci-dessous en jaune.
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On la remarque néanmoins très près de la vitesse réelle, ce qui rassure sur le choix de notre méthode de calcul de la Traînée.

Mais il y a mieux : Savoir qu’un résultat est plus précis, bien « qu’un peu faible », est déjà un progrès énorme, car on peut à présent être certain que la véritable vitesse (en rouge) se situe entre la Vitesse de Tsiolkovski (en violet, trop forte, on l’a vu) et cette vitesse amendée une première fois (en jaune, un peu faible) : si la vitesse réelle (en rouge) nous est inconnue, on dispose quand même pour la première fois d’une fourchette où elle doit se placer…

On pourrait s’en tenir là.

Mais, considérant qu’on dispose à présent d’une vitesse de la fusée un peu meilleure (quoique par défaut, c’est‑à‑dire un peu faible) que celle donnée par la formule historique de Tsiolkovski, on peut également persévérer sur cette voie et calculer sur cette nouvelle base par défaut  un nouveau cumul de la vitesse perdue par Traînée depuis le décollage de la fusée.

Ce cumul étant cette fois-ci basé sur une vitesse par défaut, c-à-d un peu faible, il sera lui aussi un peu faible et sa soustraction à la vitesse théorique de Tsiolkovski (qui nous sert toujours de référence) donnera cette fois-ci un résultat un peu fort (c‑à‑d par excès).

Nous aurons de cette façon réalisé un Deuxième Amendement de la Vitesse de Tsiokovski. Le voici en bleu clair :
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On doit admettre que la courbe représentant ce Deuxième Amendement recouvre presque complètement la vitesse réelle (en rouge).

Notons qu’outre le fait d’avoir beaucoup affiné le calcul de la vitesse (par une certaine prise en compte de la Traînée), nous avons également beaucoup diminué la largeur de la fourchette encadrant la vitesse réelle de la fusée dans l’air.

Ceci apparaît d’ailleurs mieux dans le zoom qui suit. La fourchette s’y étend de la nouvelle courbe bleue clair à la précédente en jaune :

Attention : petit placard gris dans Word…
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Ce n’est pas rien. D’autant plus qu’il nous est loisible, en persistant dans l’application de cette méthode « par Amendements Successifs », d’affiner toujours plus la prise en compte de la traînée dans le calcul de la vitesse de la fusée…

C’est ce qui est fait dans le texte Amendement atmosphérique à la vitesse de Tsiolkovski …
Passons à présent aux deux calculs annoncés dans le titre du présent texte.

Ils utilisent la même méthode des Amendements Successifs que ci-dessus. Mais ils présentent, par rapport au calcul précédent, la singularité que leur résultat est déjà connu ; en effet, que ce soit pour la chute d’un objet dans l’air ou pour sa projection vers le haut, l’évolution des vitesses peut être déterminée analytiquement : être conduit au même résultat par notre méthode d’approximations successives justifiera donc tout à fait celle-ci…

Chapitre II :

VITESSE  DE  CHUTE  AÉRIENNE  D’UN CORPS

Est-il possible de résoudre le problème de la chute d’un corps dans l’air lorsqu’on ne sait pas intégrer l’équation différentielle qui décrit ce mouvement ?

Dans le texte qui suit, nous allons démontrer que oui.

Nous découvrirons en effet, sans faire usage de la méthode classique d’intégration, une formule analytique décrivant le mouvement du corps.

Posons le problème :

En l’absence d’air (dans un tube à vide, par exemple 
 ), la vitesse d’un corps tombant verticalement à la surface de notre planète est :

V = gt

Lorsque, par contre, le corps tombe en présence d’air, nous savons que cette formulation de la vitesse est une approximation par excès. Mais elle donne quand-même de bons résultats pendant un certain temps, spécialement si le corps est assez lourd et qu’il ne présente pas un SCx trop important. 
 

Ce sera le cas d’une boule de pétanque, par exemple. Mais, si l’on applique la formulation V = gt à une boule de polystyrène ou un ballon de baudruche gonflé, on pressent intuitivement que la loi V = gt ne sera respectée que dans les touts premiers dixièmes de seconde du mouvement. Ensuite, on sait bien que le ballon ou la boule de polystyrène tendra à stabiliser sa vitesse de chute à une vitesse que l’on appelle sa Vitesse Limite (ou vitesse de Chute Stabilisée).

Schématisons le jeu des forces s’appliquant à notre sphère animée d’une vitesse instantanée V(t) 
  :


Voici d’ailleurs le graphique de la chute d’une boule de polystyrène dans l’air. En noir est la vitesse de chute dans le vide et en violet la vitesse réelle de chute dans l’air (calculée ici pas à pas) :
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L’horizontale rouge indique la Vitesse Limite de Chute.

La verticale orange évoque un temps particulier qui, comme la Vitesse Limite, nous servira beaucoup et qui caractérise le mouvement du corps. Pour cette raison, on le nomme souvent Temps Caractéristique. Pour notre part, nous avons osé l’appeler Temps Balistique, vocable qui nous paraît plus .. caractéristique (justement) du mouvement considéré 
. Voici la définition de ce Temps balistique : 

Le Temps Balistique, ainsi que l’indique le graphique ci-dessus, est le temps qu’il faudrait à notre corps pour atteindre dans le vide une vitesse équivalente à sa Vitesse Limite de Chute dans l’air (ou Vitesse de Chute Stabilisée).  
 

Dans le reste de ce texte, nous nommerons T ce Temps Balistique.

Nous nommerons également U la Vitesse Limite du même corps.

Comme dans le vide la vitesse du corps est gt, lorsque au Temps Balistique T il atteint l’équivalent de la Vitesse Limite U, on peut écrire, :

gT= U 

ce qui donne la valeur du Temps Balistique T :

T = U/g

Au demeurant le fait que la droite noire V = gt  passe par le croisement de ce Temps Balistique et de la Vitesse Limite corrobore d’ailleurs cette valeur.

Premier Amendement

L’idée qui va nous animer à présent est que durant un certain temps, on peut quand-même quantifier le freinage dû à la Traînée atmosphérique en se basant sur la vitesse du corps dans le vide (lieu où il respecte la loi : V = gt).

Dans cette hypothèse, durant un certain temps, la Traînée F due à la friction de l’air sera assez proche de :

F = ½ ρSCx V² = ½ ρSCx g²t²  
  

Fort de cette valeur de la Traînée, on peut alors réaliser une première approche des pertes de vitesse occasionnées par le freinage atmosphérique à chaque instant t. Ces pertes de vitesses, sommées depuis le début de la chute sont :

 EQ \i(0;  t;)   EQ \f(½ρSCxV2 ;M  ) dt    

Sortons les valeurs constantes de l’intégrale et remplaçons V par sa valeur approchée gt :

 EQ \f(½ρSCx  ; M )  EQ \i(0;  t;)g2t2 dt   , 

L’exécution de cette intégration est aisée et donne :

 EQ \f(½ρSCx  ; M )[  EQ \f( g2t3 ; 3 )]0t
À l’instant t, le cumul des pertes de vitesse est donc :

Cumul =  EQ \f(½ρSCx  ; M )   EQ \f( g2t3 ; 3 )
L’expression de ce cumul est simple. Il est cependant possible de la simplifier encore.

Il suffit pour ce faire de se souvenir que  EQ \f(½ρSCx  ; Mg ) est l’inverse du carré de la Vitesse Limite du corps (que nous nommons U dans ce texte). C‑à‑d qu’on a :

 EQ \f( 1 ; U2 ) =  EQ \f(½ρSCx  ; Mg )
Notre cumul s’écrit donc plus simplement :

Cumul =  EQ \f( g3t3 ; 3U2 )
Cette écriture est déjà plus pratique. Mais on peut faire mieux si l’on se souvient que U/g = T  (T étant le Temps Balistique).

Le cumul des pertes de Vitesses par Traînée en devient :

Cumul = U  EQ \f(t3 ; 3T3 )
Effectuons à présent un changement de variable en posant  τ=  EQ \f(t; T) , cette variable sans dimension τ pouvant être définie comme le quotient du temps écoulé t sur le Temps Balistique.

Le cumul des pertes de Vitesses par Traînée s’écrit alors :

Cumul =  EQ \f( U ; 3 ) τ3
Nous confinons ici à un optimum de simplicité…

C’est donc cette valeur qu’il faut retrancher à chaque instant t (ou à chaque quotient τ ) à la vitesse dans le vide pour obtenir une première approche de la vitesse de chute dans l’air :

VAm1 = gt -  EQ \f( U ; 3 ) τ3
approche qui gagne, dès lors qu’on se souvient que U/g = T (soit g = U/T) et que τ=  EQ \f(t; T) , à être exprimée sous la forme :

VAm1 = Uτ -  EQ \f( U ; 3 ) τ3   soit :

VAm1 = U( τ -  EQ \f( τ3 ; 3 ) ) 
qui est l’expression du Premier Amendement de la vitesse de chute aérienne d’un corps.

On peut en effet dire que nous avons ainsi amendé (une première fois) la vitesse dans le vide. C’est pourquoi nous avons nommé VAm1 cette vitesse.

L’encadré ci-dessus est d’ailleurs la formulation la plus simple qu’on puisse concevoir du phénomène. Elle est typique de la représentation physique de tels phénomènes. La vitesse du corps y est exprimée en référence à sa Vitesse Limite et en référence à τ , la fraction de Temps Balistique écoulé…

Toute la réflexion décrite dans ce texte peut d’ailleurs être menée pareillement en conservant jusqu’au bout l’écriture physique des choses (par exemple) :

 EQ \f(½ρSCx  ; M )  EQ \i(0;  t;)g2t2 dt   
Mais la rédaction en devient beaucoup plus contraignante…

Voici ce que donne ce Premier Amendement de la vitesse VAm1 (en bleu dense) :
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Par rapport à la vitesse dans le vide, en noir, cette vitesse amendée bleu dense est nettement plus réaliste, du moins jusqu’à la moitié du Temps Balistique.

On remarque cependant notre vitesse amendée tangente l’horizontale lorsque le Temps Balistique est franchi. Cela doit nous faire penser que, passé ce Temps Balistique, notre premier amendement diverge peut-être. 
  

Nous avons donc nettement amélioré notre estimation de la vitesse de l’objet.

Au passage, on peut remarquer que, puisque la vitesse qui a servi de base au calcul du cumul des pertes de vitesse par Traînée est trop forte (c’est la vitesse dans le vide), la vitesse bleue auquel on a retiré ce cumul un peu trop fort est un peu trop faible : Nous possédons donc à présent une première fourchette, fourchette à l’intérieur de laquelle nous savons que se trouve la vitesse réelle (ici entre la courbe noire et la courbe bleu dense).

Deuxième Amendement de la Vitesse

Il serait absurde de s’arrêter en si bon chemin : Rien ne nous empêche, en effet de nous baser sur cette vitesse amendée une première fois pour calculer un nouveau cumul des pertes en vitesse par Traînée.

Cette fois-ci, la vitesse qui servira de base (la courbe bleu dense) est un peu faible. Notre cumul sera donc lui aussi un peu faible (en valeur absolue) et la vitesse amendée (une deuxième fois) par ce cumul un peu forte.

L’expression de ce deuxième cumul est toujours la même :

Cumul2  =   EQ \i(0;  t;)  EQ \f(½ρSCxV2 ;M  ) dt   

Mais si l’on se souvient que 

 EQ \f( 1 ; U2 ) =  EQ \f(½ρSCx  ; Mg )
…ce deuxième cumul peut s’écrire avantageusement :

Cumul2  =  EQ \f(1;U2  ) g  EQ \i(0;  t;) V2 dt   

avec bien sûr à présent : V = VAm1 = U( τ -  EQ \f( τ3 ; 3 ) )
L’intégration à effectuer est donc :

Cumul2  =  EQ \f(1; U2 ) g  EQ \i(0;  t;) [U( τ -  EQ \f( τ3 ; 3 ) ) ]2 dt   

soit :

Cumul2  = g  EQ \i(0;  t;) ( τ -  EQ \f( τ3 ; 3 ) )2 dt   

soit, en effectuant le carré :

Cumul2  =   g  EQ \i(0;  t;) [τ2 - 2 EQ \f( τ4 ; 3 )+  EQ \f( τ6 ; 3*3 )] dt   
  

L’intégration se présente bien. Mais il ne faudrait tout de même pas oublier que τ=  EQ \f(t; T) , c‑à‑d que dt = T dτ . Il convient donc de rédiger l’intégration comme suit :

Cumul2  =   gT  EQ \i(0;  τ;)  [τ2 - 2 EQ \f( τ4 ; 3 )+  EQ \f( τ6 ; 3*3 )] dτ 
ou, comme gT est U :

Cumul2  =   U  EQ \i(0;  τ;)  [τ2 - 2 EQ \f( τ4 ; 3 )+  EQ \f( τ6 ; 3*3 )] dτ   

Reconnaissons que cette expression est d’une remarquable élégance.

L’intégration en est aisée. Elle donne, entre les bornes 0 et t :

Cumul2  =   U [ EQ \f( τ3 ; 3 )- 2  EQ \f( τ5 ; 3*5 ) +  EQ \f( τ7 ; 3*3*7 )]  

Ce cumul est à retrancher à la vitesse dans le vide gt, vitesse que nous savons pouvoir exprimer sous la forme gt = Uτ ,

La vitesse amendée deux fois est donc :

VAm2 = Uτ - U [ EQ \f( τ3 ; 3 )- 2  EQ \f( τ5 ; 3*5 ) +  EQ \f( τ7 ; 3*3*7 )] 
ou :

VAm2 = U[τ -  EQ \f( τ3 ; 3 ) +  EQ \f( 2*τ5; 3*5 ) -  EQ \f(τ7 ;3*3*7)

 EQ \f(;)]
résultat du Deuxième Amendement de la vitesse de chute aérienne d’un corps

Sous nos yeux intéressés se compose ainsi peu à peu une série alternée…

Voici cette vitesse amendée deux fois (en bleu clair ci-dessous) :
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Cette courbe bleu clair suit très fidèlement la vitesse réelle, au moins sur les 4/5ème du Temps Balistique.

Tout ceci est très satisfaisant, et surtout le fait que notre résultat se présente comme une série. Nous sommes donc stimulés pour nous lancer dans un nouvel amendement de la vitesse (le troisième), basé sur la vitesse amendée deux fois obtenue ci-dessus.

Troisième Amendement

Le cumul des pertes de vitesse par Traînée est toujours :

Cumul3  =   EQ \i(0;  t;)  EQ \f(½ρSCxV2 ;M  ) dt  

ou :  EQ \f( g ;U2 )  EQ \i(0;  t;)V2dt     (parce que 1/U² = ½ ρ SCx / Mg)

ou encore :   EQ \f( gT ;U2 )

 EQ \i(0;  τ;) V2dτ      (puisque dt = T dτ)
soit Cumul3 =  EQ \f( 1;U )

 EQ \i(0;  τ;) V2dτ      (étant acquis que gT = U ) 

mais avec, cette nouvelle fois, pour la vitesse instantanée V la valeur :

V =VAm2 = U[τ - EQ \f( τ3 ; 3 ) +  EQ \f( 2 τ5 ; 3*5 ) -  EQ \f( τ7 ; 3*3*7 )]
L’intégration à effectuer est donc :

Cumul3  = U EQ \i(0;  τ;)  [τ - EQ \f( τ3 ; 3 ) +  EQ \f( 2 τ5 ; 3*5 ) -  EQ \f( τ7 ; 3*3*7 )]2 dτ  
À ce stade de cette réflexion, on est pris de la crainte que l’exécution du carré de la vitesse complique l’intégration à effectuer.

Mais de bonne surprises nous attendent un peu plus loin qui vont nous rasséréner…

Au demeurant, avant d’exécuter le carré, il est préférable de s’arrêter un instant sur ce qu’est le carré d’une somme de termes.

Prenons une somme S de termes d’ordre croissant :

S = ax + bx2 + cx3 + dx4 + ex5 + fx6 + etc.

Reproduisons-là à l’identique et effectuons son carré en distribuant les termes de la série du bas sur la série du haut (comme on le fait lorsqu’on effectue par écrit une multiplication) :

S = ax + bx2 + cx3 + dx4 + ex5 + fx6 + etc.

S = ax + bx2 + cx3 + dx4 + ex5 + fx6 + etc.

Une fois effectué ce travail de mise au carré, on peut remarquer que son résultat correspond :

( à la sommation des carrés de chacun des termes (traits verticaux sur le schéma ci-dessus), c‑à‑d  : a2x2 + b2x4 + c2x6 + etc. 

( à la sommation de tous les produits obliques (traits obliques : abx3 + acx4 +adx5 +aex6 + etc. + bcx5 + bdx6 + bex7 + etc.).

Or, si l’on observe ces produits obliques, on peut remarquer qu’ils admettent une symétrie d’axe vertical, c‑à‑d qu’ils se croisent deux par deux en X : chacun de ceux qui s’effectuent vers la droite possède un symétrique qui s’effectue vers la gauche et donne le même résultat (par exemple, ici, le produit bleu ax*bx² et le produit violet bx²*ax). C’est pour cela qu’on peut les réunir deux par deux en ce qu’on appelle des doubles produits [c’est ce qui forme le double produit 2ab dans le carré (a+b)2 ].

En conséquence on peut simplifier l’opération de ces doubles produits en n’effectuant que les produits vers la droite et en multipliant ces produits uniques par deux.

L’opération du carré d’une somme équivaudra donc à effectuer les carrés de chacun des termes (pointillés ci-dessous) et à prendre le double des produits de chaque terme par les termes qui sont à droite de lui (traits pleins ci-dessous) !

S = ax + bx2 + cx3 + dx4 + ex5 + fx6 + etc.

Mais ce n’est pas tout : L’opération du carré d’une somme possède une autre propriété qui va énormément nous aider dans notre calcul des amendements successifs : Pour ce qui est de notre série en τ, par exemple :

τ - EQ \f( τ3 ; 3 ) +  EQ \f( 2 ; 3 ) EQ \f( τ5 ; 5 ) -  EQ \f( 1 ; 3*3*)

 EQ \f(τ7 ; 7 ) 
…cette propriété est que tous les termes de la série possèdent des degrés différents : Nous n’y avons pas fait attention, mais, machinalement, nous les avons tout de même rangés par ordre de puissances croissantes de τ !

Ceci est également vrai pour S, notre série d’essais :

S = ax + bx2 + cx3 + dx4 + ex5 + fx6 etc.

Si son carré S2  s’écrit en vrac :

S2 = a2x2 + 2abx3 + 2acx4 +2adx5 +2aex6 + etc. +

b2x4 + 2bcx5 + 2bdx6 + 2bex7 + etc. +
c2x6 ++ 2cdx7 + 2cex8 + 2cfx9 + etc. +

d2x8 + 2dex9 + 2dfx10 + 2dgx11 + etc. +

 …, correctement rangé, S2  s’écrit :

vérifier ci dessous

S2 = (a2) x2 + (2ab) x3 + (b2 + 2ac) x4+ (2ad + 2bc) x5+ (c2 + 2ae + 2bd) x6+ etc. 
Et cette présentation est très intéressante par ce que nous y voyons plus clairement comment se forment les coefficients des puissances de x .

Par exemple, (a2) x2 est formé à partir du seul carré du terme ax de la série.

Et il n’y a pas d’autres termes en  x2 !


De même, (2ab) x3 est formé à partir du double produit du terme ax par bx2.

Et il n’y a pas d’autres termes en  x3 !


Quant à (2ac + b2 ) x4 , il additionne le carré de bx2 et le double produit de ax par cx3 .

Et il n’y a pas d’autres termes en  x4 !


Et ainsi de suite…

Si l’on réfléchit suffisamment, on peut réaliser que dans le résultat S2 le coefficient numérique d’une puissance de x n est constitué du carré du coefficient d’ordre n/2 de la série S (quand il en existe, c‑à‑d quand n est pair) augmenté d’autant de doubles produits qu’on peut en effectuer pour constituer la puissance x n…

En résumé, on peut donc dire que l’opération du carré de cette série produira un résultat dont les différents termes pourront être classés par ordre de puissances croissantes et que le travail consistant à créer ces termes sera limité.

Et c’est ainsi que le monde fonctionne depuis toujours, même si on ne le découvre naïvement qu’à cette occasion.

Sur ce mode opératoire, exécutons donc à présent le carré de la série en τ existant sous le signe d’intégration de notre cumul des pertes de vitesse par Traînée, à savoir :

[τ - EQ \f( τ3 ; 3 ) + 2  EQ \f( τ5 ; 3*5 ) -  EQ \f( τ7 ; 3*3*7 )]2
( Le coefficient numérique du terme en τ2 ne pourra naître que du carré de τ. C’est donc l’unité.

( Le coefficient du terme en τ3 ne pourra pas naître (il n’y a pas de τ2 à multiplier par τ).

( Le coefficient du terme en τ4 ne peut naître que du double produit de τ par - EQ \f( τ3 ; 3 ) (il n’y a pas de terme en  τ2  à élever au carré). Le coefficient en τ4 est donc - EQ \f(2; 3 )
( Le coefficient du terme en τ5 ne peut naître d’un carré. Il ne pourrait naître que du double produit de τ2 par τ3  (mais il n’y a pas de τ2) et du double produit de τ par τ4 (mais il n’y a pas de τ4) . Il n’y a donc pas de terme en τ5.

( Le coefficient du terme en τ6 peut naître du carré de τ3 . Il peut aussi naître du double produit de τ par τ5  (il n’y a pas de τ2pour effectuer le double produit de τ2 par τ4).Ce coefficient est donc  EQ \f(1; 3*3 ) + 2 EQ \f(2; 3*5 ) 
( Il ne peut exister de terme en τ7 .

( Le terme en τ8 ne peut naître que du double produit de τ3 par τ5  et du double produit de τ par τ7 (il n’y a pas de terme en τ4 à élever au carré). Le coefficient du terme d’ordre 8 est donc –(2 EQ \f(2 ; 3*3*5 ) + 2 EQ \f( 1 ; 3*3*7 ))

( Il ne peut exister de terme en τ9 .

À ce stade, voici le résultat de la mise au carré de notre série :

τ2 + - EQ \f(2; 3 )τ4 + ( EQ \f(1; 3*3 ) + 2 EQ \f(2; 3*5 ) )τ6 – (2 EQ \f(2 ; 3*3*5 ) + 2 EQ \f( 1 ; 3*3*7 ))τ8 + d’autres termes de degrés supérieurs 

L’intégration de notre troisième cumul des pertes en vitesse par Traînée, à effectuer de 0 à t , se ramène alors à :

Cumul3  = 

U EQ \i(0;  τ;) [τ2 + - EQ \f(2; 3 )τ4 + ( EQ \f(1; 3*3 ) + 2 EQ \f(2; 3*5 ) )τ6 + –(2 EQ \f(2 ; 3*3*5 ) + 2 EQ \f( 1 ; 3*3*7 ))τ8 + etc.] dτ  
Cette intégration est automatique. Le résultat, pris entre les bornes 0 et τ en est :

U[ EQ \f(τ3 ; 3 )  - EQ \f(2; 3 )

 EQ \f(τ5 ; 5 ) + ( EQ \f(1; 3*3 ) + 2 EQ \f(2; 3*5 ) )  EQ \f(τ7 ; 7 )  –(2 EQ \f(2 ; 3*3*5 ) + 2 EQ \f( 1 ; 3*3*7 )) EQ \f(τ9 ; 9 ) + etc.]
La vitesse amendée trois fois est donc :

VAm3 = U[τ - EQ \f( τ3 ; 3 ) +  EQ \f(2; 3 )  EQ \f(τ5 ; 5 ) - ( EQ \f(1; 3*3 ) + 2 EQ \f(2; 3*5 ) )  EQ \f(τ7 ; 7 ) + (2 EQ \f(2 ; 3*3*5 ) + 2 EQ \f( 1 ; 3*3*7 )) EQ \f(τ9 ; 9 ) + etc.  ]
À cet instant, il est particulièrement satisfaisant de constater que certains termes de notre Vitesse Amendée n’ont pas évolué depuis le deuxième amendement. Nous dirons qu’ils ont sont figés.

Observons en effet nos précédents amendements :

VAm1 = U( τ -  EQ \f( τ3 ; 3 ) ) 
VAm2 = U[τ - EQ \f( τ3 ; 3 ) +  EQ \f( 2 ; 3 ) EQ \f( τ5 ; 5 ) -  EQ \f( 1 ; 3*3*)

 EQ \f(τ7 ; 7 )]
Les termes figés de notre troisième amendement sont donc :

τ - EQ \f( τ3 ; 3 ) + 2  EQ \f( τ5 ; 3*5 )
On peut même subodorer qu’à chaque fois que nous réalisons un nouvel amendement, un nouveau terme se fige. Ceci peut être déduit du fait que le coefficient numérique d’une puissance de τ n  ne peut être formé qu’à partir de coefficients d’ordre inférieur. Dès lors que ceux-ci se sont figés à l’amendement précédent, le nouveau coefficient est alors naturellement figé…

Ces termes figés sont donc des termes définitifs qui apparaîtront forcément dans les amendements suivants.

Voici la représentation graphique de ce Troisième Amendement de la vitesse ; c’est la courbe bleu très clair :
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Il est frappant que cette courbe bleu très clair est très proche de la courbe violette de la vitesse réelle., sauf dans sa toute dernière partie de droite…

Ce succès fouette notre courage et nous pousse à calculer une nouvelle fois le cumul des vitesses perdues par Traînée en nous basant sur cette nouvelle vitesse bleu très clair (qui est amendée trois fois) :

Quatrième Amendement

Le cumul des pertes de vitesse par Traînée s’écrit toujours de la même façon (voir le Troisième Amendement où cette formulation a été légitimée)  :

Cumul4 =  EQ \f( 1;U )

 EQ \i(0;  τ;) V2dτ   
mais avec cette nouvelle fois :

V = VAm3 = U[τ - EQ \f( τ3 ; 3 ) +  EQ \f(2; 3 )  EQ \f(τ5 ; 5 ) - ( EQ \f(1; 3*3 ) + 2 EQ \f(2; 3*5 ) )  EQ \f(τ7 ; 7 ) + etc.  ]
L’intégration à opérer sera donc :

Cumul4 = U EQ \i(0;  τ;) [τ - EQ \f( τ3 ; 3 ) +  EQ \f(2; 3 )  EQ \f(τ5 ; 5 ) - ( EQ \f(1; 3*3 ) + 2 EQ \f(2; 3*5 ) )  EQ \f(τ7 ; 7 ) + etc.  ]2dτ    

Et la vitesse amendée quatre fois :

VAm4 = gt – Cumul4   = Uτ – Cumul4     (car g = U/T et t/T = τ)   soit :

VAm4 = U{τ -  EQ \i(0;  τ;) [τ - EQ \f( τ3 ; 3 ) +  EQ \f(2; 3 )  EQ \f(τ5 ; 5 ) - (  EQ \f(1; 3*3 ) + 2 EQ \f(2; 3*5 ) )  EQ \f(τ7 ; 7 ) + etc.  ]2dτ }
Notons au passage que chaque nouvel amendement de la vitesse se présente toujours de cette même façon : il n’y a que la série entre crochets (à élever au carré) qui change (avec cependant un nouveau terme figé à chaque fois)…

Nous n’avons même pas pris la peine, ci-dessus, de recopier le terme en τ9 que nous avions calculé à l’amendement précédent. En effet, nous savons qu’il va encore évoluer…  
  

Quant au terme en  τ7, nous n’osons nous prononcer encore sur sa fixité…

D’ailleurs recalculons-le afin de trancher. Nous savons à présent qu’il va se former par l’intégration de la somme du carré du terme en τ3  et du double produit des termes en τ et τ5…

Il n’y a donc qu’un pas à franchir pour le connaître. C’est :

- (  EQ \f( 1 ; 3*3 ) + 2 EQ \f( 2 ; 3*5 ))  EQ \f(1; 7) τ7

terme où :

(le signe – est dû au fait que le cumul (l’intégration) est retranché à Uτ
(Le quotient   EQ \f(1; 7) est consécutif à l’intégration de τ6 en τ7
Ce terme était en fit déjà présent dans notre Troisième amendement. Il était donc déjà figé.
C’est donc le terme suivant, le terme en τ9, qui va être figé à l’occasion de ce Quatrième Amendement. Calculons-le à la volée, comme le précédent :
Reprenons sa genèse :
U{τ -  EQ \i(0;  τ;) [τ - EQ \f( τ3 ; 3 ) +  EQ \f(2; 3 )  EQ \f(τ5 ; 5 ) - (  EQ \f(1; 3*3 ) + 2 EQ \f(2; 3*5 ) )  EQ \f(τ7 ; 7 ) + etc.  ]2dτ }
Ce terme en τ9 va être formé par l’intégration de termes en τ8. Ces termes en τ8 proviendront du double produit de :

( - EQ \f( τ3 ; 3 ) par  EQ \f(2; 3 )  EQ \f(τ5 ; 5 ) d’une part,

(et de τ par - (  EQ \f(1; 3*3 ) + 2 EQ \f(2; 3*5 ) )  EQ \f(τ7 ; 7 )d’autre part 

( (il n’y a pas de carré de termes en τ4).

Le terme en τ9 est donc :

+ ( EQ \f(2*2 ; 3*3*5 ) +  EQ \f(2; 3*3*7 ) +  EQ \f(2*2*2; 3*5*7 )) EQ \f(τ9 ; 9)   
  

Une simplification par mise au dénominateur commun est tentante :

+  EQ \f(62; 315)  EQ \f(τ9 ; 9)
… mais gardons-nous-en pour le moment, car il peut être important que les coefficients gardent bien visibles les stigmates de leur formation.

Notre Quatrième amendement de la vitesse de chute aérienne d’un corps nous aura donc coûté peu d’effort. Cette vitesse VAm4 doit être très proche de :

VAm4 = 

U{τ - EQ \f( τ3 ; 3 ) +  EQ \f(2; 3 )  EQ \f(τ5 ; 5 ) - (  EQ \f(1; 3*3 ) + 2 EQ \f(2; 3*5 ) )  EQ \f(τ7 ; 7 ) + ( EQ \f(2*2 ; 3*3*5 ) +  EQ \f(2; 3*3*7 ) +  EQ \f(2*2*2; 3*5*7 )) EQ \f(τ9 ; 9) + etc.}
Nous avons même la prétention que les termes numériques (en bleu) sont des termes définitifs de la série qui pondère la Vitesse Limite de Chute Stabilisée U !…

Cinquième Amendement

Si l’on désire effectuer un Cinquième Amendement basé sur le Quatrième, on a compris que ce Cinquième Amendement figera un nouveau terme et que celui-ci sera en τ11.

Pour arriver à ce résultat, il nous suffira d’effectuer un carré et des doubles produits (ce carré et ces doubles produits devant produire, avant intégration, des termes en τ10), sans oublier de changer le signe de la somme de ces résultats et d’intégrer la puissance de τ en cours de traitement, à savoir τ10…

Le principe étant répétitif, nous avons bâti un tableau Excel qui a automatisé ces calculs. Voici un extrait de la feuille de calcul :

	Degré dans la série
	Coefficient de τ

	1
	1

	3
	-1/3

	5
	2/15

	7
	-17/315

	9
	62/2835

	11
	-0,00886324

	13
	0,00359213

	15
	-0,00145583

	17
	0,00059003

	19
	-0,00023913


Remarque : À partir de la puissance 9ème de τ, Excell présente des notations fractionnaires des coefficients qui sont légèrement fausses. En fait, le sublime logiciel prend sur lui de proposer des valeurs fractionnaires approchées. Peut-être ces coefficients fractionnaires approchés peuvent-ils néanmoins rendre service. Ils sont :

	Degré dans la série
	Coefficient de τ n 

	1
	1

	3
	-1/3

	5
	2/15

	7
	-17/315

	9
	11/503

	11
	-6/677

	13
	3/835

	15
	-1/687


Dès lors qu’on possède ces coefficients, il est très facile de faire tracer par le tableur les courbes de vitesses corrigées par nos amendements successifs.

Attention : Nous les avons représentés ci-dessous en indiquant en ordonnée non plus, comme précédemment, les vitesses amendées (ou réelle) du corps chutant dans l’air, mais le quotient de ces vitesses par la Vitesse Limite de Chute du corps (c‑à‑d, par exemple, VAm1 / U).

On ne peut pas aller plus avant dans le démontage du problème : nous en sommes à présent à la structure même du phénomène  
 :
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Sur le graphe, on retrouve l’alternance des vitesses amendées au-dessus et au-dessous de la Vitesse Réelle (en violet). Il est frappant que dès le Quatrième Amendement, la vitesse amendée recouvre presque parfaitement la Vitesse Réelle.

Il faut effectuer un zoom sur la partie terminale des courbes pour les dissocier :
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Et si l’on effectue à nouveau un super zoom, celui-ci nous prouve que les Sixième et Septième Amendements sont à peine dissociables de la vitesse réelle (vert pâle et vert fluo) : 
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QUELLE EST DONC CETTE SÉRIE QUE NOUS VENONS DE DÉCOUVRIR ?

Quelle est cette série polynomiale VAm4 /U=

τ - EQ \f( τ3 ; 3 ) +  EQ \f(2; 3 )  EQ \f(τ5 ; 5 ) - (  EQ \f(1; 3*3 ) + 2 EQ \f(2; 3*5 ) )  EQ \f(τ7 ; 7 ) + ( EQ \f(2*2 ; 3*3*5 ) +  EQ \f(2; 3*3*7 ) +  EQ \f(2*2*2; 3*5*7 )) EQ \f(τ9 ; 9) +etc.
Cette série n’est autre que le développement de la fonction Tangente Hyperbolique. On a bien en effet :

Tanh(τ)={τ - EQ \f( τ3 ; 3 ) + EQ \f(2; 3 )  EQ \f(τ5 ; 5 ) -(  EQ \f(1; 3*3 ) + 2 EQ \f(2; 3*5 ) )  EQ \f(τ7 ; 7 ) +( EQ \f(2*2 ; 3*3*5 ) +  EQ \f(2; 3*3*7 ) +  EQ \f(2*2*2; 3*5*7 )) EQ \f(τ9 ; 9) +etc.}
De fait, aussi loin qu’on s’avancera dans les puissances de τ on constatera une parfaite similitude entre les coefficients numériques des deux séries. D’ailleurs, la forme générale des coefficients numériques du développement en série de Tanh étant connue 
 , il est aisé de comparer ceux-ci avec ceux de notre série.

Le calcul de la précision ci-dessous montre de plus que, par exemple pour des valeurs de τ en dessous de l’unité, un calcul numérique peut tout à fait se satisfaire d’un nombre limité de termes, en interrompant l’énoncé de la série à la puissance 7ème ou 9ème de τ.
Quoi qu’il en soit, l’évolution de la vitesse d’un objet chutant à la surface de notre planète est donc justiciable de l’équation :

V(t) = U Tanh( EQ \f(t;T))
avec : 

t le temps

U la Vitesse de Chute Stabilisée de l’objet (ou Vitesse Limite)

T le Temps balistique, à savoir le temps qu’il faudrait à l’objet pour atteindre dans le vide une vitesse équivalente à sa Vitesse Limite de Chute Stabilisée.
PRÉCISION  DE  NOS  DIFFÉRENTS  AMENDEMENTS :

Un calcul d’erreur des différents amendements peut paraître intéressant. Nous relèverons cette erreur, par exemple, au Temps Balistique, c‑à‑d  lorsque τ prend la valeur unitaire dans notre série (ce qui simplifie les calculs)…

En simplifiant, dans le Quatrième Amendement, la présentation des coefficients numériques, on obtient la rédaction suivante :

VAm4 = U{τ - EQ \f(τ3;3) +  EQ \f(2; 3 )  EQ \f(τ5;5) - EQ \f(17;45)  EQ \f(τ7;7) +  EQ \f(62;315)  EQ \f(τ9;9) + etc.}
Observons que les coefficients de chaque terme y décroissent en allant vers la droite : d’une part les coefficients provenant directement de l’intégration de la variable τ, à savoir : (1,- EQ \f(1;3) ,  EQ \f(1;5) ,  EQ \f(1;7) ), et d’autre part les coefficients numériques résultant des carrés et doubles produits : (1, -1, + EQ \f(2;3) , - EQ \f(17;45) , puis + EQ \f(62;315) ) 
  .

Voici la valeur absolue de ces coefficients numériques de la série, compte non tenu du coefficient d’intégration (en bleu) et compte tenu de celui-ci (en violet) :

Attention ajout d’une zone de texte dans Word !
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Ils convergent donc vers des valeurs très faibles…

De fait, l’erreur d’un amendement qui s’arrêterait, par exemple, à la puissance 7ème  de τ  est très proche de la somme des coefficients numériques venant après ce septième degré dans le tableau déjà évoqué :

	Degré dans la série
	Coefficient de τ

	1
	1

	3
	-1/3

	5
	2/15

	7
	-17/315

	9
	62/2835 = 0,02186949

	11
	-0,00886324

	13
	0,00359213

	15
	-0,00145583

	17
	0,00059003

	19
	-0,00023913


, à savoir :

U (0,02186949 - 0,00886324 +0,00359213 - 0,00145583 ) 
…soit 0,01514255 U 

Comme les graphiques ci-dessus donnent la Vitesse Réelle comme très légèrement inférieure à 0,8 U , l’erreur relative, si l’on s’en tient à une série limitée à τ7 est donc un peu supérieure à 0,01514255 / 0,8 , soit un peu plus de 0,018928 ou 1,9 % .

Le tableau ci-dessous, qui n’a pas coûté beaucoup d’efforts à notre tableur, donne la valeur exacte des erreurs relative en % de chaque amendement. Les ‘‘un peu plus de 1,9 % ’’déterminés à l’instant y sont rectifiés en 2,04 %. 
 :

	Vitesse amendée
	Degré
	Erreur Relative %

	V Am1
	3
	-12,4643143

	V Am2
	5
	5,04282284

	V Am3
	7
	-2,04339934

	V Am4
	9
	0,82814168

	V Am5
	11
	-0,33563242

	V Am6
	13
	0,13602666

	V Am7
	15
	-0,05512953

	V Am8
	17
	0,02234316

	V Am9
	19
	-0,00905534


On doit donc admettre, en lisant ce tableau, que la précision de l’ingénieur (plaçons là à 2%) est atteinte par cet amendement d’ordre 7 (le Troisième Amendement) et largement dépassée par l’amendement suivant, d’ordre 9, tout ceci pour des valeurs de τ=  EQ \f(t; T)  inférieures à l’unité.

À titre d’application numérique, on peut d’ailleurs s’intéresser à la précision que donnerait notre série au calcul de la vitesse de retour au sol (sans parachute) d’une fusée à feu d’amateur de 45 mm de diamètre, d’une masse de 0,6 kg, et développant un Cx de 0,4 :

La Vitesse Limite U et le Temps Balistique T de cette fusée à feu type sont obtenus à partir de U= ½ρSCx) EQ \r(  ;  )
 et T = U/g .

Ils sont alors de :
U ≈ 122 m/s

T ≈ 12,5 s

Le Temps balistique semble donc du même ordre que le temps de retombée de l’engin (sans parachute). S’en tenir au terme de degré 7 de τ  devrait donc garantir une précision suffisante.

Quant à une fusée à eau type  de 0,15 kg , diamètre 83 mm et Cx de 0,4 , sa Vitesse Limite U est de ≈ 33 m/s et son Temps Balistique T de ≈ 3,4 s, soit du même ordre de grandeur que la durée de sa chute aérienne. L’application de notre série à cet engin non freiné par un parachute doit donc donner une précision suffisante dès la même puissance 7 de τ à savoir :

V ≈ U{τ - EQ \f(τ3;3) +  EQ \f(2; 3 )  EQ \f(τ5;5) - EQ \f(17;45)  EQ \f(τ7;7)}
avec τ = t/T
PROBLÈME  DE  LA  CONVERGENCE  DE  NOS  AMENDEMENTS

Confessons quand-même que nous n’avons pas pris ci-dessus toutes les dispositions en usage dans les mathématiques : ainsi font, paraît-il, les physiciens, protégés qu’ils sont de l’erreur par la logique qui régit le Monde…

Nous avons ainsi dit, en tout début de nos réflexions, que la courbe du premier amendement tangentait à l’horizontale lorsque t vaut le Temps Balistique. Cela nous paraissait une promesse d’instabilité de ce premier amendement…

En fait, comme on le voit sur le graphe ci-dessous, on ne peut pas dire que les vitesses amendées divergent après le Temps Balistique ; les 7ème et 8ème Amendements se rapprochent en effet de la courbe de la Vitesse Réelle (en violet) :
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C’est assez troublant.

Le jalon du Temps Balistique nous apparaissait pourtant comme une limite au-delà de laquelle il était risqué de persévérer dans notre méthode par amendements successifs. Néanmoins, il faut soumettre à notre intuition le fait que lorsque ce jalon est franchi, la force de Traînée n’en devient pas primordiale pour autant par rapport à la force motrice que constitue le Poids (elle ne peut égaler cette force qu’à l’infini des temps) : Il n’apparaît donc pas illégitime de continuer à déterminer l’équation du mouvement par notre méthode d’approches successives, puisque la Traînée demeure un acteur toujours secondaire du mouvement : on peut alors ressentir notre approche comme ‘‘calée’’ sur le phénomène primordial qu’est le Poids.

Rappelons ici que ce Temps Balistique T vaut :
T =  EQ \r(  ;  )
    

Par acquis de conscience, traçons la courbe que dessine le Quatorzième Amendement (en orange) :
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On doit admettre que cette courbe est très réaliste pour un τ valant 1,3, soit franchement après le Temps Balistique…

Force nous est donc de constater que le Temps Balistique ne constitue pas l’instant à partir duquel nos calculs d’amendements deviennent caducs.

Même le point où, sur le graphe ci-dessus, le Premier Amendement rencontre l’axe des abscisses et où la vitesse amendée devient négative n’est pas une frontière : la vitesse y change simplement de sens mais garde sa signification physique. 
 

À l’heure actuelle, nous n’avons pas effectué le travail de recherche de convergence de notre série. Ceci reste donc à faire…

Chapitre III :

VITESSE DE MONTÉE D’UN PROJECTILE DANS L’AIR

Intéressons-nous à présent au cas du mouvement d’un objet inerte de SCx constant projeté verticalement en l’air au-dessus de la surface de notre planète.

Nous avons gardé ce cas pour la fin car, bien que conduisant à un résultat plus simple que le cas précédent (un résultat en tangente et non en tangente hyperbolique), sa mise en équation nécessite une gymnastique intuitive nettement plus difficile…

Voici le schéma des forces en présence :


Comment poser le problème en équation ?

Le mouvement de notre projectile débute à l’instant même de la fin de sa projection (lorsqu’il sort du canon ou qu’il quitte le godet de la baliste).

À cet instant précis, la vitesse instantanée est VProject.

Si l’on adopte comme origine des temps cet instant de fin de projection, la vitesse V(t) du projectile évoluera comme :

V(t) = VProject - gt -  EQ \i(0;  t;)   EQ \f(½ρSCx  ; M ) V(t) dt  

Mais l’utilisation de l’instant de fin de projection comme origine des durées menace de nous faire transporter indéfiniment la vitesse VProject dans nos calculs, ce qui ne nous sourit pas.

L’idée nous vient alors d’envisager le problème à partir de l’instant de culmination.

Cela pose des problèmes de représentation mentale puisque nous cherchons à établir ce qui se produit avant cet instant de culmination, mais cela promet de simplifier le libellé de nos équations.

À notre sens, deux méthodes se présentent alors à nous pour parvenir à cette fin :

La première méthode pourrait se nommer « la méthode du film à l’envers ». Elle consiste à se placer par la pensée dans la situation où l’on repasserait à l’envers le film des derniers instants avant la culmination ; dans cette situation inversée (qui est, reconnaissons-le, plus facile à admettre parce que nous sommes familiers du cinéma) le projectile est alors accéléré depuis son point de culmination par les deux forces que sont son Poids et sa Traînée Atmosphérique :

Ces deux forces s’exercent alors dans le même sens et vers le bas, en particulier la Traînée, qui s’accroît comme le carré de la vitesse qu’elle contribue pourtant à créer !…


La deuxième méthode pourrait se nommer « la méthode du futur antérieur ». Elle consiste à se placer par la pensée à un instant t quelconque avant la culmination et à se demander quelle vitesse anime le projectile à cet instant.
C’est la méthode que nous allons utiliser. Le schéma représentatif des forces en présence est donc, classiquement :


Choisissons donc au hasard un instant t quelconque avant la culmination. Nous le considèrerons positif.

Le nombre qui le caractérisera sera la durée à courir jusqu’à la culmination, du moins si nous choisissons, comme nous l’avons suggéré, la culmination comme l’origine des temps.

Observons à présent la situation de notre projectile à cet instant t.

À cet instant t, le projectile dispose d’un certain capital de vitesse qu’il dissipera jusqu’à l’instant de culmination, instant où sa vitesse sera nulle.

Définissons comme positives les vitesses vers le haut.

Si notre projectile se déplaçait dans le vide (dans une chambre à vide construite à la surface de notre planète), son capital de vitesse se limiterait à gt. Selon les valeurs de t, la vitesse pourrait donc être représentée par la droite oblique blanche. Le vecteur blanc représente, par exemple, cette vitesse au temps 0,5  
  :

Attention, ajout de plusieurs zones de texte et autres dans Word !
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Mais nous nous intéressons au mouvement de notre projectile dans l’atmosphère ; sa vitesse réelle à l’instant t en est un peu plus forte puisqu’il est voué à dissiper une partie de celle-ci en frottement atmosphérique : la vitesse à l’instant t = 0,5, par exemple, est donc représentée par un point rouge situé un peu en dessous du point blanc (et, d’une façon plus générale, de la droite blanche)…

On peut donc écrire :

V(t) = gt + [Pertes de vitesse par Traînée jusqu’à la culmination]
Nous pouvons même formuler la valeur littérale de ces Pertes de vitesse par Traînée jusqu’à la culmination : ces pertes s’élèvent à :

½ρSCx; M ) EQ \i(0;    t;  V2(t) dt)
  
Attention ici au fait que nous déroulons le temps t vers la gauche de notre graphe…

La vitesse à l’instant t n’est alors autre que :

V(t) = gt + ½ρSCx; M ) EQ \i(0;    t;  V2(t) dt)

Cette équation constitue l’équation différentielle du mouvement de notre projectile dans l’air. Son intégration analytique conduirait, disons le tout de suite, à la loi de vitesse :

V(t) = U Tan( EQ \f(t;T))

U étant la vitesse de chute stabilisée du corps

et T une certaine durée que nous avons pris la décision de nommer Temps Balistique (voir plus haut sa définition, mais nous y reviendrons).

Il est d’ailleurs séduisant de constater une certaine symétrie entre la phase ascendante d’un projectile aérien et sa phase descendante : l’une s’exprime sous la forme d’une Tangente et l’autre sous la forme d’une Tangente Hyperbolique ; le passage de la fonction circulaire à la fonction hyperbolique n’étant dû qu’au changement de signe de la Traînée du corps par rapport à son Poids dans l’équation différentielle du mouvement…

Pour plus d’élégance, nous ferons pleinement usage de variables sans dimension en adoptant l’écriture :

 EQ \f(V(t);U) = Tan( EQ \f(t;T))
... où  EQ \f(V(t);U) et  EQ \f(t;T) sont des quotients de vitesses et de temps.

Ce résultat n’est donné ici que pour justifier la courbe que nous présenterons souvent à titre de support pour notre réflexion. Nous qualifierons cette courbe de courbe de vitesse réelle ou plutôt de courbe du quotient de vitesse réelle.

Gageons cependant que la mesure de la vitesse d’un corps projeté en l’air conduirait à une forme de courbe équivalente.

Voici en rouge cette courbe dite de quotient de vitesse réelle :
Attention : Ajout de U au nom de l’axe vertical dans Word
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Nous avons repris sur ce graphe la droite blanche qui représente, on le sait, le mouvement de notre mobile dans le vide. Ce mouvement est défini par l’équation V = g t, ou plutôt, pour nous en tenir aux même variables sans dimensions : 

 EQ \f(V(t);U) = ( EQ \f(t;T))  
 .

Il est patent que cette droite blanche est la tangente à la courbe rouge à l’origine des axes : ainsi que nous l’avons déjà dit, à vitesse faible le freinage atmosphérique devient négligeable et seule se fait sentir l’action de la gravité ; le zoom sur cette partie de la courbe sait d’ailleurs nous en persuader :
Attention : Ajout du même U dans Word !
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On y remarque que, pour un quotient de vitesse de 0,5 (soit une vitesse instantanée moitié de la Vitesse de Chute Stabilisée) l’écart entre les deux courbes n’est que de 8,5 % 
…

Quoiqu’il en soit, nous nous lançons le défi de parvenir à cette même écriture   EQ \f(V(t);U) = Tan( EQ \f(t;T)) par d’autres moyens que l’intégration analytique.

Reprenons notre équation différentielle :

V(t) = gt + ½ρSCx; M ) EQ \i(0;    t;  V2(t) dt)

Ce qui nous rend l’intégration difficile est le fait que nous ne connaissions pas l’évolution de V(t) selon le temps.

Mais nous devons nous souvenir ici que cette intégrale représente la perte de vitesse que subira notre projectile du fait du frottement atmosphérique. Si nous effectuons cette intégrale en nous basant sur une vitesse V(t) qui soit toujours inférieure à la vitesse réelle, ladite intégrale sera alors inférieure à l’intégrale réelle. Prenons ainsi dans une première intention la vitesse gt comme vitesse aérodynamique (si nous nommons ainsi la vitesse qui présidera au calcul de la Traînée aérodynamique).

Nous avons déjà dit que la vitesse gt est toujours inférieure à la vitesse réelle à l’instant t. Nous pouvons donc affirmer :

V(t) > gt + ½ρSCx; M ) EQ \i(0;    t;  (gt)2 dt)

L’effectuation de l’intégrale donne :

V(t) > gt +  EQ \f(½ρSCx; M ) [  EQ \f( g2t3 ; 3 )]0t
…et la mise aux bornes :

V(t) > gt +  EQ \f(½ρSCx; M )  EQ \f( g2t3 ; 3 )
Considérons le seul deuxième membre de cette inégalité et appelons-le première loi de vitesse par défaut V1(t)  :

V1(t) =  gt +  EQ \f(½ρSCx; M )  EQ \f( g2t3 ; 3 )
Inscrivons ici dans nos mémoires le fait que V1(t) est toujours inférieure à V(t) (en valeur absolue) 
 et représentons graphiquement (en bleu dense) cette première loi de vitesse :
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Nous avons la satisfaction d’observer que le quotient de notre première loi de vitesse V1(t) sur U produit une courbe assez proche de notre courbe rouge de référence (qui est le quotient de vitesse réelle) : pour un quotient de temps de 0,8, l’écart n’atteint pas 6 %.

De plus, autant qu’on peut en juger également, cette courbe bleue reste bien inférieure (en valeur absolue) à la courbe rouge.

Cette première loi de vitesse par défaut V1(t)  est donc très intéressante…

D’autant plus que rien ne nous empêche d’en tirer une nouvelle vitesse aérodynamique pour l’établissement d’une deuxième loi de vitesse V2(t) plus précise que la première.

Cette deuxième loi de vitesse sera également plus faible que la loi réelle puisqu’on lui aura ajouté un total des Pertes de vitesse par Traînée jusqu’à la culmination un peu plus faible que le total réel (puisque basé sur une première loi de vitesse V1(t) par défaut). Cette deuxième loi de vitesse s’écrira :

V2(t) = gt + ½ρSCx; M ) EQ \i(0;    t;  (V1(t))2 dt)

avec évidemment :

V1(t) =  gt +  EQ \f(½ρSCx; M )  EQ \f( g2t3 ; 3 )
L’intégration se présente alors sous la nouvelle forme polynomiale :

V2(t) = gt + ½ρSCx; M ) EQ \i(0;    t;  (gt +  EQ \f(½ρSCx; M )  EQ \f( g2t3 ; 3 ))2 dt)

À ce stade de la réflexion, le besoin se fait sentir de simplifier le libellé de nos équations comme nous l’avons fait lors de notre étude de la chute aérienne d’un corps.

Cela est assez facile si l’on rapproche le terme  EQ \f(½ρSCx; M ) de sa signification physique : en effet, puisque la Vitesse de Chute Stabilisée U est donnée par l’égalité ½ρSCx U2 = Mg , le terme  EQ \f(½ρSCx; M ) qui apparaît fréquemment sous notre clavier vaut  EQ \f(g;U2) et l’équation ci-dessus s’écrit :

V2(t) = gt + 2) EQ \i(0;    t;  (gt +  EQ \f(g; U2)  EQ \f( g2t3 ; 3 ))2 dt)

Si l’on se souvient à présent que  EQ \f(U;g) n’est rien d’autre que le Temps Balistique T, chaque occurrence de g pourra être remplacée par  EQ \f(U;T) . On obtiendra alors, grâce au changement de variable τ =  EQ \f(t;T) :

 EQ \f(V2(t);U) = τ +τ3 ; 3 ) EQ \i(0;   τ; (τ + )2)
 dτ 
Notons que le changement de variable τ =  EQ \f(t;T) impose également : dt = T dτ . 
L’intégration de cette deuxième loi de vitesse par défaut ne comporte aucune difficulté. Elle produit :

 EQ \f(V2(t);U)  = τ +  EQ \f(τ3;3) +  EQ \f(2;3)  EQ \f(τ5;5) +  EQ \f(1;3*3)  EQ \f(τ7;7) 
La courbe qui représente cette deuxième loi de vitesse se rapproche encore de la courbe réelle (c’est la courbe bleue plus pâle ci-dessous) :

Attention : Ajout du même U dans Word !
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Son erreur  n’est que de 0,25 % pour un τ de 0,8 , même si elle atteint 5,8 % pour un τ de 1..

Il n’est pas inutile de rappeler (un fois de plus n’est pas coutume) que cette deuxième loi de vitesse édicte une vitesse plus faible que la vitesse réelle (puisqu’elle est basée sur une première loi de vitesse par défaut).

Cette infériorité absolue nous permet d’affirmer qu’utiliser cette deuxième loi pour l’établissement d’une troisième loi de vitesse conduira à une vitesse toujours inférieure à la vitesse réelle.

Cette troisième loi de vitesse ne pourra s’écrire que :

 EQ \f(V3(t);U)  = τ +  EQ \f(τ3 ;3) +  EQ \f(2;3)  EQ \f(τ5;5) +  EQ \f(17;45)  EQ \f(τ7;7) + etc.
Nous n’avons pas explicité sa détermination, pourtant beaucoup plus simple qu’on pourrait le redouter au vu de l’augmentation du nombre de termes. Cette détermination reprend évidemment les mêmes principes que ceux utilisés plus haut dans le chapitre Vitesse de chute aérienne d’un corps .

Mais il n’est pas inutile de rappeler que le terme en τ7 naît simplement de la somme :

( de l’intégration du carré de  EQ \f(τ3 ;3) , à savoir :  EQ \f(1;3*3)  EQ \f(τ7;7) 
( de l’intégration du double produit de τ par  EQ \f(2;3)  EQ \f(τ5;5) , à savoir : 2  EQ \f(2;3*5)  EQ \f(τ7;7)
Le terme qui suit ce terme en τ7  (symbolisé par etc.) est nécessairement composé de termes d’ordre 9 à 15. Nous ne les avons pas calculés ici car ils évolueront à l’occasion de la détermination de la loi de vitesse suivante (le lecteur a senti que nous allions nous y commettre)… Par contre les coefficients énoncés ci-dessus, à savoir :

 EQ \f(1 ;3) ,  EQ \f(2;3*5)  et   EQ \f(17;45*7)  sont bien des coefficients figés : chaque nouvelle loi de vitesse fige bien un nouveau coefficient numérique, apportant ainsi sa quote-part à l’édification d’une série à nombre de termes infinis.

Rappelons ainsi que les lois  de vitesse que nous avons successivement déterminées sont :

 EQ \f(V1(t);U) = τ +  EQ \f(τ3 ;3) 
 EQ \f(V2(t);U) = τ +  EQ \f(τ3 ;3) +  EQ \f(2;3)  EQ \f(τ5;5) 
 EQ \f(V3(t);U)  = τ +  EQ \f(τ3 ;3) +  EQ \f(2;3)  EQ \f(τ5;5) +  EQ \f(17;45)  EQ \f(τ7;7) + etc.

Nous avons coloré en bleu les termes dès qu’ils sont répétés dans une nouvelle loi. Leur mode de naissance  
  prouve assez facilement qu’ils sont alors figés.

L’édification d’un tableau Excel s’avère vite pratique pour la détermination des coefficients suivants.

Si l’on s’en tient à la puissance 23ème de τ, on peut dresser le tableau de la cohorte de coefficients ci-dessous :

	Degré de τ
	Coefficient

	1
	1

	3
	1/3

	5
	2/15

	7
	17/315

	9
	21,8695 10-3

	11
	8,86324 10-3

	13
	3,59213 10-3

	15
	1,45583 10-3

	17
	0,59003 10-3

	19
	0,23913 10-3

	21
	0,09691 10-3

	23
	0,03928 10-3


Et cette cohorte de coefficients n’est autre que celle de la série Tangente(τ), ainsi que nous l’avons déjà évoqué.

Notre méthode par approximations polynomiales successives nous a donc conduit, au long d’un parcours inusité de nos jours 
 , à la vitesse instantanée V(t) d’un corps projeté vers le haut :

V(t)  = U Tan( EQ \f(t;T))
…formule où :

U est la vitesse de Chute Stabilisée du corps

t le temps restant à courir jusqu’à la culmination

T le Temps balistique défini comme le temps qu’il faudrait au corps pour atteindre dans une chambre à vide à la surface de notre planète une vitesse égale à sa Vitesse de Chute Stabilisée dans l’air.

Voici les courbes représentatives des différentes lois de vitesses selon le degré de τ :

Attention : Ajout du même U dans Word !
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Il est notable que, pour des τ inférieurs à l’unité (temps t avant culmination inférieurs au Temps Balistique T) une série limitée à la puissance 7ème de τ procure une précision suffisante (2,36 %).

Pour les τ supérieurs, il est cependant nécessaire de recourir à une série plus complète.

À moins, évidemment, qu’on préfère utiliser l’équation :

V(t)  = U Tan( EQ \f(t;T))
Chapitre IV :

CONSIDÉRATIONS  SUR  CETTE  FORMULATION

DE  LA VITESSE  DE MONTÉE  D’UN  PROJECTILE  DANS  L’AIR

Le Vol de la Fusée  de Gil Denis (document Planète Sciences) donne, pour une fusée en vol balistique vertical ascendant (après extinction de son moteur, donc), la relation suivante entre la vitesse instantanée v et le temps compté depuis la fin de la Phase Propulsive (nous notons ce temps tVF pour Temps dans le Vol de la Fusée) :
tVF =  EQ \f( 1 ;  )
Arctan ( EQ \r(  ;  )
VFinProp)  -   EQ \f( 1 ;  )
Arctan ( EQ \r(  ;  )
v)
où :

tVF est le temps compté depuis l’extinction du moteur 
 
VFinProp est la Vitesse de Fin de Propulsion

b est un coefficient sans signification physique directe appelé Coefficient Balistique et dont la valeur est ½ ρ SCx/M.

Si l’on remarque que  EQ \f( 1 ;  )
 et  EQ \r(  ;  )
représentent, comme nous l’avons déjà explicité, le Temps Balistique T et l’inverse de la Vitesse Limite U, la relation du Vol de la Fusée s’écrit donc d’une façon plus intuitive :

tVF = T Arctan ( EQ \f( VFinProp ; U )) – T Arctan ( EQ \f( v ; U ))
…équation donnant l’évolution du temps depuis la Fin de Propulsion en fonction de la vitesse instantanée v de la fusée (les autres éléments quantifiant des constantes du vol).

Une fusée en vol balistique étant un corps de SCx constant projeté en l'air, elle rentre donc bien dans la catégorie des corps dont nous étudions le mouvement dans ce texte. Il nous revient donc d’accorder cette rédaction du Vol de la Fusée avec la nôtre (qui décompte le temps différemment).

On peut proposer la représentation suivante des différentes variables et paramètres :


Sur ce schéma, tVF  est la variable temps du Vol de la Fusée ; t est notre variable temps (à savoir le temps restant jusqu’à culmination). TBalCulm  est le Temps Balistique de Culmination, à savoir le temps qui s’écoule entre la Fin de la Propulsion et la culmination de la fusée ; VFinProp est la vitesse de Fin de Propulsion de la fusée, c‑à‑d  pour nous la Vitesse de Projection de ce corps devenu inerte….

Dans ces conditions, l’on voit que le tVF du Vol de la Fusée peut se définir comme :

tVF = TBalCulm – t
Comme notre calcul donne :

TBalCulm = T Arctan ( EQ \f( VFinProp ; U ))

ainsi que d’une façon plus générale :

t = T Arctan ( EQ \f( v ; U ))
…on a bien :

tVF = T Arctan ( EQ \f( VFinProp ; U )) – T Arctan ( EQ \f( v ; U ))
…ce qui est la relation donnée dans le Vol de la Fusée…

Découverte d'un temps de monté balistique limite pour tout projectile

et formulation de l’altitude instantanée en vol balistique montant :
Il faut ajouter ici que, dans les aide-mémoire de mathématiques, le développement en série de la fonction Tangente n’est autorisé que pour une variable τ = t/T inférieure à π/2, soit inférieure à ~ 1.57.

À première vue, cette limitation paraît très curieuse : Cela veut-il dire que si le temps de montée à culmination dépasse 1,57 fois le Temps Balistique, cette même série change de signification ? Au lieu de donner la vitesse instantanée, donne-t-elle alors le cours des noisettes à la Bourse ?

 

Un élément doit nous aider dans notre réflexion : la formulation v/U = Tan(τ ) implique que lorsque le Quotient de Vitesses τ  croît de zéro à π /2, sa tangente croît de 0 à l'infini  
  :  
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Si τ  devait continuer sa croissance après π/2, sa tangente repartirait d'une vitesse négativement infinie pour croître vers zéro (en restant négative, c‑à‑d au-dessus de l’axe horizontal ici) : 
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Au passage de la valeur π/2 de la variable τ , le quotient de vitesse v/U aurait donc sauté de + l'infini à - l'infini !! C'est à dire que la vitesse passerait instantanément de l'infini dans un sens à l'infini dans l'autre sens ! 

Dans le cadre de la physique classique, c'est évidemment impossible !

La seule solution pour nous extraire de ce paradoxe, est alors de penser que π/2 constitue une valeur maximum pour le quotient τ, c-à-d que :

Aucun projectile à SCx constant ne peut se prévaloir d'un Temps de Montée Balistique supérieur à π/2 fois son Temps Balistique !

… ce Temps Balistique valant, rappelons-le : 

 EQ \r(  ; )
 

… du moins si ρ et g sont toujours pris comme constantes.

Il y a donc un Temps Maximum de Montée Balistique ‘‘inatteignable’’ par chaque projectile.  
 

Cela signifie dans la pratique que, à partir d'une certaine valeur de la Vitesse de Projection (ou de Fin de Propulsion), tout progrès dans cette vitesse ne résulte qu'en un gain minime en durée de montée jusqu'à culmination ! Autant dire que ce progrès en vitesse de projection est immédiatement brûlé en Traînée Atmosphérique : Le projectile bute donc vraiment sur le mur de l’atmosphère.

Nous avions déjà été touchés par cette révélation au hasard de nos différents travaux sur la balistique de la fusée et son Cx, mais cette démonstration analytique nous apparaît comme beaucoup plus puissante…

Au demeurant, la dérivation, par rapport au temps, de notre équation de la vitesse :

v = U Tan( EQ \f( t ; T ))
… donne : 

 v’(t) =  EQ \f( U ; T )   EQ \f( 1 ;Cos²())
 
Lorsque t ≈  EQ \f(π ; 2 ) T cette dérivée tend bien vers l’infini, ce qui implique qu’à l’approche de ce temps de monté balistique particulier une croissance extrêmement importante de la vitesse ne produit qu’un gain en temps de montée infime…

Dans la pratique, le calcul de ce produit (π/2)T pour une fusée à eau indique bien à quel point ces engins sont près du maximum de leur performance (du moins pour une fusée à un seul étage constitué d'une bouteille de boisson gazeuse) : la fusée ogivo-cylindrique 1,5 L type de 83 mm de diamètre, 150g et  0,4 de Cx, qui possède un Temps Balistique de 3,40 secondes, ne peut en effet prétendre qu'à une durée de montée balistique de (π/2)*3,40, soit 5,33 secondes, ce qui n'est pas très supérieur aux durées usuellement atteintes... 
  

À ce point de la réflexion, l’on pourrait avoir l’idée de se baser sur cette Durée de Montée Maximum pour déterminer un maximum d’altitude atteignable par un projectile et spécialement par une de nos fusées.

Si l’on considère en effet que la phase propulsive est de durée négligeable et si l’on calcule alors la vitesse atteinte durant ces mêmes 5,33 secondes dans le vide (mais dans le champ de pesanteur qui est notre lot), l’altitude atteinte est alors de ½ gT²BalCulm  soit 140 m, altitude qui semblerait constituer un ordre de grandeur pour l’altitude maximum atteignable par cette fusée à eau type, quelles que soient les possibilités de son moteur (sa pression interne initiale, en particulier).

Cette découverte paraît passionnante.

Hélas elle est basée sur une idée fausse !

On se croyait pourtant en droit de penser que le mouvement d’un corps ne peut être que facilité par l’absence d’atmosphère, et donc que ce corps ne peut que parcourir plus de distance dans le vide que dans l’air ; cette plus grande distance parcourue dans le vide apparaissant alors comme une limite supérieure pour la distance parcourue dans l’air…

Or, si ce raisonnement est valide pour un corps s’élançant dans l’air à partir de l’arrêt (mu par la gravité, par exemple), il ne l’est plus pour un corps que Pesanteur et Traînée Atmosphérique vont freiner de concert.

La hauteur h parcourue par un projectile est en effet l’intégrale de sa vitesse sur la plage de temps choisie, à savoir :

h(t) =  EQ \i(0;t;) V(t) dt
Dans le repère que nous avons établi pour nos calculs, cette intégrale devient :

h(t) = – EQ \i(TbalCulm;0;) v(t) dt
Or v(t) a été déterminé par nos soins assidus, c’est U*Tan(t/T). On a donc :

h(t) = –U EQ \i(0;   TbalCulm;) Tan(t/T)dt
Si l’on se souvient que t = τT , on peut affirmer que dt = T dτ et donc que :

h(τ) = –UT EQ \i(τ;0;) Tan(τ)dτ
La primitive de Tan(τ)dτ est  – Ln(Cosτ) + C
Notre intégration résulte donc en :

h(τ) = –UT [–Ln(Cos 0) + Ln(Cos τ)]
UT est également la Distance Balistique du corps considéré. Comme U et T, cette Distance Balistique est une caractéristique essentielle de ce corps. Elle vaut :

DBal = UT =  EQ \f( M ;½ ρSCx ) 

Observons bien que la Distance Balistique ne dépend pas de la gravité régnant sur les lieux du lancement (à l’inverse du Temps Balistique et de la Vitesse Limite).

L’altitude restant à gagner en vol balistique jusqu’à culmination est donc :

h(t) = – DBal Ln[Cos  EQ \f( t ; T )] 

où : h(t) est la hauteur restant à courir jusqu’à culmination

t est le temps restant avant culmination
T est le Temps Balistique du projectile

DBal sa Distance Balistique.

Et l’application à cette altitude analytique de notre limite  EQ \f( t ; T ) =  EQ \f(π; 2 ) ne saurait conduire à autre chose qu’une altitude infinie…

Il nous incombe pourtant encore de donner une représentation intuitive à ce paradoxe qu’une montée de durée donnée dans l’air, à savoir de durée (π /2)T, résulte en une altitude infinie et accessoirement très supérieure à une montée de la même durée dans le vide.

Pour se représenter physiquement le phénomène, on peut imaginer une voiture freinée (par exemple uniquement par ses freins à disques, donc sans freinage aérodynamique) durant, par exemple, 5 secondes … ainsi que la même voiture freinée durant les mêmes 5 secondes par le seul frottement de ses pneus sur la chaussée.

Dans le premier cas, la décélération est très forte. Prenons là pour 10 m/s².

Dans le deuxième cas elle est très faible. Prenons là pour 0,1 m/s².

Dans le premier cas la vitesse passera en 5 secondes de 50 m/s (180 Km/h) à l’arrêt complet, ceci selon une loi linéaire du type v = γ t (50 m/s = 10 m/s²*5’’).

Dans le deuxième cas sa vitesse ne passera que de 0,5 m/s (1,8 Km/h, soit la vitesse de marche d’un badaud) à l’arrêt selon une loi également linéaire (0,5 m/s = 0,1 m/s²*5’’).

Les distances parcourues dans les deux cas respectent la loi relative aux mouvements uniformément accélérés (à savoir x = ½ γ t²), avec dans les deux cas t = 5 secondes.

Ces deux distances sont alors ½ 10*5² et ½ 0,1*5², soit 125 et 12,5 mètres…

On conçoit ainsi plus intuitivement par cet exemple que l’altitude acquise durant un temps donnée par un corps projeté verticalement à très grande vitesse et donc freiné très fortement soit supérieure à l’altitude acquise durant le même temps par un corps projeté à une vitesse moindre freiné beaucoup plus faiblement.

Nous ne pouvons donc prétendre qu’à l’affirmation d’une durée de Montée Balistique Maximum de 5,33 secondes pour une fusée à eau type de 1,5 L…

À titre d’exemple, on peut d’ailleurs animer par la pensé cette fusée à eau type à une vitesse de Fin de Propulsion de 340 m/s (la vitesse du son) : si l’altitude atteinte sera alors de 335 m (soit bien plus que ce qui se fait habituellement) le temps de montée sera par contre de 4,82’’ ce qui est assez proche des 5,33’’ permises par la loi.  
  

Une fusée à feu type de 1,25 Kg , 45 mm de diamètre et 0,4 de Cx , caractérisée par un Temps Balistique de 18,1 secondes, ne peut , pour sa part, aspirer qu'à une Montée Balistique de (π/2)*18,1, soit 28,4 secondes.

Une Fin de Propulsion à 340 m/s l’enverrait culminer à 2473 m en 19,7 ’’ de vol balistique. Une vitesse de Fin de Propulsion supersonique de 1000 m/s l’enverrait à 5600 m  en 25,2 ’’… Attention cependant au fait qu’à de telles altitudes la Masse Volumique de l’air ambiant n’est pas celle de l’air qui baigne la zone de Fin de Propulsion, ce qui relativise légèrement ces résultats…  
  

Souvenons-nous cependant que dans le cas général, la Durée Maximum de Montée Balistique d’un projectile de SCx constant est :

TBalCulmMaxi =  EQ \f(π ; 2 )

 EQ \r(  ; )
 

… ceci du moins pour un vol dans une atmosphère de Masse Volumique ρ constante.  
  

À fin de simplifications, on peut ici se souvenir que la racine carrée de g = 9,81 vaut 3,1321, soit presque π .

Le Temps maximum de Montée balistique en ressort assez proche de :

TBalCulmMaxi ≈  EQ \f(1;2)

 EQ \r(  ; )
       
 

…ce qui est la moitié de la racine carrée de la Distance Balistique de notre corps. On peut donc mémoriser :

TBalCulmMaxi  ≈  EQ \f(1;2)  EQ \r(  ; DBal )
Autres rédactions de l’altitude instantanée en vol balistique montant

Nous avons obtenu plus haut, en intégrant la vitesse au long du temps, une écriture de l’altitude restant à gagner en vol balistique jusqu’à culmination :

h(t) = – DBal Ln[Cos  EQ \f( t ; T )] 

où :

h(t) est la hauteur restant à courir jusqu’à culmination

t est le temps restant avant culmination
T est le Temps Balistique du projectile

DBal est sa Distance Balistique.

Cette rédaction est à rapprocher de la formulation classique donnée indirectement par le Vol de la Fusée 
hBalGagn = – ½ DBal Ln[g (1 + EQ \f(v² ; U² ))]vVFinProp
où hBalGagn est la hauteur gagnée balistiquement au-dessus du point de Fin de Propulsion 

tVF le temps compté à partir de l’instant de Fin de Propulsion.

La mise aux bornes v et VFinProp  donne :

hBalGagn =  ½ DBal {Ln[g (1 + EQ \f(VFinProp² ; U² ))] – Ln[g (1 + EQ \f(v² ; U² ))]}
Les deux occurrences de la gravité g annulent leur effet. Il reste donc :

hBalGagn =  ½ DBal {Ln[1 + EQ \f(VFinProp² ; U² )] – Ln[1 + EQ \f(v² ; U² )]}
L’altitude ½ DBal Ln[(1 + EQ \f(VFinProp² ; U² ))] étant l’Altitude Balistiquement Gagnée à la culmination (nommons-là HBalGagnCulm ), on obtient :

hBalGagn = HBalGagnCulm – ½ DBal Ln[1 + EQ \f(v² ; U² )]
Si nous observons ci-dessous la courbe des gains en altitude d’un projectile (ici de forme sphérique) selon le temps, nous ne pouvons que reconnaître dans le deuxième terme la hauteur restant à courir jusqu’à culmination h(t) :


Nous pouvons donc écrire :

h(t)  = ½ DBal Ln[ 1 + EQ \f(v² ; U² ) ]
où :

h(t) est la hauteur restant à courir jusqu’à culmination

v est la vitesse instantanée du projectile

U est la Vitesse Limite du projectile

et DBal sa Distance Balistique.

Il est tentant de remplacer v² par la valeur que nous lui avons trouvé au moyen de notre développement en série, à savoir v = U Tan( EQ \f( t ; T )) . S’offre alors à nous une nouvelle rédaction de la hauteur restant à courir jusqu’à culmination :

h(t)  = ½ DBal Ln[1 + Tan2( EQ \f( t ; T ))]
où :

h(t) est la hauteur restant à courir jusqu’à culmination

t est le temps restant avant culmination
T est le Temps Balistique du projectile

et DBal sa Distance Balistique.

Le souvenir que 1 + Tan2(τ)  équivaut à  EQ \f( 1 ;Cos2(τ))  nous permet de proposer une nouvelle rédaction de h(t) :

h(t)  = ½ DBal Ln[  EQ \f( 1 ;Cos2())
 ]
Ce serait d’ailleurs une faute de nous en tenir là puisque les propriétés fondamentales du logarithme permettent de simplifier notre formulation en :

h(t) =  – DBal Ln[Cos( EQ \f( t ; T ))]
où :

h(t) est la hauteur restant à courir jusqu’à culmination

t est le temps restant avant culmination

T est le Temps Balistique du projectile

et DBal sa Distance Balistique.

Cette formulation simplissime est d’ailleurs celle que nous rappelions en tout début de ce chapitre.

Bernard de GO MARS !
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� La formule de Tsiolkovski sert en général à donner la Vitesse de Fin de Propulsion ; mais nous faisons remarquer dans notre texte précité qu’elle peut tout à fait être instantanéifiée pour donner la Vitesse Instantanée.


� éjection d’eau ou d’air, par exemple, pour une fusée à eau…


� Nous choisissons une fusée à eau à tuyère réduite parce que ce type de fusée est, d’une part assez sensible au freinage atmosphérique (fort diamètre de fuselage), et d’autre part doté d’un Rapport de Masse Final conséquent (autour de 6) qui oblige à l’utilisation de la formule de Tsiolkovski…


� En agriculture, l’amendement d’un sol est l’amélioration de ce sol. En politique, un amendement apporté à une loi est une modification de cette loi, étant sous-entendu que cette modification va dans le sens de l’amélioration.


� Il existe également de par le monde de hautes tours à vide qui permettent d’obtenir des durées de chute "libre" (et donc d’impesanteur) de plusieurs secondes.


� Pour la définition du SCx, voir nos autres textes. Mais on peut dire que le SCx est  la surface équivalente du corps en mouvement. Cette surface équivalente est déterminée par des essais en soufflerie. Pour ce qui est des corps simples, tel que la sphère, le disque, le cylindre, on peut trouver leur Cx, et la surface S attaché à ce Cx, dans les manuels.


Il arrive cependant que le Cx d’un corps soit variable avec sa vitesse dans l’air (c’est le cas pour la sphère). Nous ne considèrerons pourtant ici que des Cx fixes (et donc des SCx fixes).


� Si l’objet n’est pas sphérique cela ne fait pas de différence, pourvu qu’il soit doté d’un SCx unique. De ce point de vue et en première approximation, toute fusée orientée correctement sur sa trajectoire par son empennage est justiciable de la présente réflexion…


� Il y a des temps caractéristiques pour toutes sortes de choses. Il vaut donc mieux les qualifier franchement.


� En fait, il n’y a que dans le vide qu’un corps peut atteindre (et même dépasser) sa Vitesse Limite, puisque dans l’air cette Vitesse Limite est inatteignable et constitue une asymptote…


� Nous reprenons ici la formule classique qui attribue à la Traînée une valeur proportionnelle  au SCx, à la Masse Volume de l’air traversé et au carré de la vitesse.


� Bien que cette notion de cumul des pertes de vitesse soit assez intuitive, elle mériterait une courte démonstration mathématique…


� La suite du texte montrera que non…


� Nous laissons indépendants les coefficients numériques, sans effectuer leur produit.


� Nous avons établi que les termes de degré supérieurs n’intervenaient pas dans la construction des termes de degré inférieur. On peut donc laisser de côté tous les termes de degré supérieur à ceux qui nous intéressent dans le présent amendement.


� Son signe est positif à cause du signe moins qui précède le signe d’intégration


� Et il demeure très facile de repasser de cette structure générale à un problème particulier.


� Ils dépendent des Nombres de Bernoulli


� Nous sommes conduit à prendre 1 comme premier coefficient.


� L’erreur vient de l’estimation de la vitesse réelle atteinte au Temps Balistique, qu’on a prise pour 0,8 fois la Vitesse Limite (alors que c’est 0,7616).


� Le temps balistique vaut également U/g


� L’abscisse de ce point est donnée par l’équation de ce Premier Amendement : c’est τ = racine de 3 .





� Nous avons cette fois-ci représenté les vitesses du corps par une courbe située sous l’axe horizontal.


� Ce qui nous rappelle que g = U/T… Cette valeur du Temps Balistique T est légitimée plus haut.


� L’erreur sur l’altitude serait peut-être plus forte…


� C’est pourquoi nous la qualifions de « par défaut »…


� Voir � HYPERLINK  \l "principe_division" ��plus haut�.


� Gageons que les anciens y ont eu recours pour construire les mathématiques analytiques que l’on connaît.


� Le Vol de la Fusée note ce temps t – t1 , t1 étant la durée de la Phase Propulsive et t étant le temps mesuré depuis le décollage de la fusée. Nous modifions cette notation pour ne pas créer de risque de confusion avec notre temps t qui est celui qui reste à courir jusqu’à la culmination.…


� Nous continuons de représenter cette tangente positive vers le bas…


� ‘‘Inatteignable’’ est donné comme barbarisme par beaucoup de dictionnaires qui proposent ‘‘inaccessible’’… Heureux les peuples qui ne se rendent fautifs que de telles barbaries…


� Nous considérons ici que le Cx des fusées n’évolue pas en vol, ce sur quoi notre texte  �HYPERLINK "http://perso.numericable.fr/fbouquetbe63/gomars/cx_fusees.doc"��Le Cx  des  fusées�  revient plus en longueur.


� Une vitesse supersonique de 1000 m/s donnerait un Temps de Montée Balistique de 5,16’’.


� Tous les chiffres ci-dessus sont établis pour une Masse Volumique atmosphérique de 1,225…


� Néanmoins, comme le freinage maximum se produit dans les tous premiers instants, le choix d’une Masse Volumique atmosphérique un tout petit peu plus faible que celle de Fin de Propulsion devrait être acceptable.


� Attention : on simplifie par la valeur numérique de g, mais sa dimension demeure sous la racine.
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