Chutedela fusée
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Mes vifs remerciements a Bernard de GoMars qui m'ainspiré ces calculs et a patiemment tragué mes
étourderies de calculs et mes fautes de frappes.

Il Sest aussi assuré que les résultats étaient compatibles avec ceux donnés par son simulateur.

Ces calculs sont un complément de I'annexe "C. Détail du calcul des performances analogiques' du texte de '’ANSTJ :
"Levoal delafusée - Stahilité et performance” (pages 55 a57)

Il pourrait méme sintituler "C.3. Phase de chute balistique”
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|) Expression dela vitesse en fonction du temps

Référentie : terrestre (z=0at =t, = 0, orienté positivement vers le bas)
Systeme : lafusée
Forces appliquées : - le poids:: P=m.§g
L. - ~ 2 v
-larésistancedel'air: R = - K. v, 7

v . . . . o _
(V sert juste a créer un vecteur unitaire de méme sens et direction que V)

Relation fondamentale de la dynamique :

Eﬁ:m.é (notédansletemps:ElE:m.Q)
Ce qui donne, en projection sur I'axedes z :
dv
.g-K.vZ=m.a=m. —
m.g vZ=m.a=m p
soit
d—V - - E V2
a9
K
b= —
| onpose -
dv
— =g-b.\
a 9PV
D'ou (voir remarque 1) :
dv
=dt
g-b.v2
Il "suffit" maintenant d'intégrer entret, et t ...
v 1 t (la aussi les profs de math ont des
f =. v = f dt sueurs froides (voir remarque 2 a la
vog -b.v t, fin de ce texte))

"quelques’ lignes de calculs, qui sont trés semblables au C.1. du "vol de lafusée", le lecteur peut passer directement ala
fin s il trouve le dével oppement trop mathématique.

L es étapes de calculs sont un peu plus détaillées que dans le "vol de lafusée”.

1V 1 '
E.Vfg_vz.dv—tfdt
Ob o
| on"sait" que: 1 dx—ilna+x + constante
a 'faZ-x2' T 2.a (a-x)
[ (g .
||—+V||
I jme— =y
b 2 9 LE-VJ| ’
b | (¥b /],
[/ VT
R Eaal
—— |in] LR = [t
v
b
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Sitg=0etvg=0a4dors:

Et, finalement :
9 ez,lg_.B.t_l
V= = ———
b e2 g.b.t+1
ez./g_.B.t_l
Remargue : quand t = alors —— — 1

ez g.b.t+1

donc:v — J% qui est lavitesse maximale ou vitesse stationnaire.

deux choses: - onretrouve (facilement) ce résultat en posant a= 0 (a: I'accélération) ce qui est
rassurant sur lavalidité du calcul.

A R o
- on peut définir Y qui est le taux de stationnarité (il varieentreO et 1
e T+l

quand t augmente)

Si on multiplie ce taux par 100 on obtient le pourcentage de la vitesse maximale que
I'on a atteint.
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1) Expression del'altitude en fonction du temps

On sait que::
V—%
T odt
= dz=v.dt

Encore unefois... il "suffit" dintégrer entret,ett ...

z t

fdz:fv.dt

Zo [

"quelques' lignes de calculs, qui sont trés semblables au C.1. du vol de lafusée:

fdz—fJ_ Zﬂt

: g
zde: E
: g
zde: b
z

fdz: %

—— N
o
N
1
k@l

—1
N
N
N
I
olkF

Et, finalement :

|

|

.t
tezﬁrﬁi_l
f 2 b.t ot
t, € 9 +1
| X =g e
LefBt odBDt_yg &
L et e gb.t g
J onmultiplie chague terme par : e”lg_'5 !
| e & =e"=1
teﬁﬁ.t_eyﬁmJ
b .t -fob .t - at
e’ 4 e
J ondivise et on multiplie par. 1I/g. b
Jg_b. (em't - e—"g_.ﬁ.t)
g.b .t -Jo.b.t . dt
e + e
. . f'
}  tout capour faire apparaitre une forme du type T
| car(e’y =u .e"
fl
! etlaprimitivede? est In(f)

. [In(eﬁﬁ't + e"’aﬁ't)]t

to

| t =06tz =0

ZZB

. In

@@E.t+e1@Tm\

|

2

(voir remarque 3)

Si on a pu par ailleurs déterminer b, la mesure du temps de chute (a la vidéo par exemple)
permet de calculer I'altitude maximale atteinte.
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I11) Expression detg

L'expression précédente permet de tirer tc (temps dechute) si on connait z (la hauteur de chute) et b = K/M :

ezb B e,Ig_.B.t " e-'lg_.B.t
- 2
) et +e™*
} onsait que: ch(x) = —

e® =ch(yfu.b. 1)

} onsait que: Argch(ch(x)) = x
} etque: Argch(x) = In(x + X% - 1)

D'ou :

V) Expression simplifiee det¢

Si (z . b) est assez grand (en gros (z . b) > 2,5) alors:

Soit :
5 L oz b

Ce qui donne dans I'expression du t¢:

(z.b) +1In2

te = T o

Ceci est une expression simplifiée du tyggvalables (z . b) > 2,5.

- s (z.b) = 2,5 I'erreur sur tc est deI'ordre de 0,05 %
- s (z.b) = 2,3 I'erreur sur tcest del'ordre de 0,1 %
- & (z.b) = 1,3 I'erreur sur tcest del'ordre de 1 %

Remarque :
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V) Mesuredeb

b reste un probléme, il faut e déterminer expérimental ement.

Del'expression simplifiée detc on tire:
(z.b In2

tc-‘/—+
Jos

j

LG J' 7

} on ééveles deux menbres au carré
Jet:(a+ byl =a’+ b?+ 2ab
(In2 1 2.z.In2
g b 9
| on multiplie tous les termes par b

g.b.tg =22.b2+(ln2)2 +2.z.In2.b

Z.b%+ +(2.2z.In2-g.t5).b +(In2)*> = 0

Il "nereste plus qu'd" trouver un endroit assez haut pour 1&cher |afusée et mesurer te. ... puis résoudre cette équation du
second degré.

Remargue : toute équation du second degré ayant 2 solutions, il faudra en éliminer une.

Attention : lavaleur de b étant obtenue par une approximation, on ne manquera pas de vérifier a la fin du calcul que
I'onabien (z.b) > 2,5 (oumoinssi |'on est prét a accepter une erreur plus grande).

K 1
(@] it S:b=—eK==.p.SC
n avait posé — 5P X
D'ou : SCx = ———
p

ou: - m est lamasse avide de lafusée (en kg)
- b alavaleur déterminée ci-dessus (en m1)
- p est lamasse volumique de I'air (en kg.m-3)
- SCx en m?2

Si on divise SCx par S on obtient le Cx. Cette opération peut étre utile si on utilise un simulateur qui demande le Cx
en tant que donnée. Elle permet auss de se faire une idée de I'efficacité de la forme choisie, plus le Cx baisse et plus
C'est efficace.

Néanmoins, il faut garder al'esprit que c'est le SCx qui intervient et que dans certains cas il peut étre stupide de diviser
par S pour multiplier par S aprés!
Sans compter que la détermination de S n'est pas forcément évidente.
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V1) C'est quoi ceb ?

Bernard de GoMars m'afait remarquer que le b était autrefois appelé coefficient balistique, son unité étant le m'1,
Son inverse est donc homogeéne a une distance que nous appellerons distance balistique.

A quoi correspond cette distance ?

Quand lafusée a parcouru cette distance (1/b), elle atteint 93% de sa vitesse maximale.

Démonstration :

On part delaformuledu tc:

o= g In(e VT )
Onposez=1/b :
1 IK%.b ’2.%.b \
t—m.nLe + Ye —1J
_ 1 1 2
t—m.ln<e+ _1)
soit

letaux de stationnarité est :

e249-5-t_1_ez.1657454454_1_ )
A0 D, P LooraHsh ] =0,92987 = 93%

Plusintéressant :

Pour z = 2/b on trouve :

Job.t= |n(e2 + \/e“-l) = 2,688536497

Et le taux de stationnarité est :
o2 f9b.t_ 1
ST .- 0,9908 = 99%
e 19-° 11

A moinsde 1 % prés on alavitesse maximale.

Ceci nous permet de proposer une méthode simplifiée pour mesurer b puisle Cx (en réalité c'est une idée de Bernard de
GoMars).

©CERUTTI/cerutti @univ-tin.fr/11/2005 8


mailto:�CERUTTI/cerutti@univ-tln.fr/11/2005

VIl) Méhode " simplifiée" de mesure du Cx

Si vous n'avez rien compris de ce qui précéde mais que vous savez utiliser une calculatrice scientifique (ou un tableur)
vous pouvez quand méme appliquer la méthode suivante. |l faut aussi une caméra vidéo.

1) Filmez le vol d'une fusée, en particulier toute la chute.

2) Juste avant le retour au sol, mesurer la distance parcourue par la fusée (d) pendant une durée t. Le temps t est

déterminé par I'écart entre deux images.

Pour trouver d, ce sera plus dur, plusieurs méthodes :
- utiliser un objet en arriere plan ... mais attention aux erreurs de perspective.
- filmer, aprésle crash, une personne qui porte un objet étalon (mat de planche a voile possédant une marque
tous les métres) sur le lieu du crash. Attention, la caméra ne doit pas changer de position ni de focae (ne pas
"zoomer")
- utiliser lalongueur de la fusée comme référence (S I'image est assez nette).

3) Apréscest juste du calcul :

denmettens

- |9
b
dou :
9,81 .
b= v% = ~Z noter lavaeur de b (elle sert aprés)
) . K 1
5) On avait posé: b= Y K= 5P S. Cx
2.m.b
D'ou: Cx =
ou X s o
ou: - m est lamasse avide de la fusée (en kg)

- b alavaleur déterminée ci-dessus (en m1)
- p est lamasse volumique de I'air (en kg.m-3)
- Sest le maitre couple (en m?)

6) Sur lavidéo on mesure le temps de chute (t.) et avec laformule suivante on calcule la hauteur de chute (z).

1 (e,Ig_.B.tc + e—Jg_.B.tc\
z==.In
R —

On doit avoir z > 2/b pour valider le calcul.

Au passage on aauss calculé I'adtitude maximale atteinte !

Note: Pour calculer p on peut utiliser laformule:

_ M.p
P R.T
ol : - M est la"masse molaire de I'air", 29.103 kg.mol-1

- p est lapression en pascal, 1,013.10° Pa
- R est la constante des gaz parfaits, 8,314 J.mol-1.K-1
- T latempérature en K, latempérature en °C + 273,15

29107 .1013.10°
~ 8,314. (27315 + 0)
ou 6 est latempérature en °C

A titre d'exemple on trouve 1,205 kg.m3 a20°C et 1,293 kg.m3 a0°C.

Il est possible de changer p en fonction des données météo locales.
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Remarques

Remarque 1 :

En mathématiques, on atendance a considérer que la dérivée est une opération que I'on effectue sur une variable ou une
fonction et on peut écrire :
dx d

& - a
En physique (ou en chimie) on dit que si dt est suffisamment petit alors on peut revenir & la définition de base de la
dérivée, ce qui permet d'écrire:

dx 1

EZdX.E

Ceci, directement ... la rigueur mathématique imposerait que I'on vérifie que la fonction est continue et deux fois
dérivable. Mais comme en physique les fonctions sont toujours continues et dérivables (enfin on |'espere), il n'y a pas de
problémes (enfin on I'espére (bis)).

Remarque 2 :

z t
Il y adans le texte des expressions du type : fdz = fv. dt.
tCl

Zy

Il est strictement interdit d'écrire ce genre de choses en mathématiques, une borne et la variable ne pouvant étre
identiques ... en physique on prend parfois quel ques libertés, ce qui permet d'alléger un peu I'écriture !

Remarque 3 :
Pour les expressions de v et de z, on retrouve les mémes résultats que dansle C.1. du vol delafusée avec:

P

= lieu d = — -

a=g au lieu de a - g
1- B.V0

a=1 aulieu de a= "; (vient dev, =0)
1+J;.vO

t,=0

h,=0
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