Intég Aérogravitaire Faibles Db p 1/1

Version du 08 04 2008

NOTE SUR L’'INTEGRATION ANALYTIQUE
DU MOUVEMENT AERO-GRAVITAIRE
DE FAIBLE ALTITUDE D'UN MOBILE :

Historigue rapide :

En rédigeant notre texEXISTE-T-IL UNE MASSE VOLUMIQUE EQUIVALENTE
POUR L’AIR TRAVERSE PAR NOS FUSEES,ous avions été surpris d’observer de
curieux crochets en haut a gauche des courbesidat pourcentage de I'Altitude de
Culmination auquel une fusée rencontre sa MassevgLie Aérienne Equivalente :

% de I'Altitude de Culmination Analytique (selon p Fin Prop)
ou la fusée rencontre son p équivalent
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Rappelons que la Masse Volumique Equivalentepéqu,) est définie comme
la Masse Volumique Aérienne fixe qui, utilisée denformule analytique donnant
I'Altitude de Culmination d’un projectile lanceé \tgalement erp constantdonnera
I'Altitude de Culmination réellement atteinte parmrojectile erp variable.. (voir a ce
sujet notre texte cité a l'instant)

Ces curieux crochets étaient-ils dus a des eregaltuls de notre simulateur
ou représentent-ils une realité physique ?
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Pour en avoir le coeur net, nous avons réalisedétresspécialequi suit ;
cette étude est “spéciale” parce que, I'intégratde I'’équation différentielle générale
donnant accés a la Masse Volumique Aérienne Eriteln’étant analytiguement pas
possible (a notre connaissance) et l'intégratigraphique” nous apparaissant
susceptible d’erreur (du fait de I'extréme petieedss variations des variables en jeu),
nous avons dd aborder le probléme de biais...

Le Probleme :

Soit & calculer la Masse Volumique Aérienne Eqemtg d’un projectile de
trés faible Distance Balistiquesoumis classiquement a I'action de la gravitéediad
Trainée atmosphérique au cours d’'un mouvementcaégscendant (nous qualifierons
au besoin le mouvement de ce projectikedd-gravitaire.

Si l'altitude atteinte par ce projectile a I'isste son mouvement est tres faible,
on peut imaginer que l'influence de la variationa@&lasse Volumique de I'air avec
I'altitude se montre également trés faible : les thaltitude et de vitesse du mobile
peuvent alors étre considérées comme tres peualités de celles qui régiraient le
mouvement du méme mobile dans un air de Masse \fguerConstante (et égale a la
Masse Volumique au point initial du mouvement).

Emettons alors la conjectugeie, bien que ce mobile se déplace en Masse
Volumigue Aérienne considérée comme constantemdssires extrémement précises
de la Masse Volumique de I'air parviennent malged & faire état d’'une variation
minime de cette Masse Volumique avec I'altitddelans cette conjecture, I'air sera
donc considéré comme de densité constante powi @sigles lois de vitesse et
d’altitude du mobile, mais de densité variable pmigui este la détermination de
I'altitude du mobile.

Autrement dit notre conjecture pose comme vrai goar les mouvements de
mobiles de tres faible Distance Balistique, ladeivitesse n’est pas modifiée
significativemenpar la variation de Masse Volumique Aérienne diadtitude.

Tout ce passe donc, ainsi que nous 'avons dit Baosurant de notre texte
précité, comme si les variations de Masse Volumagiair étaient alorsisitéesou

! La Distance Balistique d’un mobile dans une atrhésp donnée peut étre définie de
plusieurs facons : C'est par exemple l'inverse defficient Balistique b fréquemment utilisé dars le
calculs (en particulier darie Vol de la Fuséeadle Gil Denis).

Mais il est beaucoup plus intuitif de retenir gadistance Balistique d’'un projectile est la
distance qu'il lui faut pour voir sa vitesse instarée divisée pa (base des Exponentielles) ceci au cours
d’'un vol dans une bulle d'atmosphére ou aucuneitgrae se ferait sentir.

Notons d'ailleurs que cette définition de la DistaBalistique ne peut qu'étre la méme dans
tout I'Univers...

% C'est dailleurs ainsi qu’on mesure toujours faitle d’un avion de tourisme, en la déduisant
de la modification de la Masse Volumique de l'aieal'altitude. Depuis peu les fuséistes disposent
d’ailleurs de “senseurs” électroniques bon marahiérisant la mesure de trés faibles variations
d’altitudes...
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observéepar le mobile mais sans que cefitgte ou cetteobservatiorait d’influence
significative sur son mouvement ascendant. ..

Au cours de ce mouvement, notre mobile traversena des couches d’air de
Masses Volumiques différentes (si petite que saieaifférence). Conséquemment, le
mobile rencontrera, comme tout autre mobile évdleap variable, sa Masse
Volumique Equivalente & une certaine altitude, casepentre celle de Fin de
Propulsion et celle de Culmination...

Sur ces bases trés particuliéres, essayons alaaader cette Masse
Volumique Equivalente...

Prenons pour faciliter ce travail la formulationlddoi de vitesse en Tangente
qui est donnée implicitement pag Vol de la Fusépour un vol ascendant vertical :

t
Vi = U Tan (E

formulation” ou :
V() est la vitesse instantanée du mobile
U sa vitesse limite (ou vitesse de chute stabilisée)
t le temps restant a courir jusqu’a culmination
Tga une durée caractéristique nomni@nps Balistiquequi est le
temps qui serait nécessaire au mobile pour ateidans le vidéa
Vitesse Limite qui le caractérise dans I'air..

Intéressons-nous a présentBilan des Pertes de Vitesda mobile sur
I'ensemble de la phase balistique montante (jusquii@ination), ce bilan étant établi
sur la base de la loi de vitesse ci-desstésd la loi en Tangente considérée comme
indépendant des variations de la Masse VolumigueAée au cours du vol...

Rappelons une chose trés simple et que pourtamtilaie facilement : que ce
Bilan des Pertes de Vitesser 'ensemble de la phase balistigue montanterégua la
Vitesse Initiale du mouvemeNtsprop; €n effet, au cours de son vol, le projectile
accumule les pertes de vitesse jusqu’a ce queaesssgiinstantanée s’annule a I'instant
de la culmination.

% Un peu comme s'il s'agissait de déterminer l'irsiéé moyenne de réception d’une onde
radio par la fusée au cours de son vol, I'interd@&ette réception n'ayant aucune conséquende sat
de I'engin...

* Nous en avons évidemment changé la notation fampter & nos besoins et habitudes.

® Ce Temps Balistique vaut dohttg ou encore RacinB,/g) si Dga st la Distance
Balistique. Attention : le Temps Caractéristiquewe® caractéristique du mobile, quel que soit son
mouvement. Ce n’est en rien la durée de la phdsgitpae lors d’'un vol donné...
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Ce bilan des pertes de vitesse sur la totalitéette phase balistique peut
s’écrire :

T

T 1
. /2p (i SCX
Pertes de vitesses =Mprop=Io —22%')— VA dt + J.o gdt °©

De ce bilan, seule la premiére intégrale nouseast®. Elle représente les
Pertes de Vitesses par Trainée. La deuxieme iméggraduira classiquemegt , du
moins siT est la durée de la phase balistigue montante :n@onotre loi de vitesse est
figée par notre hypothésg,est en effet connu et déterminé une fois pouetut

Si nous adoptons comme variable de temps le temipsaste a courir jusqu’a
la culmination, ce Bilan des Pertes de Vitesselpainéeprend alors la forme :

0 1
. a2 /2p(nSCX
Pertes de vitesses par Trainée =pMprop— 9T = IT R/I V2 dt
expression ot

t représente le temps a courir jusqu’a Culmination
etT la durée de la phase balistique montante

Nous possédons une expression en Tangente dedaeviten fonction du
temps (elle était évoquée a l'instant). Il nousee®nc a exprimgy par rapport a la
méme variable temps.

Cette Masse Volumique Aérienne est liée a la haumstantanée du mobile.
Or il existe pour ce mouvemeaéro-gravitaireclassique, une loi donnant la hauteur
restant a courir jusqu’a la Culmination en fonctitenla Vitesse Instantanée. Le Vol de
la Fusée la donne également implicitement. C’est :

V2
hy = 1/2Dsa||-n(1+_(U2) ®

avec :
h la hauteur restant a courir jusqu’a Culmination
V(y la vitesse instantanée du mobile
U sa vitesse limite (ou vitesse de chute stabilisée)

. , . Vit ,
Mais nous détenons une autre formulation du rapébrc est:

® |l s'agit de l'intégration de I'accélération deflesée sur l'intervalle de temps de sa montée
balistique, a savoir de 0 & T. Cette accélératiégdtive) est due a deux forces : la Trainée Roids...

' Si I'on s’appuie sur la loi de vitesse déja préeisce temps de vol balistique vailit=
Tga Artan(V FinProp/U) .

® Nous en avons également adapté la notation.
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Vi _ _t
U —Tan(TBaI)

... t étant toujours le temps restant a courir jusqulenmation.

La Hauteur restant a courir jusqu’a culminationdsic :

t
hg = % Dsar LN [Tanz(m )+ 1]

...expression ou :

t est le temps restant & courir jusqu’a culmination
h( est la hauteur restant a courir jusqu’a culmimatio

Nous en connaissons assez a présent pour explavalution de la Masse
Volumique de l'air traversé en fonction du temipBour ce faire, partons de sa

formulation exponentielle présentée dans notreetent la Masse Volumique
Equivalente, a savoir :

—Z
P =po EXp()

expression ou :

z est l'altitude comptée depuis la Fin de Propulstsy la Masse
Volumique de l'air a ce point de Fin de Propulsion.

K est une altitude caractéristique (valant danercds9700 m) et
qui, physiqguement, est le gain d'altitude qui pribthudivision par
e (base des logarithmes népériens) de la Masse \gliem
Aérienne.

Si I'on songe que = (Hcuim — hy) ° on peut écrire :

—(He o —
p=poExp[J%hml]

Les propriétés de la fonction exponentielle soltegajue I'on peut réécrire
cette expression sous la forme :

H h
p = po Exp[ =" ] Exp[ 1]

® Heum étant la Hauteur de Culmination Balistique comptépuis le point de Fin de
Propulsion...
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On ne peut manquer de reconnaitre dans la prepagétie de cette expression
la Masse Volumique de l'air a la Culmination (nommadapcum ). La loi d’évolution
de la Masse Volumique de I'air traversé est donc :

he
p = pcum Exp[ Tél]
avechy la hauteur restant a coujirsqu’a culmination.
Nous venons de démonter que la loi exponentiella déasse Volumigue est

transportableen altitude. Une note en fin de notre texte diéggarevient d’ailleurs sur
cette propriété fort appréciable.

Si nous remplacons; par sa valeur en logarithme précédemment évoguée,
savoir :

t
hg = % Dsar LN [Tanz(m )+ 1]

... hous aurons le plaisir de voir apparaitre uneesgion relativement
simple'® de la Masse Volumique de I'air en fonction du temp

Dgal/2K

t
p = pourm [Tan2(_—)+ 1]

expression otiest le temps restant a coytisqu’a culmination

Rappelons que cette loi d’évolution est assujettiadoption par nous de la loi

. . t .
de vitesse fixe eih'an(—TB | ) (calculée emp constany...
al

Nous possédons a présent les informations néoessala rédaction du Bilan
des Pertes par Trainée. Celui-ci peut en effetisgec

0
M 2-[ 2 L DBaIIZK 2 L
MU T[Tan(TBa|)+ 1] Tanz(7 —)dt

A fins de simplifications, appelons le quotient de tempx;b g Nous avons
al

d’ailleurs appris, au long de nos flaneries de Rjogs que I'ensemble des variables
gagnent a étre exprimées en fonction de leur valeuéférencel(g,, Dga €tU)...

10 .. ou du moins dénuée de logarithme ou d’expondatiel
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L’élément de tempdt en devient évidemmedt Tgy et la borne inférieure

T
en deV|en1T—b |que nous appellerong .
al

Le Bilan des Pertes par Trainée se trouve, quiamt simplifié en :

0
YopcumSCX
: CLI’\'/rln U2 Tgal _[ - [Tanz(t)+ 1] Peal2 Tany(r) dr

...expression ou est le quotlen1T—b g du temps restant a coujirsqu’a
al

Culmination sur le Temps Balistique...

.Y SCX . . - .
Le quotlent—zpal’\'/lm— est I'inverse de la Distance Balistique calculéecav

pcum 1t la Masse Volumique de Culmination. Mais la Masséudoque agissant de
facon linéaire sur la Distance Balistique, on psdlement donner a ce quotient la
valeur :

1/ZPCuImSCX: PCulm 1/2POSCX: pPcum 1
M Po M po Dsgal

Comme par définitiot/Tga = D -2, le Bilan des Pertes par Trainéepen
variable se simplifie encore en :

0
Fo j o [1+ Taré(@)] ™ Tan(r) dr

1| a Distance Balistique d’un mobile dans une atrhésp donnée est l'inverse du coefficient
b frequemment utilisé en balistique. Du point de pbgsique, elle gagne cependant a étre définie @mm
la distance qu'’il faut & ce mobile pour voir sa@sie instantanée divisée pdbase des Exponentielles)
au cours d'un vol dans une bulle de cette atmosphigiaucune gravité ne se ferait sentir ; I'intégra
de I'équation différentielle de ce mouvement imagia (v’ = — (%2p SCx/M) v3 conduisant a cette
définition (voir nos différents textes sur ce sughsi que la contribution de Fred Cerutti, adg®
“Physique de la fusée” de notre site).

12| a Distance Balistique est en effet égalemenalatéur queparcourrait un mobile pendant
son Temps Balistique a sa Vitesse Limite (nousrdisparcourrait” puisque cette Vitesse Limite est

inatteignable en théorie) : on a ddbg, = U Tg, . Rappelons également que= Racine(g 3,) et que
Tea = Racine(Dsa/9).
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Ce bilan devra bien sir étre comparé a celui gaicté@riserait la projection
selon la méme loi de vites§& du méme mobile dans un air de Masse Volumique
constante et égale a la Masse Volumique Equivaltente

I ! 1/ZQEguivSCX 2
0 M v dt
...expression qui donnera :

0
1/ . . CX
%%UZTBN _[ <, Tan¥(v) dr

...ou, bien sir :

0
‘ﬂ—u_[ Tan?(r) dr ¥
Po To

) Si laconjecturequi préside a la présente note est vérifieée, laddd/olumique
Equivalente caractérisant les mouvements atteigiefdibles altitudes sera donc
donnée par :

0

Joy 124 7amc

PEquiv = PCulm 0

I - Tan%(t) dr

Dgai/2K

Tan?(t) dt

...expression ou :

T estle quotlen."_—b |du temps restant a coujirsqu’a Culmination sur le
al

Temps Balistiqué® .

pcum la Masse Volumique de I'air au point de Culminatio

Dga est la Distance Balistique du mobile

K est une altitude caractéristique liée a la fortmmaexponentielle de la
Masse Volumique de I'air (on peut pren®@00 m) *°

13 Ceci est imposé par notre conjecture de base...

14 En effet,U Tgy = Dga

15 e Temps Caractéristique est une caractéristiguaabile, quel que soit son mouvement.
Ce n’est pas la durée de la phase balistique larswabl donné...

16 Rappelons quk est le gain d'altitude qui produit la division parde la Masse Volumique
Aérienne.
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Ouvrons ici une incidente : Que vadn(t) ?

Pour répondre a cette question, rappelons queawvaurss choist comme le
quotlent—.l.b Idu temps restant a courir jusqu’a Culmination surémps
al

Balistique.

g s T
Par définition, a sa plus forte valetir 1o vautﬁ :
al

Or ce temps de montdea culmination est :

T = Tga Atan(VeinprodU) (U étant la Vitesse limite du mobile)
Onadonc:

To = Atan(V rinprod V)

Tan(tg) vaut donc simplemerV ginprodU).

Or les vitesses de Fin de propulsion qui nouséstant sont de I'ordre &®
m/s).

Les Vitesses Limites qui nous intéressent sorgsgliées a la Distance Balistique

par la loi :U = \/gDBa. . Donc, pour des Distances Balistiques de I'odiré
m, les Vitesse Limites sont de I'ordre 8en/sou moins).

Il en résulte que, pour ces valeurs de la Dist&atistique et de la Vitesse de Fin
de PropulsionTan(to) est de I'ordre dé6 ...

Tan(t) prend donc au maximum (en début du
mouvement) des valeurs de I'ordre d&6 pour
des Distances Balistiques de I'ordrerdatre et
des Vitesses de Fin de Propulsiorb@am/s

Bien que nous ignorions si elle est réalisable sraons réfléchi longtemps a
I'intégration analytigue du numérateur de notre 8éagolumique Equivalente,
encadrée plus haut’

Une simplification amusante intervient dans le@aBg,/2K prend la
valeurl. Le numérateur adopte alors, en effet, la forme :

o o
_[‘ro Tan (tr)dt + J‘ro Tan (t)dt

" Ultérieurement, aprés que nous ayons dégagé éadian développement du bindme élevé a
la puissanc®g,/2K, Mathematicanous proposera une solution “hypergéométriqudélas cette notion
ne fait pas partie de nos connaissances...

Impr. : 08/04/2008 10:58 Modif. :08/04/2008 1®:5



Intég Aérogravitaire Faibles Db p 10/10

Or la primitive deTann(T) fait partie des primitives remarquables : elle se
ramene a :

1 . )
I Tan'()de =~ Tan" (1) —I Tan" 2 ()de

Ce qui revient a dire que, d’'une fagon générale :
0 0
I n I (n-2) 1 [ (n-1) ] 0
o Tan (t)dt + To Tan '(t)dt = -1 Tan (1) -

Dans notre cas l'intégration du numérateur vautdon
0
1 3 . .
-3 [Tan ('r)] 1, » OU €ncore, apres mise aux bornes :

1 3
—§ Tan (10)

Bien s0r, ce cas particulier @g,/2K vaut I'unité ne rentre pas dans le cadre
de nos hypotheses (nous nous sommes limités apg eagtrémement peu pénétrants,
c-a-d de Distances Balistiques nettement inféeearl’unité*?).

Mais nous voyons un encouragemeanhs cette simplification étonnante de
lintégration™® .

Nous nous intéressons donc avec un peu plus dregiéiévation a la
puissance quelconqis./2K du binome[1 + Tark(t)] :

L’élévation du binbmd1 + x) a la puissance quelconga@st une opération
arithmetique classique. Elle produit naturellemaris suite d’url (figurant la
puissance " de I'unité), une cohorte de puissances croissal@epondérées
chacune d’'un certain coefficient (ditnomial).

182K valant19400 m pour queDg,/2K vaille I'unité il faut que 3y vaille 19400 m, ce qui
n'arrive jamais dans le cas de nos fusées et dpamat les tres peu pénétrantes que nous étudions i

9 Notre étude serait une étude mathématique, n@usiohs pas attaché autant d'intérét a la
résolution de ce cas particulier. Mais il arrivengent, en physique, qu’'une simplification des clalcwit
signe de I'existence d’une structure sous-jacente...
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Dans le cas ou est suffisamment inférieurla ce développement se simplifie
souvent pour l'ingénieur en :

(1+x)"=1+nx+¢ ,ereprésentant bien slr une trés faible quantité...

Ceci est assez facile a constater sur une calewatopérant plusieurs fois de
suite la mise a une certaine puissance (supérneuigférieure d, choisissons par
exemple la puissanéé) de, par exemplel,0001

Ces racines successives sont :

1,00005
1,000025
1,0000125
etc.

L’élévation a la puissanéé d’un nombre égal a l'unité plus un pegtiquat
(0,0001pour notre nombre de départ) peut ainsi étre tarae I'ajout a l'unité de la
moitié de ceeliquat

Ce cas remarquable atest suffisamment petit nous sert donc
d’échauffement...

Dans le cas général, le développementldex)", cas particulier déa + b)Y,
est connu depuis longtemps.

Il est réalisable pour toute valeur mi¢supérieure, €gale ou inférieure a
I'unité), mais c’est plutdt ce dernier cas qui nimigressera, bien sdr. On appelle ce
développement Wéveloppement binomial de Newton génératisé

Il s’effectue comme suit :

1 +x)" =

n(n-1) 2+ n(n-1)(n-2) 3 4

n
+nx+70 1%2%3

n(n-1)(n-2)... [n-(p-1)] n(n-1)(n-2)... (2) . 0
R XPt o+ an3x x(n-1) % X

A titre d’exemple, dans le cas atF 10, ce développement donne :
(1+x)°= 1+ 10 x + 45 X+ 120 R + + ...+ 120 %+ 45 ¥ +10 ¥ + x*°

La série des termes est, d’évidence, limitée.
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Continuons avec cette valeur d’exercicende 10, mais appliquons plus
spécialement ldéveloppement binomial de Newton générais@umérateur de notre
Masse Volumique Equivalente :

[1 + Tar?(r)]° va prendre alors la forme suivante :

1+ 10Tar? (t) + 45Tarf'(t) + 120Tarf(r) +210Tarf(r) + 252Tan%x)

+ 210Tan?(t) + 120Tart*(t) + 45Tan(t) +10Tan%(t) + Tan’(x)

Malheureusement, dans ce développement, la rééipparyclique de I'entité
Tan"(zr) +Tan™?(t) (qui entraine la belle simplification de I'intétjcam que nous

avons connue plus haut pour le dénominateur) niaftaius.

Il nous vient alors I'idée naive de réorganiserclesfficients pour recréer cette
réapparition cyclique. Nous réécrivons notre sgoigs la forme :

1+ Tan? () + 9Tar? (zr) + 9Tan'(t) + 36Tarf'(r) + 36Tarf(t) + 84Tarl(t)+
84Tan’(t) + 126Tarf(r) + 126 Tan%x) + 126Tan%z) + 126Tant(x) + 84Tan*(t) +
84Tan*¥(t) + 36 Tan*(t) + 36Tan%(r) + 9Tan %) + 9Tan¥(r) + Tan'®(x) + Tan’%x)
Nous venons de reconstituer nos entités simplifzd ! La chance semble
donc sourire aux naifs ! Ce pourrait d’ailleurstrégpas une chance mais plutét une

logique voulue par les structures sous-jacentés dature.

Quoi qu’il en soit de cette question philosophiguepus est donc loisible de
réorganiser le développement du binbme sous lagform

[1+ Tan? (1)] + 9[Tan? (x) + Tan*(r)] + 36 Tan’(r) + Tan’(t)] +
84 Tan®t) + Tan®(r)] + 126 Tan®(r) + Tan'%r)] + etc.

... et nous savons que cette forme promet la sirogtibn des intégrations a
venir...
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Mais le plus curieux, dans cette réorganisatiodéiteloppement binomial,
c’est qu'il entraine I'apparition des coefficiefimomiaux?® de I'élévation a la
puissance-1 du binbme, a savoir ici :

9
[1 + Tari(7)]
Nous avons donc réalisé sans le vouloidétricotagedes coefficients

binomiaux !

Pour quelle raison agétricotagenous a-t-il été aussi facile ?

. 7 , 10
Tout simplement parce que notre démarche (devednppede[l + Tanz(r)]
puis réorganisation des coefficients) donne forgérieeméme résultat qu’une autre qui

aurait dd nous venir a I'esprit : Celle du proqmr[l + Tanz(r)] du développement de
[1+Tare(@)]’...

Qu'importe, au terme de nos errements nous posségand-méme un
développement en série fort pratique de notre badm

Cette série doit étre évidemment multipli€e pan?(t) pour reconstituer tout a
fait la fonction a intégrer au numérateur de nMesse Volumique Equivalente. Ce
numérateur (pour ce cas d’exercicelyy/2K vaut10) est donc ramené finalement a :

0 0
J‘ro [Tan? (r) + Tan*(r)]dr +fro o[Tan’(r) + Tan’(r)|dr
0 0
+ Jro 36 Tan®(r) + Tan(t)]dr + Jro 84 Tan®(t) + Tan'%(t)]d=

0
+ Iro 126 Tan*(x) + Tan'¥(t)|dt + etc.
Ces intégrations ne présenteront donc plus deditéis.

Mais elles ne représentent pour nous qu’un exepicEue notre bindbme

[1 + TanZ(r)] ne doit pas étre élevé a la puissance enti@reais a la puissance
Dga/2K !

Cette puissance est positive, mais fractionnalte yaut typiquemens 10°
pour une Distance Balistique diem).

2 Nous possédions un tableau de ces coefficientstiiaux pour chaque puissance du bindme.
Voir a ce sujet http://fr.wikipedia.org/wiki/Triangle_de_Pascal

Impr. : 08/04/2008 10:58 Modif. :08/04/2008 1®:5



Intég Aérogravitaire Faibles Db p 14/14

A titre de nouvel exercice, avant de nous lancaesadmtre calcul définitif,
élevons encore, a l'aide du développement de Negéogralisé, le binbm@ + 1)a la
puissance fractionnaiié (ce qui équivaut a en calculer la racine carrée).

Ce développement déroule alors une série infinieares. Ces termes,
affiché par notre tableur, sont ceux-ci :

Ordre des termes Valeur du terme Somme des termes déja énoncés
Premier terme 1,7320508 1,7320508
Deuxiéme terme 2,8867513 10 2,0207259
Troisieme terme —2,4056261 102 1,9966697
Terme N°4 4,0093769 10 2,0006791
Terme N°5 -8,3528685 10™ 1,9998438
Terme N°6 1,9490026 10 2,0000387
Terme N°7 —4,8725066 10° 1,9999899
Terme N°8 1,2761327 10° 2,0000027

La force de cette méthode est telle que la valeda dacine est déja acquise au
centieme prés au deuxieme terra®Z07259), et a quatre milliemes prés au terme
suivant !

Apres ces constatations edifiantes, revenons-@tra calcul général.

Les régles du développement du bindme de Nefitensurtout la nécessité de
convergence de la série infinie qui en résultesrahligent a scinder notre intégration
entre les borneg et 0 de la variable en deux plages d'intégrations

- l'une dety an/4 + € (borne excluant la valeur unitaire @an(t))
- et l'autre der/4 —¢ a 0...

Les régles de convergence imposent en effet depier I'élévation a la
puissance du binbme sous les formes :

[Tan®(r) + 1]" pour une premiére plage (de an/4 + €)
et:

[1 + Tanz(r)]n pour une deuxieme plage/4 —€ a 0)...

2 pour que le développement@erx)” forme une série convergente, il convient gusoit
inférieur al... Mais lorsque ce n'est plus le cas, il suffit diémser lel etle x...
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L’appel ag est donc imposé par la nécessité d’exclure I'anflale nos
calculs (cette valeur particuliére rendant divetgées deux développements du binbme
de Newton que nous nous proposons d’effectuer).

Notre expression de la Masse Volumique Equivalentdevient donc un rien
plus compliquée :

n/d+e 0
Lo [Tan?(r) +1] " Tan(t)dt + L,H [1+ Tarf(r)]
Pcuim 0
I‘ro Tan%(t)dt

Dpai/2K

Tan(t)dt

aveceg suffisamment petit...

Au besoin cependant, si les nécessités de I'apicaumeérique nous y
contraignent, nous augmenterons peut-étre I'impogaleg, ce qui fera que les deux
plages d’intégration du numérateur ne reconstitugras I'ensemble du vok(devant
couvrir la plage compléte dg a0). Nous serons alors obligés d’ajouter a ces deux
intégrales du numérateur une intégration sur lgepéroiten/4+ & an/4 —¢ , plage ou
d’ailleurs il sera de bonne guerre de considérdtdase Volumique Aérienne comme
constante...

Développement du bindme sous la premiére intégrathl numérateur :

DBal’2K

Cette premiere intégrale est ceIIe[d'eanZ(r) +1 et doit étre effectuée

sur la premiere plage de la variablgc-a-d derp an/4 +¢)
La démarche a suivre est la méme qu'utilisée pesiplissances entiéres. Elle
consiste a élever le bindme précité a la puissidgg2K) — 1.

Pour plus de facilité, nommodscet exposant¥ga/2K) — 1

Impr. : 08/04/2008 10:58 Modif. :08/04/2008 1®:5



Intég Aérogravitaire Faibles Db p 16/16

Le développement du bindbme donne alors :
[Tanz(x) + 1]’ =

J (J-1
Tan?(r) +J Tan?®Y(r) + qu) Tan?"2(7)

J (J-1)(J-2 )
+—(1—*2)é:,j—)Tan2(J 3)(17)+

) +J (J-1)(J-2)... [J-(p-1)]

1*2*3*. . .*p TanZ(J_p)(T)

+ eftc.

Le produit de ce développement p&ian(t) + 1] donne :
[Tanz@x) + 1] [Tan¥(x) + 1] =
[Tan®*¥r) + Tan?(z)] + 3 [Tan® (1) + Tan Tan? 41)]

J (J-1
+ —1(52 [Tan??(1)+ Tan®(1)]

J (J-1)(J-2 . -
+ Jl—*zx*g)—) [Tan®*(t) + Tan®%(1)] ...

L 10-1)(3-2)... [I-(p-1)]
- 1%2%3%._*p

[Tan27P7*2(t) + Tan# P)()]

+ etc.
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Il ne faut pas oublier de multiplier encore ce déppement pafan(t) pour
reconstituer complétement notre fonction a intégeerqui produit :

Dgal/2K

[1+ Targ(x)] Tan¥(r) dr = [Tan2(t) + 1] [Tan() + 1] Tan(x)

[Tan2J+4(T) + Tan2J+2(T)]
+J [Tan®*? (1) + Tan Tan®(1)]

J (J-1
+ —1(52 [Tan?(r)+ Tan®? (1)]

J (3-1)(J-2 ] i
+—(1—*2)§3—)[Tan2J x) + Tan®“(x)] ...

L 10-1)(J3-2)... [-(p-1)]
- 1%2%3%._*p

[Tan??P*%(1) + Tan#P*2(q)]

+ etc.

L'intégration du numérateur consiste donc en :
n/d+g
LO [Tan®*(1) + Tan®*¥(1)|dr

n/d+e

+J)o  [Tan®*?(r) + Tan Tan®(1)]dr

nld+e
J(J-1
+ _](_Q) .[ 10 [TanZJ(T)+ Tan®? (17)] dt

m/4+e
J (J-1)(J-2)
+ 1*2+*3 J"rO [TaI’IZJ_Z(T) + TanZJ"‘(r)] dr

n/d+g

J (3-1)(J-2)... [I-(p-1 . .
L+ 3 1)_5‘2*3’)*.__*p (® )].Lo [Tan?P*%(g) + Tan®P*2(7)|dr + ...
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Cette série d’intégrations est aisée, dées lorchaeune se présente sous la
forme analogue a :

[1an™ @y + [Tan @)

...sommation connue de deux intégrales dont le i#sedt, nous I'avons déja
VU :

1

(n+1)
=17 Tan (1) +Cste 22

Le résultat de la premiére intégration du numéradeda Masse Volumique
Equivalenteest donc la somme :

1 mld+e
2 J+3[ Tan®"%(x)] To

n/4+g
+ 2J1+1 J[Tan®** (1)] 0
1 @) gy
+201 12 L1ran
1 J(@-1)(J3-2) pya o T
t233 v LTan ¥l
nld+e
N 2(‘]_][.))4-3\] (J-lj)-ié];gl-.-‘:*[g(p'l)] [Tanz(J-p)+3(T))]TO + ... + etc.

22 e dénominateur du coefficient et la puissance Eoméme nombre, intermédiaire entre les
deux puissances den(t) avantintégration...
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ou, bien sdr, aprés mise aux bornes :

1

343 [Tan?*¥x/4 +&) — Tan®(zy)]

(premier terme :
(deuxieme terme a‘JlTlJ[Tan2J+l (n/4 +g) — Tan*** (1o)]

. 1 J(@J-1) ) .
troisieme terme : * an n/4 +€)— |an To
( 11 > T 2J l( /4 ) T 2] 1( )

1 J(J3-1)(J-2)
J-3 1*2*3

(quatriéme terme 3 [Tan®3¥x/4 +€) — Tan?3(z0)] ...

(et g™ terme :)*

1 J@-1)(JI-2)... 3-(p-2)]
2(3-p)+5  1%2%3*.. *(p—1)

[ Tan??P7*3(n/4+g) — Tan? P*5(z)] ...

+etc. 4

...avec, bien st = (Dgaf/2K) — 1 ...

Ceci est un résultat mathématique exdkh’est le fruit d’aucune
approximation, bien qu’il soit basé sur natmnjectureoriginelle...

Observation de ce résultat :

- Notons en premier que la valelr 0 (soitDga/2K = 1) donne a la série complete la
valeur :

1

3 [Tan’(n/4 +&) — Tan’(to)]

...valeur que 'on peut rapprocher avec satisfaatien
1 3

-3 [Tan'(@)] TOO

...que nous avons obtenu plus haut (avec des bolingsgdations couvrant

I'ensemble de la plage du vol) : La mise aux méhwaesr, etn/4 +& produit
évidemment le méme résultat...

% p étant donc la placdu terme dans la série.
24 Attention : le premier terme ne semble pas juatiei de I'écriture du terme général...
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- Notons d’autre part que des valeurs simples (@res) deDg,/2K , commel, 20u 3,
donneront & des valeurs également entier@sl(ou 2) qui limitent la série a un trés
petit nombre de termes.

Par exemple, la valeur d&,/2K = 3 limite la série (poud =2) a :

% [Tan’(n/4 +&) — Tan'(to)] + % J[Tan® (n/4 +&) — Tan® (to)]

+% [Tan’(n/4 +&)- Tan*(to)]

et c’'est tout...

Or il est amusant de reprendre, avec I'expérieneengpus venons d’acquérir,
et pour cette valeuDg,/2K = 3, I'intégration de :

0
Lo [1+ Tari(7)]

Dga/2K

Tan?(t) dr

L’élévation a la puissancedu binbme donne :
1 +3Tarf(t) + 3Tan'(r) + Tan%(t)

...et son produit par T&fr) :

Tan%(t) +3Tan(r) + 3Tan’(r) + Tan’(x)

Il suffit alors dedétricoterles coefficients binomiaud pour obtenir la
formulation :

Tan%(t) +Tan'(r) + 2Tan'(x) + 2Tan’(x) + Tan’(z) + Tan’(x)
... dont I'intégration fait apparaitre plusieurs fasorme :

n (n+2)
J. Tan (tr)dt + J. Tan (t)dt

...qui nous conduira au résultat recueilli a paréifal série...

—> Autre observation intéressante : dans le casalps trés peu pénétrants qui nous
intéressent (dont la Distance Balistique est delf®dumétre ou inférieure),) est trés
proche de-1 : par exemple, pour une Distance Balistiquelds, J vaut- 0,9999484..
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Mais ce serait une erreur d’attendre de cette priv&ide— 1 une quelconque
simplification de notre calcul, car assimiled— 1 équivaut a opter de fait pour une
valeur infinie de l'altitude de division parde la Masse Volumique Atmosphérique :

En effetd = (Dga/2K) — 1etJ = 1impose qu& soit infiniment grand,
I'atmosphere en devenant alors de densité consfaete que soit I'altitude et la
notion de Masse Volumique Equivalente n’est plusipente 1%

Tout au plus cette option particuliere d’'une Magstumique Aérienne
constantel infini) peut-elle nous permettre de vérifier nadcals : la Masse
Volumique Equivalente que ceux-ci produiront akemfini devra étre la Masse
Volumique (constante) de I'atmosphere...

Ainsi, pourd = -1, le premier terme devient :

[Tan(n/4 +&) — Tan(t)]

Le deuxiéme terme est trés proche de :

+ [ Tan™(n/4 +&) — TanY(1o)]

Le troisieme terme est assimilable a :
1

-3 [Tan 3(n/4 +£)- Tan (to)]

Le quatrieme terme se rapproche de méme de :

+% [Tan™(n/4 +&) — Tan >(to)]

Le n®™terme (terme général) est donc :

1\
_Z(n_l—Lff.[Tan_(Z”_3)(n/4 +8) = Tan ™ ag) | +..

% Rappelons quk est le gain d’altitude qui produit la division parde la Masse Volumique
Aérienne.

Impr. : 08/04/2008 10:58 Modif. :08/04/2008 1®:5



Intég Aérogravitaire Faibles Db p 22/22

. 1 1 . . :
Si 'on poseTan(n/4 +g) =5 et Tan(ro) :y , ON peut réorganiser cette suite

de termes en la différence de deux séries. La prersst :

+1
ﬁ__l)n_ X (2n-1) + 26

7
L) + 2n_1

1, 1, 151 4,
x TXRX T X —7X

...et la deuxiéme (a retrancher a la premiere) :

1 1, 15 15 K—_l)n_ﬂ(zn-l)
y TV T Y 7Y et Y T

Or ces séries ne sont autres, a leur premier terés que le développement de
I'arc tangente ATan(x) ouAtan(y)...

La premiére intégrale de notre numérateur, lorségddasse Volumique
Aérienne ne change pas avec l'altitude vaut donc :

1 1
2+ Atan(x) - [ v +Atan(y)]
...0u plutét :

Tan(r/4 +£) + Atan(m) — [Tan(zo)+ Atan( Tar11(ro)) ]

Or un coup d’ceil au cercle trigopnométrique suffitcus remémorer que :

Atan[Cotan(a)] =n/2 —a,

Notre résultat peut donc étre reformulé en :
Tan(n/4 +€) + nt/2 — @/4 +€) — Tan(rg) —n/2 + (10)

... ce qui donne comme résultat exploitable :

n/4+¢
Lo [Tan?(r) +1] " Tan¥(t)d = Tan(n/4 +€) — (/4 +€) — Tan(wo) + (1o)

guand K tend vers l'infini, c-a-d pour un air consnt une Masse Volumique
constante en altitude.

% gtant le numéro d’ordre du terme dans la sétietsirme x a le numéro 1...
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Nous sommes en droit de nous servir de ce réqdtatcalculer la Masse
Volumique Equivalente sur la premiére partie du(laoblage de allant derg a
n/4 +€ ) ; en effet, cette Masse Volumique Equivalente cgtite premiére partie du vol,
vaut :

n/4+e
Lo [Tan?(r) +1] " Tan¥(r) dr

PEquiv = PCulm nlA+e
J. 10 Tan’(t) dt

Comme lorsque 'on integre le dénominateur, onvteou

ml4+e

[Tan(r) -] |+,
soit :

Tan(n/4 +€) — (m/4 +€ ) — Tan(rg) + To

...nous avons donc bien :

PEquiv = PCulm = PConstant

Ce bon accord nous est un encouragement a pensévé@raous attacher a la
deuxiéme intégrale du numérateur de la Masse VajuenEquivalente, celle-ci
s’écrivant, rappelons-le :

n/4+e 0
.Lo [Tan?(r) +1] " Tan*(t)dt + LM_S [1 + Tar’(x)] " Tan¥(r)dr

Pcuim 0
J. 10 Tan’(t)dt

avece suffisamment petit...

Développement du bindme sous la deuxieme intégrale numérateur :

Il s’agit donc de développer :

0
Lm_s [1 + Tarf(x)] " Tan¥(r)dr

Ce développement s’effectue comme le précédent. rasi de facilité, on
nomme toujours I'exposant Dga/2K) — 1.
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Epargnons au lecteur I'exposé de ce travail (quijeand-méme facilité par
I'habitude que nous avons acquise) et donnonsdesuite la série résultant de
I'intégration et de la mise aux bornes :

J (J-1)

e Tan'(n/4 —€) ...

1 J
-3 Tan®(n/4 —€) -z Tan’(n/4 ) —

J (3-1)( J-2)... [J-(p=2)]
(2p+1)*(p-1)!

J (J-1)(J-2
—J@)é,—)Tang(n/4 —€) —..—

2p+1

Tan“""(n/4 —€) — etc.

avec, bien sd = (Dga/2K) — 1
etp la place du terme dans la série (attention, lengeterme ne semble pas
justiciable du libellé du terme général)...

Ceci est également un résultat mathématique exact’est le fruit d’aucune
approximation, bien qu’il soit basé sur natmnjectureoriginelle......

Comme nous l'avons fait pour la premiere intégratejs pouvons étudier le
cas ou I'atmosphére garde une Masse Volumique @otesen altitude (cas &,
I'altitude de division pae, tend vers l'infini) et dond tend vers- 1 La série encadrée
ci-dessus en devient :

—%Tan3(n/4 —€) + %Tans(n/4 —€) —%Tan7(7r/4 —€) + %Tang(nm -€) -ﬁTan“(nm -€)

+ etc.

La main de la nature nous guide toujours puisque fleut reconnaitre dans
cette cohorte le développement de :

Atan[Tan(n/4 —€)] —Tan(r/4 —€)
...soit :
—Tan(n/4 —€) + (n/4 —€)

Ce qui est aussi la valeur du dénominateur de hdasse Volumique
Equivalente pour ces bornes... C’est une forme déicairon de notre calcul...

Il nous est possible a présent de calculer la Messigmique Equivalente lors
d’une partie du vol de notre mobile de trés fabistance Balistique ou méme lors du
vol complet.
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Commencons par le calcul de cette Masse Volumiguevalente sur la
premiére partie du vol de notre mobile de faiblst&ice Balistique (de= 1o a
T=nl4+¢).

Bien sdr, cette Masse Volumique Equivalente ne gasacelle qui présiderait &
tout le vol, mais s'’il s’avérait qu’elle est trédadlée vers celle des faibles altitudes, ce

serait un renseignement de poids, ceci puisquéleqyuee soit 'importance de et
donc de la partie médiane du vol, I'on sait quetcteujours dans le début de son vol
gu’un projectile réalise la plus grande partie e gertes en Trainée : I'altitude ou la
fusée rencontre sa Masse Volumique Equivalentedeis premiére partie de son vol
sera donc pour nous un renseignement tres sidififica

Le report sur notre tableur des résultats dégag#sssous ne pose pas de
probleme particulier.

Nous concevons notre tableau de sorte qu’il noit$esmle d’observer la
convergence de nos seéries.

Il ressort de ce passage sur Excel que, pour ustaridie Balistique dem et
une Vitesse de Fin de Propulsiongfem/s(a titre d’exemple) I'altitude a laquelle le
mobile rencontre sa Masse Volumique Equivalenteléspremiére partie du vol qui
porte le mobile 2,31 m, ce mobile n’étant promis qu’a une élévation 2,77 m

) est de I'ordre d81,47% de celle atteinte au terme de cette premieréepdutvol €
étant pris égal 8,1 radians).

Nous avons la satisfaction de constater que :
—>d’une part, notre série converge suffisamment pousser le vol jusqu'a un

T situé seulement@05 radiansden/4 (notre tableau calculadO0termes) ;

—>Que lorsqu’on allonge ainsi le vol en diminuanbn diminue le
pourcentage de I'altitude (atteinte en fin de cp#tgie de vol) ou le mobile rencontre sa
Masse Volumique Equivalente : ce qui laisse entende la majeure partie des pertes
par Trainée se produit bien en début de vol ;

—>d’autre part que plus la Distance Balistique efida(corps moins
pénétrant) et plus la Masse Volumique Equivalesiie ¢ette premiére partie du vol) est
rencontrée a un pourcentage d’altitude plus fd@lene altitude plus proche du sol,
donc).

Ainsi (pour donner un deuxieme exemple) la progecti’'un corps dé,1 mde
Distance Balistique 80 m/sdonne une altitude de Masse Volumique Equivalante
25,31 % de l'altitude acquise en fin de cette premiéreipate vol (qui n'est que de

0,346 m le mobile ne se hissant en fin de vol gd,;a4 m), € étant toujours pris égal a
0,1radians...

La conclusion qui se profile est donc bien que fdusistance Balistique d’'un

corps est faible et plus il rencontre sa Masse Majue Equivalente & un pourcentage
plus faible de son altitude de culmination...
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Poussant plus loin notre avantage, nous avonséanfotre divin tableur le
soin de calculer la Masse Volumique Equivalenteatecorps de tres faible Distance
Balistique sur 'ensemblée leur vol.

Si 'on appelleSérie Haute Vitesda premiére série que nous avons dégagée
(pour la plage de s’échelonnant dey an/4 + €) etSérie Basse Vites$e deuxiéme
série (pour la plage des’échelonnant de/4 —€ a zéro), et si également I'on appelle

Mitan la plage intermédiaire deallant an/4 + € an/4 —¢, I'intégration de la Masse
Volumique Equivalente se raméne a :

Série Haute + Intégration Mitan + Série Basse
PEquiv = PCulm 0
J. To Tan?(t) dr

L’intégration de la plage nomm@é&itan ne pose pas de probleme si nous y
considérons la Masse Volumique traversée commedanteset égale a la moyenne des
Masses Volumiques du début et de la fin de ce Mitaff

Cette intégration vaut donc :

P'\/l_ovml\/litfm[.ran(r) —‘r] ] nld—g

Pculm n/4+¢

Notre tableur ne rechigne en rien a effectueraeait.

Le résultat nous rassure sur l'indifference du xlugi€ : Des lors que I'on
garde sous les yeux les sommations arrétées@X®; 101°"*°et 102**termes de
nos deux séries, nous pouvons Vérifier qu'une valea égale 8,04 radiansassure
encore la convergence de nos deux séries pour istenbe Balistique d&’ m.

Au demeurant, lorsqu’on fait croitee(en élargissant la plage du Mitan), les
résultats en Masse Volumique Equivalente ne sulitigses de modifications
significatives...

27 Attention cependant & bien prendre, non pas lessdaVolumiques réelles, mais bien les
Masses Volumiques rapportées a la Masse Volumigu@ulimination (puisque notre formulation en Tan
'impose).
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Les résultats en Pourcentage d’Altitude de Culnonaffinale) ou le projectile
rencontre sa Masse Volumique Equivalente sont §uasir cette Distance Balistique de
10" m et toujours une Vitesse de Fin de PropulsioB@e/s :

50°™ terme et suivants
85,83980%
-51,93803%
63,08830%

100°™ terme et suivants
10,75686%
10,73439%
10,75348%

On note que si la convergence n’est pas assurée&pdarmesa nos séries,
elle I'est, par contre, pol00 termes(c’est d’ailleurs la série “haute” qui pose des
problemes de convergences quand elle est limitész0 termes...

Ce pourcentage est calculé poureutte 0,04 radiansqui comble lanitan
existant entre les vitesses instantanedy @&107 m/qvitesse terminale de la série
“hautes vitesses”) €0,000914 m/gvitesse initiale de la série “basse vitesse”).

On peut évidemment pressentir la largeur de cenncitanme tout a fait
insignifiante du point de vue des pertes par Teatné s’y produiront (par rapport aux
pertes intervenant au début du vol, c-a-d aux se&eproches de celle de Fin de

Propulsion)...

Dailleurs, pour urg plus important d@,1 rd (écartant les séries des valeurs
de divergences de leur variadlan(t) ), la convergence est acquise plus tot et le
pourcentage d’Altitude de Masse Volumique Equivedesst acquis dés le Bterme
(toujours pour cette Distance Balistiqueld® m et la Vitesse de Fin de Propulsion de

50 m/g :

50°™ terme et suivants
10,74533%
10,74433%
10,74503%

100°™ terme et suivants
10,74483%
10,74483%
10,74483%

Il nous incombe encore de vérifier que la sommadies valeurs approchées de
nos différentes séries ne souffre pas du fait ggeséries sont alternées : la sommation
de la valeur approchée par exdasne série avec la valeur approchée par déefamie
autre série pourrait masquer une éventuelle dinesela parade semble étre de

(1P

vérifier “a vue” que le résultat ne varie pasdque, pour resumer chacune des séries,

I'on arréte sa sommation a un terme ou a son suivan

Ceci prouvé (I'augmentation d’une unité du nomhedatmes des différentes
séries, a partir de la cinquantaine, ne produit'aliitude de Masse Volumique
Equivalente qu’une variation de I'ordre de 0,02 f@)is demandons a notre tableur de
dessiner notre résultat final savoir : le pourcentage de I'Altitude de Culation ou le
mobile rencontre sa Masse Volumique Equivalente, maur une plage de Distance
Balistique diminuant d& a 0,01 met pour des Vitesses de Fin de Propulsion lindtée

50, 75et100 m/s:
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% altitude de culmination
ou le mobile rencontre sa Masse Volumique équivalen te

30,00%
—e—50 m/s

28,00% -
26,00% -

24,00% -

—a—75 m/s

22,00%

20,00% -

18,00% -+

% altitude de culmination

16,00% A
100

m/s

14,00%

12,00%

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Distance Balistique (m)

Dans chaque couleur (pour chaque vitesse), noussdat dessiner deux
courbes a notre tableur, correspondant chacune aammation a6 et515™®
termesde nos séries : ces courbes jumelles s’écaretégerement I'une de l'autres

en allant vers la gauche, ceci par défaut (tréspable) de convergence 22

Ces calculs sont effectués avec une valewr di=0,05 rd, c'est-a-dire que, par
exemple pour une Distance Balistiquelda, la plage de vitesse amitan (qui n’est
alors large que d&,46a2,83 m/s?°) est calculée par notre tableau sur la base d’une
Masse Volumique Equivalente moyenne (entre les adiindes correspondant & ces
deux vitesses) : on imagine que, vu la faiblesseedevitesses et I'étroitesse mitan
I'erreur sur le calcul de la Trainée est négligeabl®

Les pourcentages d’altitude sont déterminés emenééé a I'Altitude de
Culmination calculée ep constant par la formule analytique classique :

Heum = — ¥ Dia Ln( 1 +M)

%8 Ce dédoublement des courbes met & jour le lédaunidée convergengeropre de nos séries.
Il s’agit d’un autre défaut que celui pouvant ratle la sommation elle-méme de ces différentessséri

2 A comparer a la vitesse initiale 86 m/s Ces vitesses encadranniétan ne dépendent pas

de la Vitesse de Fin de Propulsion...
30 Ces vitesses (et leur écart) deviennent encoeefaibles pour les Distances Balistiques

inférieures, par exemple pour 0,1 m09et 0,89 m/s..
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La conclusion provisoire semble donc étre qu'iktxibien un crochet des
courbes vers le bas pour les tres petites Distddaestiques, du moins si notre
conjectureoriginelle est légitime...

Autre voie dp calcul analytigue de l'altitude ou unmobile rencontre sa Masse
Volumique Equivalente

Une autre voie existe, parallele a la précédente gsoudre l'intégration de la
Masse Volumique Equivalente. Elle consiste a exgrjmdans la formule du Bilan des
Pertes par Trainée :

I T 10 SCX
0 M v© dt

...la vitesser et I'élément de tempdt par leur expression a partir de
I'altitude ; pour cette raison, nous appellerons cette voieviaie de I'Altitude », la voie
précédente prenant le nom de « voie du Temps »...

Pour ce qui est de la vitesse, on sait pouvoietiaer de I'expression :
V2
hy = Y2 Dsa Ln( 1 +_(U121)

avec :
h la hauteur restant a coupirsqu’a Culmination
vy la vitesse instantanée du mobile
U sa vitesse limite (ou vitesse de chute stabilisée)

La réciproque de cette écriture est en effet :
2
2h
v(t) = UA /Exp(F@)—l
bal

. . dh . L
D’autre part, si I'on se souvient que= gt 0 on dispose d’une autre écriture
dedt ...
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Le bilan des pertes de Vitesse par Trainée :

T 1
%
Io jﬁ(ﬁﬂ)&&; dt en devient :

v dh puis :

0 1 2
2SCX f 2hp
J-HCulm 2M U p(h) Exp( ) 1 dh

L’expression exponentielle de la variation de lasb&\Volumique en fonction
de l'altitude, & savoir :

J'O YopSCX
HCuIm M

h
P(h)= Pcum EXP (E) 3

. est ici fort appropriée.

Le bilan des pertes de vitesse par Trainée quedausns intégrer est donc :

0 . 2
LSCX /
_[chlm 2|V| U PCuImEXp( ) EXp( ) -1 dh

Les habitudes que nous avons acquises au longades précédentes nous
incite a considérer la racine carrée comme |'éléna la puissance ¥2 d’'un binbme :

[Exp( 52 .) =i

Cette élévation a puissance donnera lieu a un moudéveloppement de
Newton généralisé (que I'on n'oubliera pas de mliér par I'exponentielle née de
I'expression de la Masse Volumique variable).

Ce travail se présente d’ailleurs mieux que lesguénts puisque la série
résultante est promise a la convergence pour teatesrs déh a I'exception deéro
('exponentielle devant étre strictement supérigitd . Ce qui veut dire que les

31 Attention au signe du terme sous I'exponentielieréférence étant la Masse Volumique de
Culmination, la Masse Volumique instantanée dédnei a mesure que décroit égalenteitda hauteur
restant a couriavant culmination (c-a-d a mesure que le mobdete)...

32 Mais répétons quie étant la hauteur restant a cogusqu’a Culmination, cette valeur te
=0 correspond a une vitesse ou n'existe plus autrafreée significative...
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bornes d’intégrations seront les altitudék:,im ete (elles sont, rappelons-le, des
hauteurs restant a courir jusqu’a culmination lesnmesure donc a partir du point de
culmination).

Le bilan des pertes par Trainéepevariable sur I'ensemble du vol qui en
résultera sera a comparer avec le bilan qu’occasrait un vol a travers un air de
Masse Volumique Equivalente, a savoir :

2
Yopequiv SC ) 2h
TR JHCu.m«/Exp(—UDb‘l)—l dh
al

Cette derniere intégration possede une solutiolytznse (elle nous est
indiquée paMathematica Le dénominateur de notre Masse Volumique Eqaital
vaudra donc :

) 2

Yopar v SCX 2h 2he 8

_Zlﬂlt\l;il_ U Dy [ Exp(ﬁm )—1 — Atam\ | Exp( D : )—1] Heulm
bal bal

ou, plus simplement, puisque I'on peut recompaseubtient du début de
cette expression pour y faire apparaldgg :

2 2 c
PEquiv [ th 1 th _ ]
po ul /Exp( Dbal) 1 — Atam /Exp( Dbal) 1| vcum

Au demeurant, si I'on en revient pour ce dénomimadel’écriture :

.. B
P—';‘O— 0 ). Tanax) de

...on aura plus de facilités a réaliser son intégnaéinalytique...

Il est d’ailleurs important ici de penser au faieda borngu indiquée a
I'instant n’est pas le méme que la bogngui limite la variable altitude : il s’agit ici du
tempsréduit de typet/T gy correspondant a la valelir=¢ .

Or quel est ce temps reduif?

Il faut le retirer de notre loi de vitesse :
t
=1 2( ——
hg = ¥ Dsar L0 [ Tan (T4 1]

La réciproque de cette loi est :
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t 2
Touw Artan \/ Exp(2h/Deay)-1

Ce qui donne finalement polbr=¢ :

te) 2
p=T.-=Aran \Exp(2¢/ Dga)-1
al

Dans la pratique, pour des valeursdestant toujours sous le millimétre, le
temps manquant pour atteindre la culmination estfaible (de I'ordre du millieme de
seconde), mais surtout, la vitesse restant a éissgi toujours tres inférieure au
dixieme dem/s. *

Nous ne souhaitons pas surcharger ce texte paokgxde ce travail de
développement, mais nous engageons néanmoingiesrkeles plus vertueux a le
mener également a terme, a titre d’exercice...

33 Ces deux valeurs étant liées par la relation v, pujsque la vitesse ne peut produire qu’une
Trainée négligeable. De méme, si ce dernier psir@mis, la hauteur parcourue est justiciableadeil
sur le mouvement uniformément accéléré...
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lls devraient alors trouver, comme bilan des pezte$rainée sur 'ensemble

du vol le produit pa c;)anL % de:

Bal

Exp| Heum(1/k+1/Dpa)| — Exp|e(1/k+1/Dpa)]
(1/k+1/Dpa)

Exp[ch|m(l/k —lDbal)] - Exp[s(l/k —lDbaI)]
- 2(1/k —1Dypa)

EXp[ Hour(1/k ~3Dna)] — Exp[£(1/k ~3Da)]
- 4*21 (1/k —3/Dpa)

3[ Exp[ Heum(1/k —5Dua)] — Exp[e(1/k —5Dua)] |
- 8*3! (1/k —5Dpa)

_ (29 [Exp[Heum(L/k ~(21-3)Dsa)] — Exp[s(1/k ~(2i-3)Doa]]
20 (1-1)(i-2)[(i-3)!] % (1/k —(2i-3)Dpa)

— etc.
ceci sii est la placelu terme dans la série...

Notons que le terme général (qui est dégagé agamesformation d’une double
factorielle **) ne semble applicable qu’a partir dil%erme...

Il est profitable de noter que, pour les valeur& @é¢ deDg, qui nous
importent, cette série est constituée de la somuomeptemier terme positif et d’autres
termes négatifs. En effet :

- le premier terme de cette série est positif (auérateur : exponentielle
d’'un nombre positif, donc supérieurd,za laquelle on retrancie; au dénominateur un
nombre positif)

—>tous les termes suivants sont négatifs (au numgraexponentielle d’un
nombre négatif, donc inférieurelaa laquelle on retranche une quantité a peine
supérieure & ; au dénominateur un nombre également négatroeiug général par le
signe moins précédent le terme...

Nous confions le soin de sommer cette série a EACe86 " terme, ce
logiciel demande grace : la constitution des coffits de la série ci-dessus se fait a
partir de factorielles qui atteignent vite les liesi de notre tableur, & savbd>%, avec
15 chiffres significatifs...

34 e quotientU/Dg, est d'ailleurs égal &/Tga...
% La double factorielle n’est qu’une factorielle aganta pas doublec-a-d que si la
factorielle de7 est 7*6*5*4*3*2*1 , la double factorielle dé est 7*5*3*1...
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) Nous sommes donc dans la situation particuliereasite : Excel renacle a ce
86" "°terme alors que la série résultat semble assezléla convergence ; d’ailleurs, le
résultat général (le pourcentage d’altitudepauivalent) nous semble extrémement
sensible aux faibles variations glece que nous ne pouvons admettre (cette tregfaibl
altitudes restant a courir avant Culmination ne pouvant pireql aux trés faibles
vitesses ou s’acheve le mouvement ascendant, quiafiece négligeable).

Force est pourtant de constater que les coeffidmia série ne prennent pas
des valeurs formidables (ils sont loin des limdegableur).

L’expression en factorielle du terme général detlde ne semblant pas
simplifiable, nous achoppons un certain temps, tagae nous vienne l'idée de
comparer deux termes successifs de la série :

SiI'on se réfere a I'énoncé du seul coefficientelune général donné ci-
dessus, on peut vérifier qu’y incrémernitefune unité fait passer la partie d’origine
strictement binomial&® de ce coefficient & :

(2i-3)!
— 2% (i)(i-1)[(i-2)1°

Les manipulations d’usage nous enseignent aloreefe partie binomiale du
- A s o 2i-3)(2i-4) . .
coefficient (qu’Excel renacle a calculer au-dela86@t"terme) vau 2i (i-2) fois la
partie homologue attachée au terme précédent.

C'est-a-dire qu'il suffit de multiplier la partienmmiale d’'un coefficient de

(2i-3)(2i-4)

placei par 4i (i-2) pour obtenir la partie binomiale du coefficienivant...

Ce quotient est donc le pas multiplicateur de typssion.
Or que vaut ce pas de progression ?

S'il affiche la valeur d®,5 pour le quatrieme terme de la série, il retombe a
presque I'unité pour I850°™ terme.

De fait, il est facile de constater que pour lengdes valeurs dece pas de
progression confine a l'unité...

Utilisant ce principe de progression pas a pas @Fadétermination de la partie
strictement binomiale des coefficients de nos sg¢rieus parvenons a déterminer des

% C'est-a-dire qu'on a 6té du coefficient complegletient né de l'intégration de
I'exponentielle, a savoir(1/k —(2i-3)Dya). ..
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coefficients placés beaucoup plus loin : a la Bfle ou a la cing millieme place au
besoin...

Bien qu’utilisant Excel aux limites de sa précisaes quinze chiffres
significatifs, nous obtenons enfin une quasi-ingeiit® de nos résultats a la valeurde
(qui représente, rappelons une trés faible haateamt culmination, dans notre cas
moins d’'un millimétre avant culmination).

Le tableau que dessine alors notre macro pour ge€l§00 termes est
celui-ci :

Pourcentage de I'Altitude de Culmination ou le mobi le rencontre
sa Masse Volumique Equivalente

30%

28% ——50 m/s

26%

24%

22%
——75m/s
20% -

18% A

16% -

Pourcentage de I'Altitude de Culmination

14% 1 100 m/s

12%

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Distance balistique

Nous notons qu’il n'y a plus d’écart entre les dm# représentatives de deux
termes successifs.
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La comparaison entre cette famille de courbe & delssinée par la voie du

Temps :
% altitude de culmination
ou le mobile rencontre sa Masse Volumique équivalen te
30,00%
—=—50 m/s
28,00% A /,
26,00% n
S 24,00% -
g
£ 2200% —=—75m/s
2 oo 1
3 20,00%
(]
=}
2
= 18,00% -
©
S
16,00%
100
14,00% - m/s
12,00% T T T T T T T T T
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
Distance Balistique (m)

...nous apporte une grande satisfaction : Ces fasrdbecourbes sont tout a
fait superposables. Ainsi, il nous a été possildeatder au méme résultat par deux
voies différentes de calcul analytique....

Ceci est d’autant plus satisfaisant que notre siitisant la voie Altitude est
calculée de proche en proche (par calcul d'un patipticateur de progression) : on
était en droit de craindre que ce mode de caladyse des erreurs cumulatives trop
importantes.

Réflexion sur I'existence de trois voies pour notrealcul :

Mais ce qui est le plus étonnant dans I'existereceatte nouvelle voie de
calcul, c’est gu’elle nous engage a penser quigtexégalement une troisieme voie.

En effet, la premiéere voie que nous avons expleséeelle de la variable
TempsLa deuxieme est celle de la variaBlétude A ce stade de notre réflexion, nous
sommes en droit d’espérer que la voie de la vaMibésseexiste également...

C’est en effet le cas. La mise en équation du ldkspertes par Trainée selon
la variable “Vitesse” *’ conduit au méme développement en série d’un bénden
Newton généralisé.

37 Le changement de la varialeendv (pardt = dv/y) impose cependant de passer par
I'expression de I'accélération : celle-ci est ciggement {v3/Dg,)—g ...

Impr. : 08/04/2008 10:58 Modif. :08/04/2008 1®:5



Intég Aérogravitaire Faibles Db p 37/37

Malheureusement, comme précédemment, les condd®rsnvergence de ce
binbme imposent que le vol soit scindé en deuxgdatistinctes séparées par une
troisieme, extrémement étroitditan est le nom que nous avons déja donné a une telle

plage.

Le fait que seule la voie de l'altitude soit exeenge cette scission en 3 plages
de vol et que seule I'exclusion de l'altitude dénuimation lui soit nécessaire est
troublant : Pour quelle raison physique une samsem®lui est-elle pas nécessaire ?

En quoi la variable “Altitude” est-elle différeatdes variables “Temps” et
“Vitesse” ?

Car apres tout, si lenitansattachés a ces deux derniéres variables se placent
dans la plage de vol au moment ou ces variablespre des valeurs référencéebgg
etU, il existe aussi, pour la variable “altitude”, ervaleur de référence : c’est la
Distance Balistique : Pourquoi la série baséeasliailAltitude ne souffre-t-elle pas
d’'une divergence pour une certaine fraction deedeistance Balistique !

Nous ne savons pas répondre a cette questionughidale pres a la
philosophie de la physique...

Tout au plus pouvons-nous remarquer que la valkels gariable qui oblige a
la création d’'urmitanest dans les deux cas une fraction différeletéa valeur de
référence de la méme variable (a savai.et1). Il est donc trés possible que pour la
variable temps, cette fraction équivaille a zérgeelle se situe hors des limites de la
plage usuelle de cette variable...

Quoigu’il en soit, I'unicité de sa plage d’'intégaat fait de la voie “Altitude”
la voie royale...

Dailleurs, puisqu’a nos yeux la philosophie deigsces est plus importante
gue la science elle-méme, voici le rappel de ledhodd a utiliser dans chacune des trois
voies de résolution de notre intégration du Bilas Bertes par Trainée :

I T 159 SCxX
0

M V(t)2 dt

... et ceci pour les trés faibles Distances Baligtsqu
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Voie "temps” :

V = U tan(t) avect = t/Tgy , t €tant le temps a restant avant culmination.

Le p a prendre est celui de notre approximation en fonate la vitessg,
vitesse que I'on exprimera en fonction du tempsstant a courir jusqu’a
culmination (formulation etd Tan(t/Tga)...

Scission de la plage de calcul (de vol) en deuigsaséparées par amtantres
étroit...

Voie Vitesse :

dv/dt =y = [V3/Dgy] — g et méme approximation geen fonction dev que plus
haut.

Scission de la plage de vol en deux parties sépaareunmitantres étroit...

Voie “Altitude” :

Dh /dt = v, puis expression deen fonction de l'altitude, a savoir la fonction
réciproque dé = ¥2Dg, LNn(1 + v3/U) ; puis expressioexactedep par
rapport &h... 38

Unicité de la plage de calcul (de vol) a I'exclusgiricte de la borne de
culmination (arrét du calcul & quelques millimé}res

La curiosité mathématique qu’on peut retirer destoes calculs est I'égalité
des trois séries, et en tout cas des deux queavaus libellées (en suivant la voie du
Temps et la voie de I'Altitude), du moins si noas prenons sur une plage de vol
commune ou elles sont définies.

Par exemple, si nous les prenons sur la premiagepe vol s’étalant
—>de l'instant de projection (correspondant aux kE®mihautes, a savoir temps
Tcum etHcum 39)

—jusqu’au temps réduitt(4 +€) qui correspond au temis, (n/4 +€) et a
laltitude h, = % Dsa Ln [ Tan%(n/4 +€) + 1]

% Nous voulons dire la formulation exponentielle qoes avons considérée comme recevable
au tout début de ce texte...
39 Rappelons que nous devons décompter temps etaltt I'envers...
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...nous pouvons écrire pour le bilan des pertes Einée calculé par la voie
du Temps :

1 + +
2343 [Tan?*¥x/4 +&) — Tan?"(x)] +

J+1J[Tan23+1 (n/4 +€) — Tan™"* ()]

+ ...
1 JE-1I-2)... [3-(p-2)]
2(J-p)¥5  1%2*3*...*(p-1)

+ [Tan2?P"S(r/4+g) — Tan®P*5(z)] + ...

+etc. ¥

...avec, bien std = (Dgaf2K) — 1... etp la place du terme dans la série

...ainsi que, pour le méme bilan calculé par la dad’Altitude :

Exp[ Heum(1/k+1/Dpa)| — Exp[ he(1/k+1/Dpa)]
(1/k+1/Dypa)

Exp| Heum(1/k —1Dpa)| — Exp[he(1/k —1Dpa)]
B 2(1/k —1Dpa)

_ (215)! [Exp[ Haum(Lk ~(21-3)Dug] ~ Exp[(1/k ~(21-3)Dsa)] ]
2(2! 1) (I 1)(| 2)[(| 3)l] (]_/k (2| 3)1Dbal)

— etc.
.. 1 étant la place du terme dans la série...

En observant ces deux libellés, nous prenons camseide nos manguements a
une certaine unité de rédactiod um aurait di disparaitre au profit d’'une certaine
altitude réduitéHcym/Dga ... Cette facon de faire aurait rapproché les denedlés.

Mais nous laissons aux amateurs de calculs ledsoprouver
mathématiquement I'égalité de ces deux séries'..

“0 Attention : le premier terme ne semble pas justie de I'écriture du terme général...

*! La troisiéme série, dégagée par la voie de las¥éesemble dailleurs plus simple que ces
deux-ci : elle ne fait appel ni a des puissancesessives de Tangentes ni a des puissances suesessi
d’Exponentielles, mais est formée de puissancesessives de la variab (C étant une vitesse
"réduite”, comme il se doit)...
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INTEGRATION GRAPHIQUE DE LA MASSE VOLUMIQUE
EQUIVALENTE POUR CE MOUVEMENT AERO-GRAVITAIRE
ET TOUJOURS LES FAIBLES DISTANCES BALISTIQUES

) Quoigu’il en soit de cette intégration analytiquela Masse Volumique
Equivalente :

0
f ¢ [Tanz(m)+ 1] %% Tanz(r) de

PEquiv = PCulm J- 0
T Tan?(t) dr

...Excel se préte de bonne grace a son intégrgtiyohique

Cette intégration graphique a été menée sur nake: jg’'une part par la
méthode des Trapezes et d’autre part par la mét®&mpson (qui nous a paru
recommandable, le quotient des deux intégrales caana’étre trés proche de l'unité).

Les résultats de ces deux intégrations graphiquealent. lls conduisent tous
deux au résultat que le pourcentage de 'AltitudeCdImination auquel le mobile
rencontre sa Masse Volumique Equivalente affe@s b crochet vers le bas pour
toutes les vitesses, dans sa partie droite :

Pourcentage de I'Altitude de Culmination auquel le mobile
rencontre sa Masse Volumique Equivalente
. —  —V=50m/s
35% - | T 75
T —10
. [ — —125
e 0% ‘ 150
3 /  175
T = 200
o 25% N
S 225
250
275
0
20% 300
— 325
15% - ‘ ‘ — 350
0 10 20 30 40 50
Distance Balistique
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Les crochets de cette famille de courbes doiveata&@mparés a ceux dessinés
par notre tableau Pas a Pas classique (et dégnpéésdans notre grand texte sur la
Masse Volumigue Equivalenje

% de I'Altitude de Culmination Analytique (selon p Fin Prop)
ou la fusée rencontre son p équivalent
45% % HBalCulm p équiv 350
e — 2 .
40% - % HBalCulm p équiv 325
% HBalCulm p équiv 300
~ 35% - o
8— % HBalCulm p équiv 275
C =
S 30% % HBalCulmp équiv 250
=z £
c b P
£ a  25% - % HBalCulm p équiv 225
L_:) < / % HBalCulm p équiv 200
L D 20% % HBalCulm p équiv 175
)
2z o 15% - % HBalCulm p équiv 150
=)
== % HBalCulm p équiv 125
< > 10% A o
< g % HBalCulm p équiv 100
< 5% % HBalCulm p équiv 75
% HBalCulm p équiv 50
0% : : : : : o riealtHim P equ
0 10 20 30 40 50 60
Distance Balistiqgue (m)

Bien que les pourcentages ne soient pas identejupse la position des
courbes soit inversée, la similitude de comportdrderces deux familles est
troublante : nous avions pourtant conclu précédemhonge cette retombée des courbes
était unartefacta l'issue de calculs utilisant la fonction Valélible d’Excel...

Effectuons la méme intégration graphique, maistaqmt sur les Distances
Balistiques allant d6,01a1 m:

%de ['Altitude de Culmination
ou le mobile rencontre sa Masse Volumique Equivalen  te
30%
28%
—=—V =50 m/s

26% - 4
c -]
S 24% -
S
£
E22%
3 —=—75m/s
L 20%
©
3 Y /‘/
2 18% m/
®
S 16% -

—=—100 m/s
14% -
12% . . . .
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Distance Balistique (m)
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... et comparons ce résultat “graphique” avec Bgtation analytique réalisée
plus haut a I'aide de séries (par la voie du tempsjte intégration mathématique,
souvenons-nous, dessinait les courbes :

% altitude de culmination
ou le mobile rencontre sa Masse Volumique équivalen te

30,00%

28,00%

26,00%

24,00%

22,00%

20,00%

18,00%

% altitude de culmination

16,00%

14,00%

12,00%
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Distance Balistique (m)

Voici la confrontation de ces deux derniers gragbehii représentant le calcul
graphique et celui représentant le calcul analgliget ceci sur le méme fond :

% altitude de culmination
ou le mobile rencontre saMasse Volumique équivalente

30,00%
28,00%
26,00%
24,00%
22,00% +
20,00%

18,00%

% altitude de culmination

16,00%

14,00% 1

12,00% + : . : : _ -
0 0.1 0,2 0,3 0.4 05 0,6 07 0,8 0,9 |

Distance Balistique (m)

Bien que ces graphes ne soient pas établis a gastimémes abscisses, ils
semblent bien transcrire les méme variations...
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Rappelons que ces résultats sont fondés sucamjecture qui reste a
démontrer.

Cette conjecture pose que les variations de Masganique de I'air sont
visitéespar le mobile mais qu’elles sont sans influengaificative sur son mouvement
ascendant, c-a-d sur sa loi de vitesse.

A l'inverse de certains résultats obtenus précédemintes résultats dégagés
dans ce texte militent pour I'existence d’'un crdolers le bas des courbes du
pourcentage de I'Altitude de Culmination auquahiebile rencontre sa Masse
Volumique Equivalente, ceci bien sir pour les fadisles Distances Balistiques.

Insistons également sur le fait que cette réflexéste tout a fait théorique
puisque les Distances Balistiques concernées slbanent faibles qu’aucune fusée
n'en possede jamais de telle...

Bernard dego Mars |
le 08 04 2008

Merci & Jean-Mi

pour son travail de présentation
de certains graphiques
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Notre texte EXISTE-T-IL UNE MASSE VOLUMIQUE EQUIVALENTE POUR'AIR
TRAVERSE PAR NOS FUSEES:?

http://perso.numericable.fr/fbouquetbe63/gomars/eguiv.doc

disponible a la pagehysiqgue de la fusée

http://perso.numericable.fr/fbouguetbe63/gomarsdmue.htm
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Bindbme de Newton généralisé :
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http://fr.wikipedia.org/wiki/Triangle de Pascal
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LE VOL DE LA FUSEE de Gil Denis, document Planéte-Sciences :

http://www.planete-
sciences.org/espace/basedoc/public/index.php/Volad&is¥%C3%A9e%2C_stabilit%C3%A9_et performances

LOGICIELS :
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http://integrals.wolfram.com/index.jsp
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