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LA PROPULSION
DE LA FUSEE A EAU

GENERALISATION DE LA FORMULE DE T SIOLKOVSKI
A LA FUSEE A EAU

ou .

AMENDEMENT ADIABATIQUE
A LA FORMULE DE TSIOLKOVSKI

Version 1-3
du 01/05/08*

Faites-nous I'amitié
de vos critiques !

En 1896, I'instituteur russe Tsiolkovski calculavitesse a espérer d'une fusée
a l'issue de sa Phase Propulsive.
En négligeant la résistance de Ijrcette Vitesse de Fin de Propulsion est :

UrinProp= VejectLN [(M+Q)/M ] -gT
formule générale dite de Tsiolkovski ou :

M est la masse a vide ;

Q la masse d'appui (la masse de carburant pour
les fusées chimiques, la quantité d’eau pour
les fusées a eau, la masse de gaz neutre pour
les fusées ioniques ou nucléaires) ;

Vjectla vitesse d'éjection de la masse d’appui,
supposée constante.

g l'accélération de la pesanteur

T la durée de la Phase Propulsive.

Rappelons que le quotiefil+Q)/M est nommé Rapport de Masskesla
fusée...

! Quelques nouveaux ajouts et clarifications sucéesnon usuels des Quotas d’eau quasi
unitaires.

2 Nous verrons & la fin de ce travail qu’une priseempte tout a fait satisfaisante des pertes
en vitesses dues a la Trainée pendant la propudsjoeuse est possible. En effet, I'effet négatifed
Trainée peut étre sorti de l'intégrale généralendanla Vitesse de Fin de Propulsion. Dans ces
conditions, I'effet sur la Vitesse de Fin de Prapuh du freinage atmosphérique peut étre ramené au
produit de la quantité SCX par une intégrale egsliatnent dépendante de la Masse a Vide et de la
Quantité d’Eau embarquée sur le Pas de Tir.
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Dans le cas de nos fusées hydropneumatiques, EerdappuiQ est donc tout
simplement la masse d’eau embarquée. Comme cetigeg@&cele aucune énergie, on a
facilité & comprendre qu’elle n’intervient que commassgassived’appui’ .

Mais, toujours dans ce cas hydropneumatique, ¢ésset a laquelle cette masse
d’appui est éjectée n'est pas constante (en majautie parce que la pression de l'air
enclosdiminue durant la propulsion).

On est donc en droit de se demander quelle forewdpa cette équation
générale de Tsiolkovski dans ce cas des fuséas @oegours si I'on néglige la
résistance de l'aif)

L’hypothése qui vient le plus naturellement est gu€itesse de Fin de
PropulsionUginpropsera alors donnée par une formule équivalentdéartaule générale
de Tsiolkovski, mais pondérgar un certain coefficient multiplicateur, coeikiot
prenant en compte la diminutiadiabatiquede la pression Pour cette raison que la
pression évoluadiabatiguementous nommerons ce coefficidhigiapdans cet
exposeé.

La vitesse d'éjectioV ¢erde la formule, quant a elle, deviendrait la vitesse
d’éjection initialeV gjecunit (Celle du premier instant de la Phase Propulsivesse prise
alors comme référence. On écrirait alors fommule de Tsiolkovski étendue aux
fusées a eawomme suit :

(Equation 2)
UFinProp: KAoliabVéjectlnit Ln [(M+Q)/M ] - gT

formule de Tsiolkovski étendue aux fusées a eau, ou

K adiab Serait un coefficient pondérateur ;

Vgjectinit S€rait la Vitesse d’Ejection Initiale (celle
du début de la Phase Propulsive)

M serait la masse a vide ;

Q la masse d'appui (la masse d’eau embarquée).

g l'accélération de la pesanteur

T la durée de la Phase Propulsive.

% Dans le cas des fusée$euclassiques, la masse de poudre ou de carburast(éjjalement
source d’'énergie, ce qui complique la compréhendeleur utilité : cette masse de produits chimsgque
est alors a la fois masgénératricede chaleur et masse d’apmaissivedestinée a étre éjectée, masse sur
laquelle la fusée s’appuiera pour s’élever... Dartas des fusées & moteur ionique et des fusées
nucléaires, la masse d'appui est totalement passive

* Au demeurant, pour les fusées a eau, l'influerck désistance de I'air sur la Vitesse de Fin
de Propulsion est assez faible. Elle est égaletménfaible pour les fusées a feu d’amateur...

® Rappelons que “adiabatique” signifie seulememilq’y a pas d’échange de chaleur entre la
masse d'air enclos et I'extérieur durant la dételeteet air. Cette absence d’échange devient éeiden
lorsqu’on pense a la brieveté de la phase promubiévnos fusées a eau (quelques centiéemes de sscond
pour une fusée dg5 L “plein goulot”).

® La formule trés simple donnant cette vitesse dtéja sera donnée en cours d’exposé.
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Précisons a présent que le soustragtitairegT n’'est lié au phénoméne de
propulsion que par la durée de celle-ci. La briéwkt cette durée (pour les fusées a eau
plein goulot elle est inférieure au dixieme de seconde) nmenhtie soustractif
gravitaire en dessous dan/s

Cem/s est bien slr a comparer avec I'ordre de grandesivilesses de Fin de
Propulsion des fusées a ediD:m/s Négliger I'action de la gravité sur la fusée enti
donc a se rendre coupable d’'une errel2 ée.

Pourtant, si dans I'étude qui suit nous négligammfacteugT ce n'est pas
cette erreur d2 % que nous commettrons, mais une erreur nettemeintineo En effet
nous y effectuons la comparaison entre :

-> la Vitesse de Fin de Propulsion d’'une fusée agptté toute son eau a une
Vitesse d’Ejection constante (et basée sur la jmegsitiale)

- et la Vitesse de Fin de Propulsion d’'une fuséataya sa Vitesse
d’Ejection diminuer & mesure que diminuait adiajatiment la pression interne dans
son réservoir...

Le temps de propulsion de cette derniére faskabatiqueest bien sir un peu
plus long ; le produigT en sera donc un peu plus fort que dans le cas fusde a
Vitesse d’Ejection constanté.. Mais cette différence nous parait devoir tomlver e
dessous déo, du moins pour les fusées usuelles (dont la détfinbatique ne modifie
pas énormément la pression interne et donc ladétd&jection et le Temps de
Propulsion) : En effet, notre tableau de simulations informe que pour un Quota
d’eau usuel d&/3, la durée de Propulsion n’est allongée qué1® % pour une
Pression Initiale dB bars relatifs ® et que de&0,1 % pour une Pression debars
relatifs °*° Ce qui ne diminue la perte de vitesse par freirggvitaire sur I'ensemble
de la Phase Propulsive que@@9et0,07 m/s diminutions négligeables s'il en ést..

Nous ne mentionnerons plus par la suite ce proglliitians cette étude. Il
n'empéche que chacun devra veiller a le réintreddans le bilan de la Vitesse de Fin
de Propulsion a l'issue des calculs...

Résumé de I'exposé qui suit

Au cours de cet exposé, nous calculerons analytignece fameuk agiap €t
nous en proposerons méme la valeur (selon une fermas simple n'utilisant que les
trois parametres du lancement que sont : PresRemplissage en Eau et un critere qui
apparaitra de lui-méme et que nous nommektasse Volumiquee la fusée, du moins
au long des deux premieres parties de cette étude).

" Pour une fusée emportahiB d’eau et pressuriséesébars relatifs, si 'on se basait pour
calculer le temps d’éjection de I'eau sur la vieed®jection en fin de propulsion, la durée de pisipn
n’en serait allongée que de 40 %. Le soustradwitaire n'en serait donc accru que des 40 % de.2 %

8 Ce qui fait passer le temps de propulsio® @234 0,0514 secondes

° Ce qui fait passer le temps de propulsio®@858a0,0429 secondes

90n note que plus la Pression Initiale est fortmeins la baisse adiabatique de pression
allonge la phase propulsive. Mais cette baiss¢agilise assez vite autour d6,7 %. Elle n’est due, en
réalité qu’au jeu sur la pression relative et kesgion absolue. Dans le vide de I'espace, ce polage
d’'allongementadiabatiquede la phase propulsive serait constant et égjéla%...

* A comparer toujours a l'ordre de grandeur desséiés de Fin de Propulsion 8& m/s
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Ce calcul de&K agiap S€ fera d’abord en ne tenant compte que de la seul
propulsion due a I'eau (sans effet de la hauteda delonne d’eau). Puis nous
intégrerons la propulsion due a I'air résiduel.ikmious aurons la chance de pouvoir
prendre en compte I'effet de la colonne d’eau aRression d’éjection.

Ainsi, K agiab €tant connu par une relation simple, chacun pdutikser dans
I’équation (2) ci-dessus pour calculer la Vitessd-th de Propulsion recherchée.

L’altitude d’apogée de la fusée étant calculabkyaimuement d’apres cette
Vitesse de Fin de Propulsion et les caractérissidpadistiques de I'engin (comme son
Cx et sa Masse & s€), notre exposé permettra aux curieux d’estimezcane
précision de quelgues pour cent, les performanedsuils créations.

PREMIERE PARTIE :

1: ETUDE DE NOTRE COEFFICIENT K agia
POUR LA PROPULSION AQUEUSE UNIQUEMENT

Nous appellerons propulsi@yueusale la fusée a eau la propulsion produite
par la seule éjection de I'eau. Dans une deuxiémigep en effet, nous aurons
I'occasion de calculer I'appoint propulsif, non figgable, procuré par I'éjection de
I'air résidud, cad I'air comprimé qui reste dans le réservaineoment ou toute I'eau
vient d’étre éjectée. Cette propulsion due a I#pecde I'air prendra symétriquement le

nom de propulsion §azeuse”

PREMIERE ESTIMATION A MINIMA DE_Kadiab

Pour une premiére estimatiamminimadu coefficient agian, ON peut
évidemment considérer que toute la masse d'apgatiéjectée qu'a une vitesse
correspondant a la pression de fin de propuls@ette pression est donnée par la loi de

détente adiabatique de 'aRV ' = Cste:

12\/oir par exemple notre autre travail LA FUSEE ERNVBALISTIQUE, dont nous donnons
un exemple d’exploitation plus loin.

13 Nous adoptons ce faisant le vocabulaire utiligéAain Juge sur son site (voir lien en fin de
texte)
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Y N
Prinprop= (Pinitt1)(Qair ) — lorelat  OU :

Prinprop €St la Pression de Fin de Propulsiorbars relatifs.

Pinit €st la Pression relative initialet( 0)

Qair est le quota d'air enclos dans le réservoir dieskée, c-a-d
le quotient du volume d’air comprimé par le volutotl
du réservoir (les hydro-fuséistes utilisent en géinfes
guotas proches d&J).

y est le fameux exposant utilisé pour la quantifarati’'une
détente adiabatiqué @ pour I'air comprimé qui stocke
I'énergie de nos engins)

Remarquons que la pression a prendre en compiestipas la pression

absolue mais la pression relative...

Cette valeur de la Pression minimum conduit a ut@sse minimum d'éjection
hydraulique™ Vmini de :

V mini = \/ 2{(Pinit+1)(Qairy) — Lhretat} p ou :

p est la densité du fluide éjecté (pour nous de Jeau
Y est 'exposant adiabatique classigligtpour l'air).

La comparaison par quotient de cette vitesse aveitdsse d'éjection initiale
dont nous informe la loi de Bernouffi:

Vgjectinit = \ 2Pt/ p

...nous permet de libeller un coefficient multiplieat EstimMinima inférieur
a l'unité tel que :

Vmini = Vgjectnit EStimMinima, EstimMinima honorant la formule :

EstimMinima = \/ {(Pinit"'l)(QairY) - lbrelat}/ I:)init

1 Nous écrivondyis;car il nous géne de laisser, dans une formutdiie ce chiffre sans
son unité car on pourrait croire que c’est un doieffit de nos formules. Nous avons choisi de medese
Pressions en bars relatifs ; la dimension de c dlanc lebar relatif .

15 Nous faisons le calcul en considérant I'écoulencenimestationnairea chaque instant, cad
en considérant classiquement que le niveau d’eae ¥Mantement”. La vitesse a la tuyére est altrée
de la loi de conservation de I'énergie totale. dltal plus complet, emstationnaire donne des résultats
trés peu différents...

De plus nous négligeons ici le surcroit de pressiatique a la tuyére d a la hauteur de la
colonne d’eau au-dessus de cette tuyére...

'® Nous revenons plus bas sur I'établissement de bititsse d'éjection.
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La Vitesse de Fin de Propulsion de nos fusées astalonc supérieure a :
UFinProp= EStllinlma Véjecﬂnit Ln{(M+Q)/M}

avec .

EstimMinima = \/ {(Pinit"'l)(QairY) - lbrelat}/ I:)init

EstimMinima est bien la valeur minimale du coefficiéfitgiapdont nous
pondérons la formule générale de Tsiolkovski...

On voit que la valeur de ce coefficidegtimMinima dépend malheureusement
dePinit et deQgi, Mmais on peut néanmoins la calculer pour cer@asclassiques, en
particulier les cas, fréquents en milieu scolaitela pression relativig,;; est limitée a
5 bars relatifs pour des raisons de sécurité :

A cette pression d& b relatifs, le coefficienEstimMinima prend la valeur
0,48pour un quota d'air enclos classiqueig =2/3 et0,255pourQai= 1/2... Au
plus bas, la vitesse a atteindre de nos fusées seea donc :

UFinpropmini = EstimMinima Vgjectinit LN{(M+Q)/M} avec .

EstimMinima valant, pouPi,;; =5 b relatifs, de,48a0,255
selon le quota d’air encld3a;

(Attention le Q du logarithme du rapport de masses dépend
évidemment également @& ).

A ce stade de la réflexion, on peut évidemmentrestigue dans la réalité des
choses, la Vitesse de Fin de Propulsion de nog$us@&au se situera entre la valeur
calculée avec UK agiap€gal a ceEstimMinima (pour lesPy,i; et QAir adoptés) et la
valeur calculée avec Wagiap €gal al.

C’est déja une premiére fourchette...
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INTEGRATION ANALYTIQUE DU PROBLEME

Notre connaissance de la physique de la propulsiarous permettre de
calculer la vitesse acquise en fin de propulsiarupa fusée a eau.

Dans un premier temps, nous effectuerons ce calcul

=>» en nous limitant a la propulsion due a la sewdet&n de I'eau (donc sans
I'effet propulsif di a la violente chasse d’air gei produit lorsque toute I'eau a été
éjectée)’

=>et compte non tende la pression due a l'accélération de la colofes au-
dessus de la tuyeréef.

En cours de calcul, nous serons amenés a nousdfirale la variable temps,
en prenant comme variable le taux d’expan&aie I'air dans le réservoir. Dans les cas
usuels, ce taux d’expansi@variera pendant la Phase Propulsiveide 1 aE =
1/ Qair. Ces valeurs seront donc les limites a utiliserrpntégration du probleme.

Pour commencer, considérons la force de propultaddpussée. Elle est
donnée, a chaque instant, par la formule trés mte@hoique 2 Pryy Stuy (avecPyy, la
pressiorrelative instantanée a la tuyee¢Sryyla surface de la tuyere d’éjection) (voir a
ce sujet notre note de fin de texte s@pblication de la formule de Bernoulli a la
propulsion de la fusée a gau

CettePousségeou force de propulsion, est appliquée a chacggtarih sur la
masse :

M+ pVi(1-Q\E) ou:

M est la Masse a Vide de la fusée

V; est le volume du réservoir de la fusée

p le densité du fluide éjecté (I'eau dans la plugad cas)
Qair le quota d’air dans le réservoir

E le taux d’expansion de cet air (variant donc d&11Qair)

" Le calcul tenant compte de I'apport propulsif ‘@gektion de I'air sera réalisé dans la
deuxiéme patrtie...

18 Des simulations nous ont persuadé que 'accétéralé cette colonne n‘augmente la Vitesse
de Fin de Propulsion que de quelque 3 % . Cettmantation étant d'ailleurs possiblement compensée
par la trainée due a la pénétration de I'engin dlains

Réfléchissons a I'effet de la hauteur de la coladieau sur la pression a la tuyere : On peut
songer, dans un premier temps, que les accélésatiarimales atteintes par nos engins
hydropneumatiques sont importantes (de I'ordrd@eg). Mais ces accélérations formidables
n'interviennent que lorsque la fusée a été notabidrallégée, cad quand la masse d’eau a été ediegran
partie été éjectée. Comme la masse d’eau restsirfi@iide, on a également une faible hauteur de la
colonne d’eau (de quelques cm). Or on sait qu'weélération de 1 g donne une pression de 1 bar sur
une colonne d'eau type de 10m. Comme notre coldfeai ne fait que quelquesilliemes de cette
hauteur type, il faudra 1000 g pour créer queldpgas de pression supplémentaire a la tuyére. @ no
n‘avons des accélérations maximales que de 40gRSdois moins... La pression supplémentaire due a
la colonne d’eau n’est donc que de queldli@s eme de b, soit quelques 1Bale la pression de fin de
propulsion.
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Dans ces conditions, I'accelératiory; est, a chaque instant

(Equation 25)

U’(t) =-g + 2 S\l’uy PTuv
M + p Vi (1-Qair E)

(car il faut tenir compte du freinage par gravit€)

Conséquemment, la vitesSeinpropacquise en fin de propulsion (a l'instadn)
sera l'intégration de cette formule dans I'espaeed0at=T :

at=T

2 S Pry ]dt
M + p Vi (1-Qair E)

UFinProp= J-det: 0 [ -9+

On peut, d’entrée, résoudre le probleme de l'iriégn de- g dt. Elle vaut
-gT. Il reste donc :

(Equation 30)

a
UFinProp= -gT + ..-det:O 2 S Fhu, dt
MptVs (1-Qair E)

A ce point de la démarche, nous allons opérer mbaagement de variable,
ceci afin de nous affranchir du facteur temps féat,da durée de propulsioh est une
variable dépendant de la plupart des autres parasnet

La nouvelle variable que nous allons utiliser plbotégration esk , le taux
d'expansion de l'air (variation de son volume nedamhent a son volume sur le Pas de
Tir). Dans le cas général, ce tauxE évolue donc dé a1/ Qa;r Si Qair est le quota d'air
dans le réservoir sur le pas de Tir.

Exprimonsdt par rapport a cette varialite:

2 On verra plus loin ce qui ce passe dans certaimextrémes...

Impr. : 01/05/2008 14:23 Modif. :01/05/2008 12:2



Prop FaO et Tsiolkovski p 9 / 108

Pour ce faire, il faut penser au débit massigige Que vaut ce débit
massique ? Pour le trouver, il faut isoler (pgrdasée) I'eau éjectée par la tuyere
pendant un temps élémentaitesdconde ; cette eau se présente sous la formeban
spaghetti liquide, un cylindre d’e@xtrudé %’ par la tuyére™ :

—
N ———
— N
/_ —

STuy

La longueur du spaghetti éjecté pendant cette diirést :L = Vg dt. Et son
volume est*Sryy, SOitVgjectdt* Sryy.
La masse éjectée, quant a elle, est bien @dgectdt* Sty ...

Pour connaitre le débit massidDg enKg/s, il faut diviser cette masse par le
temps d pendant lequel elle a été éjectée. Ce débit massisjudonc :
Dm = pVgject STuy

Or la loi de la conservation de I'énergie (celleBdznoulli), on I'a vu, nous
donne la valeur de la vitesse d'éjection en fomctle la pressioRr,y du liquide a la
tuyere. Cette vitesse d’éjection est :

Vgject= 2|:)Tuy/P

Onadonc:

Dm=p STuy \/2PTuy/P

Ceci est une chose.

A présent, nous devons penser que le débit masBigueest autre que
I'inverse de la variation, par unité de temps,alenbsse de liquide dans le réservoir
(inverse puisque la diminution de liquide danséservoir crée un débit positif a travers
la tuyére).

20 Extrudéest bien le terme technique. Les spaghettis sentfbrmés paextrusion comme
les profilés d’aluminium...

L Que l'eau éjectée se présente sous une autre {emprticulier une forme moins
mathématiquene change en rien son volume...
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Comme la masse d’eau restantepdst(1 — Quir E) , le débit massiqubn, est
sa dérivée par rapport au temps :

Dm = g [ pr (l'QAirE)]
dt

Ce qui donne :

Dm = pr QAir d_E
dt

On peut donc accoler ces deux valeur®ge

dE
P STuy \/2PTuy/P =pV¢ QAirE

...de laquelle égalité on tire :

gt = pVi Qair dE

Sr uy N 2p I:)tuy

...qui sera notre valeur de l'incrématiten fonction delE, I'incrément de
I'expansion.

Ne tirons pas de cet encadré la conclusiondfjuest proportionnel dE : Pryy
est une quantité tout a fait variable selon I'exgiamE !

A présent, remplacons dans I'équation (30) ce&mentdt par sa valeur :

aE =1/ Qair
. - 2 Suy Pryy  pViQair
UFmProp— -gT + ,[de . 2 Su Pry V¢ Qair dE
{M + p Vi (1-Qair E)} Sruy V2pPruy

Apres simplification et en sortant de I'intégrabei$ les parametres constants
durant le vol, cela donne :
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(Equation 35)

aE = 1/Quir

\/ I:)Tuy

Ur: =—qgT + ir'\ 2 dE
FinProp g f QA”\/_p geg=1 M+ pVi(1 - Qur E)

Il faut penser, a ce stade, a exprirBay par rapport a 'expansion de l'air
enclos.

Puisque nous conservons, pour I'instant, I'optiae ta hauteur de la colonne
de liguide au-dessus de la tuyére ne produit pgseatesion sous I'effet de I'accélération
de la fusée, nous avoRs,,= P (avecP la pression de l'air a la surface libre du
liquide) et donc la force de propulsion e&tP Q.

On a, comme toujours lors d’'une expansion adiabefitp pression instantanée
P donnée par :

(P+1)Vy =(Pinit+1OL‘_’)Vimty ce qui, dans notre cas, donne :

P = (Pt + 1F)E - 10° 22
Y
(Pinit + 1bre|a9/E - 1bre|at

L'équationUrinprop €N devient alors :

a E = 1/Quir

| (P + 1F)E’ - 10°
deE=1 M + PVf(l—QAir E)

UFinProp =—gT+V QAir\/Z_P dE

Attention, la pressioRini; sous le radical doit étre exprimée en Pascaltfeela

22 |_a Pression initiale;R, doit étre exprimée en Pascals relatifs !
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Ce qui peut se simplifier en :

UFinprop = —9T + Quir \V2/p

A E = 1/Quir

\/ (P + 1F)E’ - 10°
gee=1 (M/pVi)+1-QuE

dE

Pinit doit étre exprimée en Pascals relatifs !

g est I'accélération de la pesanteur

T est la durée de la propulsion

V; est le volume total du réservoir de la fusée

E est le taux d'expansion deptiis O (ou il est égal a 1)&=T (ou il est égal a
1/ QAir)

p est la masse volumique de I'eau

Pinit €st la pression initiale sur le Pas de Tir

M la masse a vide de la fusée

Qair est le Quota d'air dans le réservoir sur le Palrde

Dans cette équation (39), le prodgiit, qu’on pourrait appeldreinage

gravitaire, sera souvent tres faible étant donné le tempstef de la propulsion
hydropneumatique (du moins pour les fusées « pleirtot »). Par exemple, pour une
fusée del,5 L, plein goulot>, le temps de propulsion ne dépasse pas 0,05 ®s;arel
qui confere au produgT la valeursD,5 m/s.Cette valeur du freinage gravitaire est, on
le voit, négligeable.

C’est pourquoi nous allons nous affranchir de cglpitgT pour ne plus

considérer dans les réflexions qui suivent quealaur deUginprop €noncee par
I’équation (40) suivante :

(Equation 40)

UFinprop = Qair \/ 2/p

A E = 1/Quir

\| (P + 1)E’ - 10°
de E=1 (M/pVi)+1-Quw E

dE

(valeur de la Vitesse de Fin de Propulsion comptetenu de la gravit&u, comme

plus haut :

Pinit doit étre exprimé en Pascals relatifs

V; est le volume total du réservoir de la fusée

E est le taux d'expansion deptirs O (ou il est égal a 1)&=T (ou il est égal a
1/ QAir)

p est la masse volumique de I'eau

% C-a-d éjectant sa masse d’appui par le gouiotdthade”, de 21,7mm de diamétre...
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Pinit est la pression initiale sur le Pas de Tir
M la masse a vide de la fusée
Qair est le Quota d'air dans le réservoir sur le PaErde

EXEGESE DE CETTE EQUATION (40) :

Notre projet, rappelons-le est de réaliser une rgéisétion de la Formule de
Tsiolkovski a la fusée a eau, cette généralisaeprésentant comme suit :

(Equation 2)
UFinProp: KAoliabVéjectlnit Ln{(M+Q)/M}

équation ou :

K adiabSerait un coefficient prenant en
compte les spécificités de la propulsion
hydropneumatique &gjecunit 1a Vitesse
d’éjection au début de la Phase
Propulsive, (vitesse prise comme
référence, donc).

Exégeése de I'équation (40) dans les cas usuels

=>On peut remarquer incidemment que si I'on donneaaificienty une valeur
nulle (cad si I'on se place dans une situationagpréssion instantanée reste

. : , . T
constante, puisque, selon la loi de la détentebatigueP V' = Constante
lorsquey est nul P est constant.) on se retrouve dans le cas dessfasieu
dont la pression d'éjection estonstante (et donc le débiftf .

La pression initialé®;; peut alors facilement étre sortie de I'intégratonsi

I'on remarque qu¥ gjectinit= A/ 2Puit/p , l'intégration de I'équation (40) est
plus simple et résulte en la formule classique slelRovski. Le coefficient
K adiabprenant alors la valedr...

=>Dans 'équation (40)Jrinpropdépends d@y; . C'est facheux car cela laisse
penser qu& agiap dépendra également de cette pression initiale.

=>»Dans I'équation (40Jrinpropne dépend pas, par contre, g, qui a disparu
par simplification lors du calcul. Notre formulatizaudra donc également
pour les fusées a tuyere réduite

= Egalement, on remarque que, dans I'intégtigerop, la seule référence a la
Masse a Vide est au dénominateur sous la fokhgV; (M étant la masse a
vide de la fuséeV; étant le volume de son réservaoir).

4 Ceci sur I'essentiel de la phase propulsive. Maisui nous importe surtout c’est que nous
retrouvons les conventions qui président a I'ésalelinent de I'équation de Tsiolkovski (débit etsste
d’éjection constants). En fait, de ces deux conwast seul celle de la constance de la vitessedién
est nécessaire a l'intégration de Tsiolkovski...
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Si 'on admet que nos fusées éjectent toujour&ede | on est donc amené a
introduirela notion deMasse Volumiqude la fusée : cette notion est assez
intuitive, finalement, puisqu’elle rapporte, paotient, la masse “utile” de
nos fusées a leur capacité de stockage d'énettfeseerapproche donc du
rapport poids/puissance qui caractérise les vésdals qu’automobiles et
motos... Nous définirons donc Masse Volumiqued'une fusée a eau comme
le quotient erkg/M 3 de sa masse a vide par le volume de son résefetzins
les propositions empiriques ci-dessous la dimendeladite Masse
Volumique sera parfois lg/L, unité non scientifique, mais plus pratique a
manier)

C’est donc en fonction de cette Masse Volumiquergues tenterons de
donner des résultats valant pour des fusées devdbwrses et de toutes masses
avide...

Exégeése de I'’éguation (40) dans les cas limites thasuels)

Etudions a présent ce qui se passe dans des omisdités particuliéres de
remplissage en eau :

=>Lorsque le Quota d’eau tend vers Qon peut pressentir intuitivement que
I'éjection de la trés faible quantité d’eau se f@natesse d’éjection quasiment
constante puisque cette éjection est effectuéeaeexpansion minime de
I'air et donc a une pression trés proche de lasprasnitiale. Le Coefficient
Adzi?batiqua(Adiabtends donc, pour ce remplissage en eau presqueensi|,
1.

=>Lorsque le Quota d’eau tend, a I'inverse, vers,lla place réservée a
I'air comprimé est réduite au minimum. Mais celampéche pas la petite
guantité d’air d’étre comprimé a la pression itétique I'on désire. La vitesse
d’éjection_initialesera donc la méme que dans des conditions pladdsan
mais cette vitesse d’éjection chutera tres viteqigesquelques molécules d’eau
auront été éjectées (la trés petite quantité danlétendant trés vite).

Nous reviendrons sur ce cas limite des forts Quibeesu dans le
commentaire de nos résultats, au chapitre qui suit...

% Nous ne nous intéressons pour le moment qu’diauision aqueuse. L’éjection de I'air sera
prise en compte plus loin dans cette étude...
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INTEGRATION GRAPHIQUE SOUS EXCEL

L’intégration que nous ferons de la Vitesse dedé&rPropulsion dégagée plus
haut, a savoir :

(Equation 40)

a E = 1/Quir

\| (P + 1G)E’ - 10°
de E=1 (M/pVi)+1-Quw E

Urinprop = Qair 2lp dE

...n'est, on le devine, qu’une intégratigraphique Elle consistera a dessiner
la courbe de lI'accroissement instantané de vitdsse-a-d le quotient sous le signe de
I'intégrale) selon le taux d’expansi@nde I'air enclos, puis & mesurer la surface de
cette courbe depuis I'abscidse 1 a I'abscisse & = 1/ Qu;r .

La connaissance dérinprop NOUS permettra, par référence a I'equaf@ypage
2, de déterminer la valeur du coefficient adiahagi§agiap par comparaison de cette
vitesse acquisHrinpropavec la vitesse qu’acquerrait la fusée si la vitebgjection était

constante et égaleé\jectinit = \2Pnitlp .
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Premiers résultats :

La construction d’'un premier tableau Excel (de quell500lignes) nous procure
nos premiers résultats :

Voici la courbe montrant I'accroissement de vitedsme fusée dé7 Kg/M3de
Masse Volumiqué®, lancée avet/3 d’eau (don@/3 dair) & la pression de
7 b relatifs ?":

Accroissement de vitesse selon E
300

250 /]
(]
2 /
8 200
¢ /
(4]
©
= 150
[¢]
E /
?
9 100 —
o
o /
(8]
<

50

(m/s)

0 : : : : ‘

1 11 1.2 1.3 14 15 1.6

Expansion E de 1a1,49

L’expansion de I'air enclos se produit Be= 1 AE = 1,493 valeur pour laquelle
toute I'eau a été éjectée.

En bleu est donc I'accroissemet# vitesse (em/s) a chaque pas d’expansion (le
pas choisi, est ici e8;33 10%, ce qui étend le calcul sur présid®0lignes de
tableau).

Il faut faire trés attention, lors de la lectureagegraphe, au fait que I'accroissement
de vitesse ne constitue pas une accélération {dguid est calculé en référence a
I'expansion et non au temps).

En violet, nous avons fait figurer I'accroissemedeatvitesse moyen sur la plage
d’Expansion d&,493considérée 108,6 m/s La surface comprise entre cette courbe
violette et I'axe deg est évidemment la méme que la surface entre ldbedileue et le
méme axe : elle représente l'intégrale que nouserebons : la Vitesse de Fin de
Propulsion aqueuse.

% Nous avons défini IMasse Volumiqued'une fusée & eau comme le quotient de sa masse &
vide par le volume de son réservoir. Cette val@tKg/M? correspond & une fusée & L et d’'une
masse a sede100g

27 Qu’on nous pardonne d'utiliser encore cette umitéieu du Pascal. La raison en est que
c’est bien le Bar qui figure sur la plupart des pem Il correspond 5000 hPac-a-d la pression
atmosphérique moyenne...
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On peut cependant calculer et dessiner le mémeiasement de vitesse en
référence au temps puisque nous connaissonsda kmrrespondance entre le pas
d’expansiordt, 2% et le pas de temps : nous I'avamécédemmerétablie (page 8)
comme :

_ EVf Qair dE

Dt =
Sr uy '\ 2p I:)tuy

Cette loi nous permet de calculer le momendldeg ou est réalisé chaque taux
d’expansion, par simple sommation de toudllgs déja révolus.

La date de chaque taux d’expansion étant ainsiwmron peut donc redessiner la
courbe de I'accroissement de vitesse en fonctioteps : Dans la pratique, on reprend
les mémes accroissements de vitesses, mais ezdlegibuant horizontalement d’'une
facon donnant un déroulement régutiertemps?® , I'échelle de représentation de ce
temps (qui court d®@aT) étant pondérée pour occuper la méme longueurelleede
I'Expansion (qui court d& a1,493pourE).

Cela donne la courbe rouge (accroissement de gisseféerence au temps) :

Accroissement de vitesse selon E et selon t
300

250 /
200

()
?
2
g /
()
kel
< 150
()
= /
?
@ 100 —
(]
g /’
<
50
(m/s)
0 T T T T T
1 11 1.2 13 14 1.5 1.6

— Expansion de 141,49 ett(de 0a0,046")

Dans un premier temps, on peut trouver cette caunbge pas tres éloignée de la
courbe bleue (accroissement de vitesse en réféeefiegpansion) : Mais cette
impression est trompeuse : la différence d’absagservée au milieu des courbes pour
la méme ordonnée est quand-méme® @e. De plus, bien que cela ne se remarque
guere, cette différence relative se fait beaucdusp forte a gauche pour les Expansions
plus proche da.

% Nous notons ce pat g, afin de bien signifier qu'il dépend de
% en coordonnées cartésiennes, donc...
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Quoigu’il en soit de la représentation de I'accseiment de vitesse (en fonction
de I'expansion ou du temps), nous connaissonssepréa valeur d&ginprop pOUr les
parametres de vol donnés plus haut. C’est le pro@uiaccroissement (08,6 m/3
moyen de vitesse par la largeur de la plage d’Esiparconsidéeréed(493 :

Urinprop = 108,6*0,493 = 53,55 m/s

Cette vitesse tournant autour d&sm/sest d’ailleurs une vitesse usuelle a
retenir...

Il nous est facile, a présent, de déterminer Idficoent adiabatique qui
pondere notre formule de Tsiolkovski étendue &dekée a eau. C'est :

UFinProp

KAdiab - Véjectlnit Ln{ (M + Q)/M}

Numériquement, cela donne :

K adiav= 53,55/37,42 Ln 5,925

puisSqUEV gectnit = 2Pnit/p = 37,42 m/s

... et que le Rapport de Masse se hiss@a5 .

La valeur deK agian pour le vol de cette fusée 8@ Kg/M* , remplie del/3
d’eau et lancée a la pressiondpe relatifs, est donc :

KAdiab = 0,8043

... ce que Excel donne bien sdr automatiquement...

Extension du calcul :

Nous sommes encouragés par ces premiers résliltedas vient méme l'idée,
afin d'utiliser pleinement notre tableau d’intégpat de déterminer le pas d’Expansion
dE (constant pour toutes les lignes du tableau) ltederte que 1e4500lignes de notre
tableau soient toutes utilisées : le pas d’intégmnagst ainsi le pluBn possible.

Ce calcul du pas est simple : il suffit de divisatervalle d’expansion (dé& a
1/Q.ir, dans les cas usuels, ce qui donndlt5dans I'exemple précédent) par le nombre
de lignes allouées au calcul...

C’est fort de cette amélioration appréciable quasraecidons de reproduire
par copier/coller notre tableau a une dizaine digdaires sur la méme feuille, en
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assignant a chacun de ces nouveaux tableaux ld palar un certain Quota d’air dans
le réservoir.

D’une fagon générale nous décidons, a partir dieicaractériser le
remplissage de la fusée sur son pas de tir pa@sota d’eau et non plus par son
Quota d’air qui nous & bien servi, jusque |a dans notre travilytique... *°

Ces calculs en série vont nous prouver que, dgmataue K agiab prend des
valeurs deé),813a0,65pour des Quotadeau variant de0,33a0,5 ,et ceci (de fagon
surprenante) avec trés peu d’influence de la Rnegsitiale et de IdMasse Volumique
de la fusée (moins de% de variation de& agiap pPOUr Une pression initiale passantade
a8 bars relatifs et moins die5 % de variation pour des Masses Volumiques de fusée
passant d&67 & 77 Kg/M® soit une masse a vide passan0@ba 1159. **.

Voici, pour illustrer ces dires, les évolutionsKigsiap selon le Quota d’eau
enclos et pour les Pressions Initiale6dé et 8 bars relatifs, ceci pour une masse a
vide de80 g(pourl,5L de volume de réservoir, soit une Masse Volumicutadusée
de~ 53Kg/M3).

Les trios de marques non colorées représentenbilgbes pour les mémes
pressions, mais pour une Masse a Vidé&2lag /1,51, soit une Masse Volumique de la
fusée de30 Kg/M* :

Valeurs de Kadiab selon Quota d'eau
0.85

Kadiab Pinit =

&@\ 6b relat
0.80 - 53 Kg/M®
\E\@\& Kadiab Pinit =
075 A 7b relat
\8\ 53 Kg/M®
\% Kadiab Pinit =
0.70

. 8 8b relat
\\g\ 53 Kg/M®
0.65 8 Tiers du

Kadiab

8 Logarithme
8 du rapport de
0.60 : : : : : masses
0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6

Quotad'eau

%0 Sur les aires de lancements, on entend d'aillglusssouvent parler du taux de remplissage
en eau que du taux d'air...

311 ne faudra pas oublier cependant que la pressbprise en compte dans la Vitesse
d’éjection initiale de notre formule de Tsiolkovskendue et que la Masse Volumique est intégrég dan
le calcul du logarithme du Rapport de Makeg§M+Q)/M} de cette méme formule !
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Premiére constatatian_es trios de marques rondes non colorées, repiass de
K adiab POUr les trois méme pressions mais pour une Maskenique de la fusée
augmentée 80 Kg/M> montrent qué agian dépend assez peu deMasse
Volumiquede la fusée.
C’est une bonne surprise dans le cadre de nothenelte deé agiap (Mais
attention, cette Masse Volumique influe cependaatlboup sur le rapport des masses
de la fusée présent dans la formule de Tsiolkovski)

Noter que pour cette Masse Volumique augmentéepledes diK agiap S€
situent plus haut que pour une Masse Volumique falib$e.

Deuxieme constatationLa variation dé&K agiap S€lon leQuota d’eau est négative. C’est
tout a fait naturel : avec UQuota d’eautres faible, I'air emplit presque tout le
volume et il N’y a presque pas de chute (adiabajige la pression durant
I'éjection de cette faible quantité d’eau...

Troisieme constatationCette courb& agiap Selon leQuota d’eau est tout a fait
linéarisable. C’est une excellente chose. On pent @énvisager I'établissement
d’une relation simple enti€ agiap €t leQuota d’eau...

Quatrieme constatatiorSi le coefficienK agiap dépend nettement dpuota d’eau, il
faut également penser que@aota d’eaua aussi une grande influence sur le
Rapport de Masses de la fusée. Or il est notaldd’'@uolution de ce Rapport des
Masses est positive lorsqueQeiota d’eau croit (la courbe bleu clair montre,
quant a elle, la variation du logarithrde ce Rapport de Masses selon le Quota
d’eau, puisque c’est sous cette forme que le RaplesrMasses agit dans la
formule de Tsiolkovski) : Cette évolution du loghme contrebalance donc pour
partie la chute corrélative du coefficient adiatpagiK agian >2. On peut donc
prédire que la Vitesse de Fin de Propuldigperopne variera pas énormément
selon leQuota d’eau.

Vérifions-le sur le graphe suivant, qui donne I'éximn dans le tempde la
vitesse de la fusée “plein goulof® de80 gpour différents remplissages en e@38,
0,43et0,53) et a la pression typique @ebars relatifs (sans influence de la gravité, de
la hauteur de la colonne d’eau et pour la seulpyismnaqueusg:

%2 La Vitesse de Fin de Propulsion dépend en effgirdduit de Kgiapet de ce logarithme.
33 Ccad éjectant sa masse d’appui par le goulot ‘fiawe”, de 21,7mm de diamétre...
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Evolution de la Vitesse dans le temps pour trois Q  uotas d'eau
Fusée Plein Goulot, 1,5L, MaV 80g, P =6 Brelat
Vitesse
60 pour Qeau
=0,33
50 / /
40 Vitesse
(O]
a pour Q eau
£30 - =0,43
>
20 — Vitesse
10 | p9ur Quotal
d'eau =
O T T T T T 053
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
temps (s)

On y remarque effectivement, a la pente initialeaerbes, que si
I'accélération d’'une fusée embarquant plus d’eabesucoup plus faible, cette
accélération durant plus longtemps, la vitessénéten fin de propulsion est assez peu
différente £6 %, ici pour leQuota d’eaude0,53.

C’est assez surprenant. Mais I'on peut songer gueesfusée tres remplie en
eau est plus massive a accélérer et dispose de niiémergie stockée (le volume alloué
a I'air comprimé étant moindre), elle dispose eranehe de plus de masse d’appui a
ejecter : il semble que ce gaingotentiel en réactiocompense en partie la plus
grande masse au décollage et le plus faible erdjfrergie.

Il faudra s’en souvenir si I'on désire filmer leld® ses fusées et avoir sur
I'image autre chose qu’un vague fantdme de silltewdengin...
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Etude de Kagiap aux limites de Qay:

Il nous a semblé intéressant de tracer la courbvplete deK agiap SUF toute la
plage du Quota d’eau (@ea 1). Voici cette courbe, en rouge, pour IRr@ssion
initiale de7 barsrelatifs et une Masse Volumique de la fusé&a&g/M? :

La plage de Quotas d’eau s’étend0diel. Les deux traits verticaux bleu fonceé
indiquent la zone usuelle des Quotas d’eau, d&gude plus haut. La courbe rouge
plus épaisse illustre les Quotas d’eau un peu manels mais malgre tout pratiqués...

1.20 —— . , —— Kadiab usuels
Valeurs de Kadiab selon Quota d'eau

Kadiab aux limites

1.00 ¢
)\ | de QeauP =7 brelat
0.80

Tiers du Logarithme
du rapport de
0.60 - masses

\/ﬂ —— LimiteKadiabSelonQ
0.40 Eau

Quota d'eau limite

Kadiab

0.20 - pour éjection totale
0.00 ‘ ‘ j ‘ : Kadiab avec toute
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 teau
Quota d'eau

= A gauche, ainsi qu'il a été dit plus haut lors ‘@&égése de I'équation (40) dans ses
cas limitesK agiab prend effectivement la valeur limite dgoour un Quota d’eau
extréme dé), puisque alors toute I'éjection de la trés faiplantité d’eau se fait
presque sans détente et donc quasiment a la Rrdsisiale.

= A droite, un peu avant le Quota d’eé@y8, au passage de la verticale fuchsia, la
courbe rouge montre un point de rebroussementel@eussement est di au fait qu’a
partir de ce Quota d’eau la quantité d'air comprasigtrop faible pour assurer
I'expulsion de la totalité de I'eau : I'air enchygant retrouvé au cours de sa détente la
pression de I'atmosphére extérieure, une certaiaatge d’eau demeure donc a
I'intérieur de I'enceinte de la fusée. Comme cetta n'a pas été éjectée, il ne peut étre
justifié de la compter dans le Rapport des Massd&duation de TsiolkovsKf' .

La quantité d’eau résiduelle ne pouvant étre coengéis le rapport de Masses, on ne
peut faire autrement que de la faire rentrer damddsse a Vide de la fusée (Masse a
Vide qu'il serait paradoxal d'appeler ici Masseea)S

3 Et il ne faut pas escompter qu'elle s'écoulexéétEur du réservoir sous l'action de la gravité
: au contraire, le freinage aérodynamique quilayithase propulsive tendra a projeter cette eau ver
l'ogive de la fusée (méme si cette phase propulg@verée ici qu'une vitesse assez faible du fdi dies
forte quantité d’eau embarqué).
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On assiste donc a une rétention d’eau par la fusétte eau pourra d’ailleurs étre
utilisée a posteriori par les cosmonautes pousilatte ou pour la boisson.

La courbe fine rouge montre donc les valeur& gg., calculées avec cette eau
comptée comme masaéle...

= Le Quota d’eau a partir duquel de I'eau reste nectée en fin de détente de I'air est
donné par la verticale fuchsia. Sa valeur (variablenP;,;) est :

1/EndiabMax

Cette expansion maximal&giapmax €St celle qui améne l'air enclos a la pression
atmosphérique. Elle est de :

Pinit+1,@/7)
EadiabMax = ( ]I-:relat) 3

On peut donc mémoriser qu’a droite de la vertibabhsia I'air subit une détente
compléete (jusqu’a la Pression Atmosphérique)...

Le Quota d’eau a partir duquel il restera de I'ean éjecté est :

Pinit 1y~ @/ ) o _
1m't ) Binit €tant exprimé en b relatifs)
brelat

(attention : ceci n’est ni la quantité ni le Qudtaau restant en Fin de
Propulsion)

Ce dernier Quota d’eau a partir duquel il subgist€eau résiduelle varie donc en
fonction de la pression initiale de I'aif.

=>»Dans les conditions tres particuliéres des Qudtsudde presqué, I'intégration
sous Excel montre qu€agian , S'il dépend un peu d&;;, tourne autour de,42pour
des pressions initiales @ 8 bars relatifs.

Certes, avec une quantité d’air réduite a presigne la propulsion de la fusée est
presque annihiléé’ . Mais ce qui nous intéresse ici nest pas ladgitede Fin de

% Ici encore nous nous devons de signifier que aat@niayant pas de dimension, la quantité

élevée a la puissandéy doit également étre sans dimensiBp, est ici exprimé ebars relatifs. Si I'on
désire I'exprimer efPascals relatifs il faut lui ajouterl0® et le diviser paf.(...

% On peut intuitivement imaginer que, méme avecQiesta d’air usuels (de I'ordre des deux
tiers), si la pression initiale est tres faible [dedre, par exemple de 1,1 b relatif), I'expamsite I'air
ameénera tres vite sa pression aux alentours desaipn atmosphérique, limite au dessous de laguell
I'éjection de I'eau n’'a plus de raison, dans nasvemtions, de se produire...

37 En fait, dans les cas extrémes elle ne quittesaspa pas de tir. Notons que la formule de
Tsiolkovski calcule la vitesse d'une fusée parfaieat libéréea I'instant de son décollage (c-a-d
susceptible de s’élever mais aussi de descesid@eforce propulsivePS:,, est inférieure & son poids
initial Mg.)
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Propulsion de la fusée (presque nuifeais I'influence sur cette vitesse presque nulle
de la détente adiabatique de l'air.

L’'intégration graphique réalisée par Excel nousrimfe donc de cette influence. Une
étude analytique du phénomene produit les mémalatss: nous la réalisons dans une
notede fin de texte.

Tous les paramétre hormis la pression (et dondtésse d’Ejection) restant constant
durant la Phase Propulsive, on peut donc considérece Coefficient Adiabatique de
~ 4,2 peut étre déterminé par comparaison entre :

--I'intégration, sur la durée de la propulsion laé&orce de Propulsion
variable 2Py)Sryy , la Pressiof(t) suivant une évolution
adiabatique vers sa détente compléete.

--intégration (aisée) d’'une Force de Propulsiongtante sur la durée
de la propulsion (raccourcie) résultant de la camst de la
Pression prise comme égale a la Pression Initiale.

Par linéarisation des résultats donné par nottedgabnous avons trouvé pour ce
Coefficient Adiabatique, dans ce cas limite du @Quiieau tendant vefs la valeur :

K adiab@eau = 1= 0,553 — 0,0196*R:  (Pinit €tant exprimé eh relatifs)

Cette valeur assez “banale” #engian N€ Change pourtant rien au sort qui frappe la
Vitesse de Fin de Propulsion dans ce cas précifidéss sans éjection de Masse
d’Appui : La Masse instantanée de la fusée pougtaatconsidérée comme constante
pendant la Phase Propulsive, le logarithme du RapedVasses tend vetst la
formule de Tsiolkovski se simplifie eWrinprop= Vejectnit* Kadiab *€ , €€ qui revient a
dire queUrinpropconfine naturellement a la nullite...

=>»La courbe jaune, dans le prolongement direct @delabe rouge fine de gauche,
donne les valeurs d€agiap Calculées en posant que toute I'eau embarquéeatopter
dans le Rapport de Masses (scrupule que nous a&fné plus haut).

=>On peut voir que la courbe rouge tangente plus onsna gauche, la droite verte qui
unit ses deux points limites (carrés verts fQg4,= 0 et1). Nous n’avons pas établi
pourquoi...

=>Sur le méme graphe, la courbe bleu clair croissapesente toujours, pour
mémoire, une fraction du logarithme du rapport dsses, quantité qui intervient
comme multiplicateur dans le calcul de la Vitessd-oh de Propulsion par I'équation
de Tsiolkovski...

3 et rappelons que nous ne parlons ici que de Iposante de la Vitesse de Fin de Propulsion
due a la propulsiarLa composante gravitaire deviendrait prépondérant cette derniére si la durée de
la Phase propulsive (durant laquelle agit la gévie devenait trés breve. Une étude particuliere
s'impose donc a ce sujet précis...
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=>On peut s’étonner que, du moins pour les Quotaaudisuels le Coefficient
Adiabatique ne plonge pas plus vite vers des petddeurs. L'une des explications en
est que ce Coefficient Adiabatique est obtenu parparaison avec la Vitesse donnée
par la formule de Tsiolkovski pour une Vitesse ddjon constanteOr pour une telle
Vitesse d’Ejection constante, le temps de propnlsst obligatoirement plus court que
pour une propulsion se produisant avec une batiabatique de la pression et donc de
la Vitesse d’Ejection : il y a donc une Iégére cemgation de la baisse de Vitesse
d’Ejection par l'allongement de la Phase Propulsit@ci d’ailleurs un graphe

montrant I'évolution de la Pression instantanéesdas deux cas de propulsion (le cas a

bY

“pression constante” et le cas a “évolution dudéique de la pression”) :

Evolution de la Pression selon le temps dans le cas
"adiabatique" et dans le cas "pression constante"

Pression (b relatifs)
(6]

0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05

Temps (S)

Ces courbes sont établies pour une Pression end&d b relatifs et un Quota d’eau de
0,33

Si 'on se remémore que, toutes choses égalesligarrs, la Pression a la tuyere est
représentative de la force propulsive (celle-cans2PS,y) 39 on doit admettre que
I'intégration sur le temps de propulsion de cetspion est bien représentative de la
Vitesse de Fin de Propulsion de la fusée. Dansaeditions, la petite surface de la
courbe bleue dépassant a droite de la courbe apgye bien une Iégére compensation
de la moindre hauteur de cette courbe bleue. Noeggnons dans umstede fin de
texte.

Linéarisation et résultats numériques :

Excel, par ses propositions de courbes de tendemdzgres nous aide
grandement a dégager une expression du coeffi€igit en fonction du Quota d’eau.

%9 Nous nous cantonnons toujours & la seule propuigjoeuseet sans prise en compte de la
hauteur de la colonne d'eau.

Impr. : 01/05/2008 14:23 Modif. :01/05/2008 12:2



Prop FaO et Tsiolkovski p 26 / 108

Toutefois nous ne présenterons que rapidemengsedtats ainsi dégagés a ce
stade de notre étude ; ceci parce que, dans rafséaine partie, nous aurons
I'occasion d’améliorer la précision de ladite éteteprenant en compte la non-
négligeable propulsion due a I'éjection de I'asidgiel, puis la propulsion duda
hauteur de la colonne d’eau

Quoigu’il en soit (et a I'issue de la seule promisaqueuse), Excel nous
dessine le graphe ci-dessous pour une pressidaleniie7 b relatifs et une Masse
Volumique de la fusée d&7 Kg/M?, :

Kadiab selon Quota d'eau, 7 b relatifs, Masse Volu mique 67 Kg /M3
0.90

0.85

0.75 \

y =-0.8258x + 1.0774

0.70 -

0.65

0.60 ‘ ‘ ‘ ‘
0.29 0.34 0.39 0.44 0.49

Ainsi que cela apparait sur le graphe, la forminkedrisant I'évolution de
K adiab €St :

K adiab = — 0,8258 @4, + 1,0774

On peut également relever les chiffres de la méméadisation dé agiap pour
les pressions deet 8 bars relatifs (pour la méme Masse Volumique de la fusééde
Kg/M?3). lls sont :

pour6 b:

KAdiab = - 0,8522 Qau + 1,0815

pour8b:

K adiab = — 0,8065 Qay+ 1,0745
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Nous pouvons nous appuyer sur ces chiffres pourcavalors une loi simple
donnant I'évolution d& agian €N fonction de la pression initiaRy,;; enb relatifs *° .
Cette loi est :

K adiab = 1,0774 -{0,8258 — 0,0228 (R-7)] Qeau

Si 'on remarque a présent qu’'une augmentatiomdédsse Volumique de la
fusée agit SuK agiap de la méme facon qu’une augmentation de preéSiom peut
proposer une loi générale d’évolutionkgyiap €n fonction de la pression initidiy,;; et
de la Masse Volumique! voumique de 1a fusée. Cette loi se présente sous la forome d’
polyndéme du premier degré B etPinit : **

K adiab = 1,0774 - 0,8258 — 0,0228(Pinit -7)+0,03 ( Rit Mvoumique- 67)|} Qeau

avec :
Pinit enbars relatifs, dans la plage d@a8;
M volumique 12 Masse Volumique de la fuséekeg/M *ouglL,
dans la plage d&7a 77;
Qeau le Quota d’eau sans dimension (8,33, dans la
plage d€),3a0,5;

CeK agiap €St bien sar celui qui intervient dans notre forende Tsiolkovski
étendue aux fusées a eau donnant la Vitesse adkeMRnopulsion aqueuse a attendre de
ces fusées, compte non tenu de la résistanceide I'a

UFinProp: K adiab Véjectlnit Ln{(M+Q)/M}

(Vitesse de Fin de Propulsion pour une fusée &aealconque,
compte non tenu du freinage aérodynamique, deolautsion due
a l'air et de I'effet de la hauteur de la colonnead), avec :

Vectnit Vitesse d’éjection en début de la Phase Propulsive
prise comme réferenc¥ fecunic €t Urinpropdans la méme
unité) ;

M est la Masse a Vide de la fusée,

Q sa masse d’appui

A ce stade, si on le désire, on peut se souvegidgus la formule de
TsiolkovskiQ, la masse d’'appui (masse d’eau embarquée) dépentednent du
Quota d’eau (on a en effe@): = p Qgau VI ).

“0'0n voit que le reliquat évolue peu (moins de 4r@d00), aussi gardons-nous sa valeur de
1,0774... Mais on pourrait le faire varier linéairernen fonction de Pinit dans notre linéarisation.

“1 Cela peut paraitre contraire & l'intuition, maifaut se souvenir que le paramétre “Masse a
Vide” de la Masse Volumique intervient égalemeans le rapport des masses.

“2 Ce polyndme est présentée ici de sorte que sadeéthétablissement apparaisse
clairement. Mais on peut en simplifier la préseataen effectuant certains des produits qu’elldaemne.
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Sion le désire, on peut donc généraliser cettadte de Tsiolkovski en
utilisant uniquement les variablBsit , Mvolumique » Qeau €tVajectnit .*> O obtient
alors :

UFinProp= {110774' (018258_ 010228 ((E?Iit _7)"'0103 (M/olumique - 67))) %au} Véjectlnit Ln{l + M Volfri?que}

(Vitesse de Fin de Propulsion pour une fusée aaealconque,
compte non tenu du freinage aérodynamique et tfetl@e la
hauteur de la colonne d’eau), avec :

Pinit enbars relatifs, dans la plage d@a8;

M volumique ©NK9/M3 oug/L, dans la plage d&7a 77

Qeauw Sans dimension (ex0;33), dans la plage d&3a0,5;

Viectinit Vitesse d’éjection du début de la Phase Propulsive
prise comme réferenc¥ ecunic €t Urinpropdans la méme
unite) ;

Applications numériques aux cas de lancement en i@l scolaire

En milieu scolaire, les lancements de fusées &edont souvent, pour des
raisons de sécurité, a la pression maximurh deelatifs. On peut alors songer a
relever les différentes courbes de tendance queopeoExcel. Il s’agit de :

pour une Masse Volumique de la fusé&adg/M® :

K adiab = 1,0874 — 0,8983 Qu

Pour une Masse volumique 62 Kg/M?* :

K adiab = 1,0875 — 0,8904 Q.

Pour une Masse volumique @@ Kg/M?3 :

K adiab = 1,0874 {0,8833 Qau

Ceci nous permet de proposer alors un polynémelsidgnnant la valeur de
K agiab €N fonction duQuota d’eau pour cette pression initiale &eb relatifs. C’est :

“3 Ce faisant, on s’éloigne cependant de la présentde la formule de Tsiolkovski dans sa
présentation classique, ce qui rend plus diffiglenémorisation de nos résultats.
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K adiab = 1,0874 {0,8904 — 0,00075 (Mhumique - 67} Qeau

avec :
M volumique €NKG/M 3 ougl/L, dans la plage d&7 477 ;
Qeauw Sans dimension (ex0;33), dans la plage d&3a0,5;

Le Quota de remplissage d’eau étant d’ailleurs soupris al/3 (ou 0,33, on
peut méme proposer pokihgiap POUr cette pression initiale &eb relatifs la valeur
suivante de& agian, €n fonction de la Masse Volumique de la fusée :

KAdiab = 0,7906 + 0,00025 (Mmmique' 67)

avec :
M volumique €NKG/M 3 ougl/L, dans la plage d&7 477 ;

Pour fixer les idées, si la Masse a Vide d’'unedudel,5 L est del00g on
obtient pour cette méme pression initialesde relatifs et ce méme Quota d'eau
classique d@,33:

K adiab = 0,7906

etdonc :

VEinprop= 0,7906 Vjectni Ln{(M+Q)/M}

Vitesse de Fin de Propulsion pour une fusée aedib L et de
massé),1 Kg et lancée & b relatifs avec un Quota d’eau de
1/3, compte non tenu du freinage aérodynamique eeffetlde
la hauteur de la colonne d’eau, section de tuyéedcqnque,
avec :

Vjectinit |2 Vitesse d’éjection au début de la Phase
Propulsive poub b relatifs ;

Vjectinit €tV Einpropdans la méme unité ;

Q = Masse d’appui de la fusée (masse d’eau, ici)
découlant du Quota d’eau choisi@&3;

M =Masse a Vide de la fusée®;1 Kg;

M etQ exprimés dans la méme unité.
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CONCLUSION DE _CETTE PREMIERE PARTIE TRAITANT DE LA
PROPULSION DUE A LA SEULE EJECTION DE L’EAU :

Nous venons d’exposer et de mettre en pratiguenétkode de linéarisation.
Il faut admettre que nous avons bénéficié d’untager chance dans ce travail puisque
finalement I'action de la Masse Volumique de l2éisious est apparue assimilable a
celle de la pression relative.

Mais nous n’insistons pas sur les résultats de tietarisation car nous allons
a présent prendre en compte I'effet propulsif dgttion de I'air, ce qui nous conduira
a une nouvelle linéarisation des performances ddusges, encore plus proche de la
réalité.
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DEUXIEME PARTIE :

2 : PRISE EN COMPTE DE LA POUSSEE "“GAZEUSE”
DUE A L'EJECTION DE L'AIR

Lorsque toute I'eau a été éjectée par I'air comprenclos, ce dernier n'a en
général pas perdu pour autant toute sa pressiwnettoute son énergie. Par
exemple, pour un Quota d’air usuel2i8, la pression atteinte a la fin de I'expulsion
de I’eaﬁg1 est d8 b relatifs pour6 b relatifs de pression initialeé2,4 pour5, et1,8
pour4 ™.

Cette pression résiduelle que possede I'air va @ptrainer son éjection a tres
grande vitesse par la tuyere. Les lois de la phgsfgnt que cette vitesse d’'éjection
égale celle du soft...

Cette trés grande vitesse d’éjection va alors cosgrda tres faible masse du
fluide éjecté (il ne s’agit au fond que de quelqge&ir), ce qui apparait dans le
calcul de la poussée créée (cette poussée estitsbje qV, ouq est le débit
massique e¥ la vitesse d’éjection).

L’éjection de I'air résiduel apporte donc uingulsion*® non négligeable. Elle
vaut par exemplé ou7 % de I'impulsion due a la propulsion propremeagtieusepour
une fusée dé,5L : c’est donc un appoint intéressant, ceci d’aupdug que cette
impulsion s’applique sur une fusée dont la masseé&sfaible (alors qu’une grande
partie de I'impulsioraqueusan’est dépensée que pour accélérer une eau deatétée
éjectée...)

“4 Ce calcul étant effectué, bien sdr, selon la éoiaddétente adiabatique.

“50n peut tirer de I'excellent travail de Jean-Pamililard, la valeur de cette vitesse du son
dans la tuyére convergente que constitue le gdelda bouteille (la vitesse du son dépend en défst
circonstances) : C'est, pour un Quota d’air usee2(8 :

VéjectAir = 16,85 Racine Tinit
si Tinit est la température initiale de I'air corimpé au moment du lancement... Pour une
température initiale de 290K, la vitesse est al@287 m/s, soit ~ 1000 Km/h

“ Limpulsion est le produit de la force par le tesrqui celle-ci est développée. Cette notion,
propre aux fusées, est assez intuitive. En effest bien la forcale propulsion qui accélére une fusée,
mais il convient que cette force s’applique le paugytemps possible pour donner suffisamment de
vitesse a I'engin.
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Bruce Berggren a calculé I''mpulsigaoe procure a la fusée la vive éjection de
l'air résiduel. La formule qu'il en donfiéest assez simpfé&:

Impulsion i =V; 4050 (RapdPaim- 1) 124 NT 1
formule de Bruce Berggren ou :

V; est le volume du réservoir de la fusédveh

Tians€St la température de l'air a la fin de la
propulsion aqueuse (et donc au début de la
propulsion due a I'air), en Kelvin

P1aps€St la pression absolue dans le réservoir de la
fusée a la méme fin de la propulsion aqueuse.

Pamest la pression atmosphérique.

Note sur la signification de I'lmpulsion :

En fuséologie, I'impulsion représente le produit du module d'une force
F par son temps d’actidn

On adond =Ft .

L’action d’'une force d& Newtons agissant sur une Maséependant
secondes est donc caractérisée par I'impulSton

Puisque d’autre part I'on sait que cette fdfggroduit sur la Masskl une
accélération d&/M, si F agit pendant secondes, la vitesse de la Masse sera
augmentée d@=/M)*t , vitesse qu’on peut aussi écrifg)(M , soitl/M ...

Ceci équivaut a dire que le gain de vitesse queypera a notre fusée
'impulsion décrite par Bruce Berggren est égatjaatient de cette impulsion
par la Masse a Sec a laquelle elle est appliquée.

Si 'on remargque que dans la formule de I'impulsitnBruce Berggren
I'expression(P1apdPam - 1) n’est autre que la pression relative en bars dans
I'enceinte du réservoff’, on peut réécrire cette formule sous la forme :

AT Ayt
Il écrit :
| did some numerical integration and curve fittings able to put together a simplified

equation that should give excellent accuracy teqrees < 5 atmospheres, and good accuracy up to 10
atmospheres :

Impulse =Volume* 4050/sqrt(FF(P;/Panr1)"1.24

where Volume is the full chamber volume in cubidens
T, is the temperature of the air in the chambereasthrt of the air ‘pulse’ (degrees K)
P, is the absolute pressure in the chamber at thieoftdne air ‘pulse’ (Newtons per square meter)
Pamis atmosphreric pressure
“8 Nous la traduisons dans les termes utilisés pas jusque-la...
“9 Le bar est I'unité non parfaitement scientifiquesapous utilisons dans cette étude. Nous

avons pris cette option parce gqu’'elle simplifiealdément la compréhension et I'écriture des forsiwle
(en les soulageant d’'un grand nombre de puissalec&6 multiplicatrices...).
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Impulsionai; =V; 4050 R** [\T,

formule de Bruce Berggreécriteou :

Impulsiong; 'impulsion a attendre de I'éjection de
I'air résiduel

V; est le volume du réservoir de la fusée éh M

T, est la température de l'air a la fin de la propuisi
aqueuse (et donc au début de la propulsion due
a l'air), en Kelvin

P, est la pression relative éndans le réservoir de la
fusée a la méme fin de la propulsion aqueuse.

On comprend alors, a la lecture de cette formeke simple que
impulsion est:

—> proportionnelle au volume de la fusée,

-> proportionnelle a la racine de la températuredtmitide propulsion due a
I'air

- et proportionnelle a la pression relative résidue] (pression au début de
la propulsion due a I'air) élevée a la puissdn2d (c’'est effectivement cette
pression qui agit pour expulser I'air vers |'exéni).

Au reste, la formule de Bruce Berggren peut étrdifig® pour prendre en
compte directement ces seuls paramétres initiauisdpe si la formule originale fait
appel a Pression et Température de fin de propudgioeuse, ces deux parametres
découlent en fait des trois parameétres initiauxiemsnés, selon les lois de la
détente adiabatique). La formule de I'impulsiordenient alors :

Impulsionar = 4,05 [ (Pinic + 1)(1-Qea)’ ~1 ">/ [(1 - Qcad®? Racine(Tiy)]

avec :
Impulsion i I'impulsion a attendre de I'éjection de
I'air résiduel ;
Pinit la pression initiale eh relatifs ;
V¢ le volume de la fusée én®.
Tinit la température elelvin ;

Ce qui donne, exprimé en langage Excel :

4.05*Vfus*(((Pinit+1)* ((1-Qeau)*1.4)-1)"1.24/(RACINE( Tinit )*((1-Qeau)"0.2))
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EXPLOITATION DE CETTE EQUATION DE L'IMPULSION

D’une facon générale, il nous semble que la medameette Impulsion due a
I'air résiduel (et donc I'établissement d’'une folmtelle que celle proposée par
Bruce Berggren) serait a la portée des amateuag@&xlque peuvent étre les lycéens
50

Si pour des mesures de la propulsion complete BaahSoulard a utilisé un
dispositif que I'on pourrait appeler mmouton linéaireil nous semble que pour la
seule propulsion gazeuse, c’estrnaouton pendulairgui devrait étre mis a
contribution : méme de construction artisanaletelidispositif procurerait
d’excellents renseignements sur cette question ritapie. ..

Mais revenons a la formulation de Bruce Berggremise en forme par nos
soins :

On y remarque que comme pour la propulsion aquériségmetre de la
tuyere n’intervient pas.

Le terme(1-Qgay) représente bien sir le Quota d%irCe quota d’air ne peut
varier que d® al:

=>Pour la valeud du Quota d’eau (cas ou la fusée n'embarque qlieale
sans air comprimé), on peut alors prédire que lilsipn vaut :

Imp = 4,05 Vius (-1)2* /[ ( 02 Racine(Tii)]

...c’est a dire une valeur infiniment négative, cerjast pas naturel puisque,
sans air comprimé une fusée ne peut produire dlisigou Mais il ne faut pas
S’attarder a cette curiosité qui découle de n@téerniture de la formule de Bruce
Berggren en référence avec les conditions initial€ans les faits, I'impulsion
nulle, on le verra par la suite, est atteinte pesiforts Quotas d’eau entrainant un
reliquat de liquide non éjecté et I'on peut dire guour des Quotas d’eau encore plus
fort la formule de I'impulsion devient caduque. Aemeurant Bruce Berggren lui-
méme indique que sa formule n’est valable que sercertaine plage de pressiin
plage qui n'accueille pas ce cas tres limite.

=>Pour la valeuf du Quota d’eau (cad la valelidu Quota d’air) 'impulsion
prend la valeur :

Imp = 4,05 Vis [(Pinic+1) (1) -11*?*/[1°2 Racine(Tini)]

Soit, pour une pression initiale 8eb relatifs, par exemple :

*0||s seraient alors éclairés par leurs enseignants...
®L C’est pour pouvoir confronter les résultats déecétude sur I'impulsion de I'air résiduel
avec les résultats établis pour la seule éjectobedu que nous utilisons la variable du Quotad.e
2«3 simplified equation that should give excellanturacy to pressures < 5 atmospheres, and
good accuracy up to 10 atmospheres”
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Imp = 4,05 Vis 6%%* /Racine(Tint)

cad :
Imp = 37,35 Vius/Racine(Tinit)

Soit pour une fusée type 62 Kg/M* une impulsion d&,2 Ns.>* : une force
moyenne d&,2 Nappliquée pendant une seconde, ce n’est pas tfen !

RESULTATS NUMERIQUES POUR DES QUOTAS D'EAU USUELS

Le retour de la Masse Volumique de la fusée

Comme la division de I'lmpulsion par la Masse a 8ed'engin donne le
surcroit de vitesse a attendre de cette proputgaeuse, il nous est loisible de calculer
ce surcroit de vitesse et donc le surggaiteuxa notre coefficient adiabatiqt&gian
(en référence, bien sdr, au logarithme du rapporhdsse calculé classiquement avec le
guota d'eau).

Mais déja, on peut se féliciter que cette divisier’'impulsion par la masse a
vide reconstitue le quotieM/V f que nous avions nomniMasse Volumiquale la
fusée. Décidément, cette Masse Volumique est lrieare le critére d’évolution des
performances de nos fusées, que ce soit ici paurt@oit de vitesse da a I'air résiduel
ou pour la vitesse a attendre de la seule proputsijoieuse : On peut donc envisager
avec optimisme I'établissement d’une loi exprimlantitesse a I'issue de la propulsion
agueuse puis gazeuse, et ceci selon les seulsgtagarmitiaux que somression
Quota d’eau etMasse Volumique de la fusée.

Le graphique ci-dessous montre ainsi le surcroititgésse, emn/s, a attendre
de la propulsion gazeuse pour une fuség,fé. , d'une Masse Volumique de
67 Kg/M® et pour plusieurs pressions relatives initialasempérature initiale de I'air
comprimé (& l'instant du décollage) étant priserf290 K >°:

>3 Impulsion qui génére une Vitesse de Fin de Prapuls gazeuse » (et d'ailleurs de
Propulsion Compléte, puisqu’il n'y a pas d’eau embae) de 32,73 m/s. Le passage de I'impulsion a la
vitesse est expliqué ci-dessous...

** Sur la masse d’'une fusée type de 67g, cela preduétfet une accélération de 0 m/s & 32,8
m/s en une seconde !...

% Cette température initiale de I'air compriméeagsfait une grande inconnue. On peut
simplement estimer qu’elle est assez proche dentpdrature ambiante parce qu’'une température trop
forte se serait signalée au hydrofuséistes padimaution des caractéristiques physique du PET et
parce que I'air comprimé barbotte dans I'eau au smrdu remplissage... Bruce Beggren en donne la
valeur de 300k
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Vitesse due a limpulsion gazeuse selon Q ¢4y, Tinit 290K, MVolumique 67 g/L

22

20 —o— VPropGazeusel,5L
i Tbrelat
18

16
VPropGazeusel,5L

14 6brelat

12
10

VPropGazeusel,5L
8brelat

0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55

On peut apprécier a quel point la courbe rouge iieurest proche de la droite
noire que nous propose Excel comme courbe de tead@m ne doit donc avoir aucun
scrupule a la linéariser.

La droite noire ayant comme équation :

VPropGazeuse_' -51,459 @4y + 35,463

...les droites linéarisant les graphes jaune et (@@euespondant aux pressions
6 et 8 bars relatifs) ayant comme équation :

V propGazeuse -43,249 Qayt+ 29,152

et:

VpropGazeuse -99,904 Qau+ 41,994

...il est alors tout a fait Iégitime de proposer poeitte fusée type de5 L, de
Masse Volumiqué7 Kg/M?3, & la température initiale @90 K, la valeur du surcroit de
vitesse suivant :

VPropGazeuse_' - [51,46 - 8,32 (7 —ilﬁ)]QEau + 35,463 - 6,42(7 —iﬂ)

cette formulation transparente pouvant se recomieime

VpropGazeuse — (8,32 Rit —6,78)Qau + 6,42Ry: — 9,48

La droite violette chevauchant la courbe jaundesgraphe précédent montre
combien cette linéarisation est précise pbbrrelatifs (le critere d’appréciation de

cette précision étant I'erreur en % de la vitesse)

Pour le cas général d’'une Masse Volumique queloangu peut partir de la
valeur poui67 Kg/M? énoncée a l'instant, puisque , comme on I'a dipatagraphée
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retour de la Masse Volumique de la fugg&ge 35, le surcroit gazeux de vitesse est
analytiquemenproportionnel a la Masse Volumique de la fuséeé€nra donc :

V propGazeuse [— (8,32 Rhit — 6,78)Qau + 6,42Rhi — 9,49 (67/ IVlVolumique)

valeur de la vitesse due a I'éjection de I'air dési,ou :

Qeau est le Quota d’eau dans le réservoir de la fusée

Pinit €St la pression dmrelatifs dans le réservoir de la
fusée au moment du lancement

Mvolumique €St la masse volumique de la fusée, a savoir le
quotient de sa Masse a Vide par son Volume.

Valeur du méme surcroit de vitesse dans le cas dmtement en milieu scolaire

La pression initiale db b relatifs étant couramment pratiquée en milieu
scolaire pour des raisons de sécurité, il est déléire calculer puis linéariser par
Excel ce méme surcroit de vitesse dii & I'éjectmhadr résiduel >® Notre tableur prone
pour ces b relatifs la valeur du surcroit de vitesse gazeux suivatbnse Quota
deau, :

VPropGazeuse_‘ (— 35,289 Qau"' 23,085) (67/ |lequmique‘)

valeur de la vitesse due a I'éjection de I'airdégi pour une
fusée lancée a 5 b relatifep :

Qeau est le Quota d’eau dans le réservoir de la fusée
M volumique €St la masse volumique de la fusee, a savoir le
quotient de sa Masse a Vide par son Volume.

Pour des fusées « secheqcad sans eau embarquée), il serait malvenu de
faire usage de la formule ci-desst/sAu demeurant la formule de Bruce Berggren est
directement applicable a ces fusées séches. Hileeden effet :

Impulsionar =V; 4050 R [T,
ce qui dans notre cas s’écrit :

Impulsionay = Vi 10° 4050 §24/¥290 = 2.625 Ns

Cette impulsion, appliquée a une fusée secte&glancée a unj,;; de5
b donnera donc une vitesse de :

%% L'utilisation de la formule précédente, destinéea plage de pression allant de 6 & 8 b, ne
créerait cependant qu’une erreur de moins de 3 %.

> Cette extrapolation serait nettement en dehota giage de Quota d’eau pour laquelle la
formule est prévue...
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V propGazeuse 26,25 m/s

Vitesse erm/s procurée, par la seule éjection de I'air, a ursgéu
séchedel,5 L et de0,1 Kglancée a unBy,; de5 b relatifs.

Et la méme éjection de I'air produira sur une fus&ehede Masse Volumique
guelconque une Vitesse de Fin de Propulsion de :

VPropGazeuse_‘ 26,25 (67/ MVqumique)

Vitesse erm/s procurée, par la seule éjection de I'air, a ursgéu
séchede Masse Volumique quelconque lancée aRyede5
b relatifs.

Note sur I'altitude atteinte par une fuséeseécheen milieu scolaire

Dans un travail paralléf€, nous proposons pour le calcul de I'altitude de
culmination d’une fusée I'utilisation de la formule

HCulm = HFinProp+ (Dblz) Ln[ 1+ VFinpropZ/VLimz]

formule ou:

Hcum €st I'attitude d’'apogée

Heinprop I'altitude de fin de propulsion

Dy, est cettDistance Balistiquedont nous suggérons ['utilisation,
Distance balistique dont la valeur n’est autre e b valant
Y%pSCx/M

VeinpropeSt la Vitesse de Fin de Propulsion, cad la vitestale de la
phase balistique qui nous intéresse.

V.im €st la vitesse limite ou vitesse de chute stagldu mobile, dont
la valeur est/(g/b) ou encorel(gDy).

Dans le cas de fusées a ead del construites par des éléves, on ne peut espérer un
Cx meilleur queD,45°°. La section frontale de diamé®8 mmet une masse typique de
100 gprocure au mobile une distance balistiqitede 67,4 met une vitesse limite de chute
de 25,7 m/s La hauteur de fin de propulsion est ici prisera

Ces paramétres proprement balistiques (cad indépedes caractéristiques de
propulsion de I'engin) conduisent & une hauteupatgte de :

Heum = 1+ (67,4/2) Ln[(1 + (26,25/ 25,7)7] =
Heum= 1 + 33,7 0,5915 = 25,08 m

Pour des fusées mieux profilées dotées €urme0,3, la hauteur d’apogée serait de
27,69 m

D’une facon générale, un relevé des altitudesraéigipar une fusée séche
lancée a des Pressions Initiales précisément nesspetmettrait de vérifier la

8 LA FUSEE EN VOL BALISTIQUE, chargeable sur notitesau lien :
http://perso.numericable.fr/fbouguetbe63/gomarsdmue.htm

9 Ce Cx de 0,45, rapporté a la seule section fremtalfuselage, est proposé pour des fusées a
fort culot, cad a jupe longue. Pour des fuséedifiquéot, cad profilées a I'exemple de la fuséedine de
Tintin, on peut viser un Cx de 0.3 ...
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formulation de I'lmpulsion de Bruce Berggren. Cptaurrait constituer un travalil
scolaire fort enrichissant pour I'ensemble de lmcwnauté hydrofuseéistes...

CONCLUSION DE CETTE DEUXIEME PARTIE TRAITANT
DU SURCROIT DE VITESSE DU A L'EJECTION DE L'AIR

Le surcroit de vitesse a attendre de I'éjectiofiadlecomprimé étant ainsi
connu, il est alors possible de sommer algébrign¢cesurcroit a la Vitesse de Fin de
Propulsion aqueuse calculée précédemment avetelar\de Kyiap dégagée des
linéarisations précédentes.

Mais il est plus élégant de proposer directemeatuateur deK agiabeau-+air
intégrant la propulsion aqueuse et la propulsiaegse, ; coefficient retiré d’une seule
linéarisation. C’est I'objet du chapitre qui suit...

EVOLUTION DU SURCROIT GAZEUX DE COEFFICIENT ADIABAT _IQUE

La formule de Bruce Beggren, réécrite par nous@rences aux conditions
initiales, dessine la courbe bleue ci-dessous pdwurelatifs :

1.20 — Valeurs de Kadiab et de son Surcroit gazeux selon  Qeau — Kadiab usuels

Kadiab aux limites

100 de QeauP =7 brelat
Tiers du Logarithme
0.80 du rapport de
masses
= —— LimiteKadiabSelonQ
S0.60 Eau
I
N4

Quota d'eau limite

\/ﬂ pour éjection totale
0.40
\ Kadiab avec toute

l'eau
0.20 -
SurcroitKadiabEjecti

onAir

/

0.00

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ SurcroitKadiabAirA
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 uxLimites
Quota d'eau

La courbe de ce surcroit gazeux (en référencegauitbme du rapport de
masse calculé classiguement avec le quota d'eaadsEz pentue vers la gauche, mais il
faut noter qu'elle se doit de I'étre puisque pouquota d'eau tendant vers zéro le
logarithme du Rapport de Masses tend égalementzeers pour que notre formule de
Tsiolkovski étendue aux fusées a eau donne unastuds vitesse due a l'air (et I'on sait
gue ce surcroit est non négligeable), il faut dgure pour ce logarithme presque nul, le
surcroit gazeux d agiap tende vers l'infiniment grand...
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On peut remarquer que la concavité de cette cdildue est opposée a celle
de la courbe rouge dfagiap aqueux et ceci particulierement pour les Quotaawl’e
usuels. La sommation de ces deux graphes résdttiamen une courbe dlagian
agueux et gazeux plus proche encore d’'une dratg; thieux linéarisable...

Comme on le remarque sur la courbe ci-dessousrdeo$t gazeux d& agiap
rejoint I'axe des abscisses a la verticale fuckadiacisse a partir de laquelle subsistera
un reliquat d’eau non éjectée au terme de la d&tmt’air. C’est logique puisque dans
la formule de Bruce Berggren I'impulsion est trioog de la pression relative en fin de
propulsion aqueus® : lorsque cette pression est nulle, I'impulsiest aussi. Or la
pression dans le réservoir s’annule, par détentaidequandQair = 1/(Pnic + 1)V
Dans I'exemple du graphe ci-dessus, cela arriver, ppe pression initiale relative de
b lorsque le Quota d’air atteifit23(donc pour un Quota d’eau G€77). Pour5 b ce
sera pour un Quota d’'eau dg'2...

Influence de la Pinit sur le Kagiabeau+air

Si, dans un premier temps, I'on s’en tient a la $éagolumique de la fusée
usuelle dé67 Kg/M* on a la bonne surprise de constater que la calirB&giapeausair
selon le Quota d’eau est linéarisable avec unedprgcision. L’évolution de la
pression initiale dé a8 b relatifs dessine les trois courbes violettes suivantes :

KAdiabEau+Air selon Quota d'eau pour 67g/L et 6, 7 et 8 b relatifs

1.400
y =-1.8488x + 1.7297

1.200

y =-1.7372x + 1.6512
1.000 W
y =-1.7059x +1.6041 \
0.800 —_——

—

—
0.600
0.400
0.200
—_—
0.000 ‘ ‘ ‘ ‘
0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Au passage, on peut noter que le coeffickeRfapeau+air que dessinent ces
courbes violettes dépasse 'unité sur la gauchgralohe : il faut se souvenir, en effet,
queK adiabeau+air €St bénéficiaire du surcroit de propulsion duéjadtion de I'air

9 Impulsiony, =V; * 4050 RM-# T,
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résiduel, alors qu’il n'est référencé qu’au Rapp@tMasses desting, dans nos premiers
calculs, a I'étude de la seule Propulsion Aqueuse...

Sur le graphe ci dessus, ont été ajoutées pour ireet@our? b relatifs, en
bleu dense, le surcroit gazeux au coefficient adigbe et en rouge ce coefficient
adiabatique déja calculé pour la seule propulsipuease. Les trois droites noires sont
les propositions de linéarisation (courbes de teoelaque nous suggere Excel (leurs
égquations sont affichées sur le graphe). Ceci nonduit a rédiger le polyndme du
premier degré suivant :

K adiabeau+air= — (1,73-0,07 (7 —iR:))Qeaut 1,65 — 0,06 (7 —iR)

...dont on voit qu’il reprend, poWiit = 7 b, les valeurs proposées par Excel
pour la linéarisation de la courbe a cette pression

Influence de la Masse Volumique de la fusée sur keagiabeau+air

Si I'on remarque a présent , en faisant jouer rtafskeau Excel, quéo Kg/M?3
deMasse Volumiqueagissent suK agiabeau+aircoOmme ~ 0,5 b relatifs(la chance,
décidément, est avec nous), on peut proposer waieq duK agiapeau+airtenant
compte également de I'évolution de cette Masse Maue. Par essais et erreurs,
toujours a I'aide de notre tableau Excel, on entvéssez facilement au polynéme de
degré un :

K adiabEau+Air =
- {1!8 - 0’1[7_ (Fn)it - O,OE(M Volumique — 67))]}Q Eaut 1,68 - 01075(7_ Gﬁ{ - 0,0SM Volumique — 6”))

En effectuant alors les produits internes, nousposi alors simplifier
I'écriture (mais non la compréhension) de ce palya@u premier degré :

KAdiabEau+Air= (01005 I\/l\/olumique ‘0:1 I::l’nit _11433QEau+ 01075 Fl?lit- 0100375 Ivj/olumique"' 1-40625

Nous en donnons pour mémoire le libellé en langagel :

K adiabEau-+Air =

(0.005*Mvolumique - 0.1*Pinit - 1.435)*Qeau + 0.0°Fnit - 0.00375*Mvolumique + 1.40625

Voici, pour le jeu classique des trois pressicagdmparaison des résultats
donnés par ce polyndme (en noir) par rapport aleuvs calculées par notre tableau
Excel (en rouge). Pour chaque pression, les valesiqglus hautes correspondent
évidemment aux plus basses valeurs de la Masseriple :
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Comparaison Kadiab Calculé et Linéarisé pour 6 brel  atifs, 290K
115
—— LinéarFinale6;57
11
105 LinéarFnale6;67
1 -
—— LinéarFinale6;77
0.95
—— KadiabCalculé6;57
0.9
0.85 —— KadiabCalculé6;67
0.8
—— KadiabCalculé6;77
0.75
03 0.35 04 0.45 0.5
Comparaison Kadiab Calculé et Linéarisé pour7 brela  tifs, 290K
—— LinéarFinale7;57
115
—— LinéarFinale7;67
1.05
LinéarFnale7;77
0.95 —— KadiabCalculé7;57
—— KadiabCalculé7;67
0.85
—— KadiabCalculé7;77
0.75

Impr. : 01/05/2008 14:23 Modif. :01/05/2008 12:2




Prop FaO0 et Tsiolkovski p 43 / 108

Comparaison Kadiab Calculé et Linéarisé pour 8 brel  atifs, 290K
12
—— KadiabCalculég;57
11 \ ——— KadiabCalculég;67
——— KadiabCalculég;77
10 —— Linéarisation8;57
Linéarisation8;67
0.9 -
—— Linéarisation8;77
0.8 ‘ ‘ ;
03 0.35 0.4 0.45 0.5

Pour la méme raison qu’énoncé plus haut, le coeffie agiapeau+air dépasse
I'unité sur ces courbes, du fait de I'apport dmpulsion due a I'éjection de I'air
résiduel...

Dailleurs il peut paraitre intéressant, du poietwie didactique, de calculer
pour chaque pression initiale et pour un QuotawtEm1/3 (remplissage tres utilisé), la
Masse Volumique pour laquelle notre coefficienadditiqueK agiabeau+air Prend rejoint
I'unité. Mais effectuer ce calcul d’apres la linéation que nous venons de proposer
serait une erreur de logiqué!

La méthode consiste donc, soit a déterminer paissterreurs les parametres
initiaux qui rendent & agiabeau+air UNitaire, soit & modifier notre batterie de tablea
Excel de facon qu'ils calculent ce coefficient ddiaque selon non plus le Quota d’eau
(qui est fixe ici et choisi comnE/3) mais selon la Masse Volumique de la fusée...

Dans ces dernieres conditions, le graphe suivamtae® (toujours en tablant
sur une température initiale 860 K) pour les pressions initiales 8e7et8 b relatifs :

8% Lerreur réside dans le fait que ces de Masseamndiojues sont tout a fait en dehors de la
plage ou notre linéarisation est valide.
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KadiabEau+Air selon Masse Volumique pour 5a8bre latifs et 1/3 d'eau

1.10

1.08

1.06

1.04

1.02
1.00
0.98

0.96

0.94

100 110 120 130 140 150 160
M asse Volumique

On peut apprécier qu€agiabeau+air N'évolue pas non plus tres fortement selon
la Masse Volumique de la fusée (moinsOg2 % pour10 Kg/M® de Masse
Volumique).

A 6 brelatifs, leK agiabeau+air UNitaire intervient pour une Masse Volumique de
106,3 g, pour ce Quota d’eau d43.

Mais aux pressions deet 8 b, au méme Quota d’eau, la Masse Volumique
donnant cette valeur unitaire a notre coefficiesttpar trop éloignée des valeurs
usuelles...

Simplification des coefficients :

Un travail de simplification des coefficients, gmsais et erreurs, permet
cependant de considérer le polyndme suivant conoeepgable dans les limites que
nous nous sommes toujours imparties, dadse Volumiquede57 477 Kg/M3
Pression Initiale de6 a8 bars relatifs et Qeaude0.320.5:

KAdiabEau+Air= (01005 I\/l\/olumique_ 011 F|)nit _1a42QEau+ 01075 Fl?lit - 0100375 I\a’olumique'*' 114

qui est la valeur de notre Coefficient Adiabatiquaeir la propulsion due a
I'eau puis a l'air,sans influence de la colonneadi
et dans les limites :
deMasse Volumiquede57 a77 Kg/M3,
dePression Initiale de6 a8 bars relatifs
et de Quotas d’eau @g3a0,5.

avec :
Qeau le Quota d’eau dans le réservoir de la fusée

Pinit |a pression eb relatifs dans le réservoir de la fusée
au moment du lancement

M voumique 18 Masse Volumique de la fusée, soit le quotient
de sa masse a vide par le volume de son réservaoir.
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... lequel polyndme ne peut étre compris d’Excel spues la forme :

K adiabEau+Air =

(0.005*Mvolumique- 0.1*Pinit— 1.42)*Qeaut+ 0.075*Pinit— 0.00375*Mvolumiquet 1.4

VALEUR DU MEME K agiabeau+air DANS LE CAS DE LANCEMENTS EN
MILIEU SCOLAIRE A 5 b RELATIFS

Pour des fusées lancées a la pression initiateldeslatifs en milieu scolaire
notre tableau Excel nous permet de déterminer algéoent que ce MeéntEagiabeau+Air
est tributaire du polyndme du premier degré suivsgipn le Quota d’eau et la Masse
Volumique de la fusée :

KAdiabEau+Air: _{116621+(67' M’olumique) 0100645QEau+1,547+0,00354(67' IV!)Iumique)

... ce polyndme étant évidemment simplifiable comunie:s

KAdiabEau+Air= - (2,09425 - 0,00645 Mlumique) QEau +1,7845 - 0,00354 Mlumique

qui est la valeur de notre Coefficient Adiabatigpa@ir la propulsion due a
I'eau puis a l'air,sans influence de la colonnead|
pour unePression Initiale de5 bars relatifs,
et dans les limites :
deMasse Volumiquede57 a 77 Kg/M3;
et pour un remplissage en eau allan0@40.5 .

avec :

Qeau le Quota d’eau dans le réservoir de la fusée

Pinit |a pression relative dans le réservoir de la fasée
moment du lancement

M yvoumique 18 Masse Volumique de la fusée, soit le quotient
de sa masse a vide par le volume de son réservaoir.
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Ce polyndme donne les résultats suivants (les kales plus hautes
correspondant toujours aux plus basses valeus asse Volumique de la fusée) :

KadiabEau+Air Calculé et Linéarisé
pour 5 brelatifs, 290K et 3 Masses Volumiques
1.1
— Calculé5brelat;57
1.05
1 — Calculé5brelat;67
0.95 - — Calculé5brelat; 77
0.9 Linéarisé5brelat57
0.85
Linéarisé5brelat67
0.8
075 Linéarisé5brelat77
0.7 ‘ ‘ ‘ ‘
0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Le méme polyndme donne au Coefficient adiabatiqueevaleuunitaire (a
cette pression d& b relatifs, pour un Quota d’eau de33et une température initiale de
290 K) pour une Masse Volumique 82,17 g/L, ce qui demeure tout a fait dans la
plage ou notre linéarisation est valable. Cettedda@sVide est trés usuelle pour des
fusées dd,5L... *

%2 ’intégration d’Excel nous propose directement, mfuilui (sans utilisation d’'une
quelconque linéarisation, donc) la valeurses Kg/M® pour I'obtention de ce coefficient adiabatique
unitaire, ceci pour ces b relatifs.
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Dailleurs notre batterie de tableaux Excel adaptésalcul dK agiapeau+air
selon la Masse Volumique de la fusée dessine [ghgrauivant, pousb de pression
initiale et un Quota d’eau standard et fixeld@(toujours en tablant sur une
température initiale d290 K :

KadiabEau+Air selon Masse Volumique pour 5 brelatif s et 1/3d'eau

1.06

1.04

1.02

1.00

0.98

y=-0.0014x +1.0941

0.96

0.94

45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95
Masse Volumique

La valeurunitaire duK agiabeau+airn’est donc pas atteinte pod2,17 g/L, ainsi
gue nous le promettait notre polynbme, mais @aug/L :

Cette erreur (dé gsur une fusée dk5 L) est, bien sdr, une conséquence des
approximations gu’'impose toute linéarisation ; midiaut songer également que la
pente dK agiabeau+air €St tres faible et que si cette pente améliopedaision de
détermination de noti€ agianeau+air, €lle diminue la précision de la démarche
réciproque (a savoir la recherche de la Masse Viguend'apresK agiabeau+ai) - - -

Néanmoins, la faible variation dUagianeau+airdans la plage de Masses
Volumiques ou nous nous sommes toujours tenusu(igéya peu pres, deb % de part
et d’autre de la Masse Volumique @& g/L ) est fort satisfaisante. Elle nous permet
d’affirmer que, pour des Masses Volumiques de faisélant de57 477 g/L ®3:

Pour des lancements en milieu scolaiBbaelatifs et au Quota d’eau de€3, le
coefficientK agiabeau+air €St tres peu différent de l'unité.

Cette affirmation ne tient pas compte de I'effetaleclonne d’eal” .

C’est un hasard qui peut avoir des vertus pédagegiqpour ce type de
lancements, la formule de Tsiolkovski est appliead@ns coefficient pondérateur, du
moins si 'on prend comme vitesse constante d'igeale I'eau la vitesse hydraulique
initiale, a savoir :

V gjectinit = \/ZPmit/p avecP;,i; enb relatifs

%3 soit pour des fusées d¢5 L d’une masse courant 86,54115,5 g
% Nous la prendrons en compte plus loin.
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Ceci étant, et ainsi qu’on I'apercoit sur le grapBecel propose pour
K adiabeau+ais dans ce cadre des lancemenrsbars relatifs au Quota d’eau d&/3, la
régression linéaire suivante :

K adiabEau+air = — 0,0014 Molumique+1-0941

valeur de notre coefficiem agiabeau+air , SANS I'effet de la
colonne d’eaupour une pression initiale &eb relatifs,
un Quota d’eaudel1/3 et une température initiale @60
K.

Ce polyndéme utilise (2% pres) les mémes parametres que le polynéme tiré de
la linéarisation diK agiabeau+air POUr5 b et un Quota d’eau variable lorsque I'on fige ce
Quota d’eau a la valedy3.

Note sur I'altitude atteinte par cette fusée de 627 Ka/M> (& Kagiapeausair UNitaire)
lancée au Quota d’eau de 1/3 en milieu scolaire (sa 5 b relatifs)

Le K agiabeau+air Unitaire de notre engin lui conféere évidemmerd Witesse de
Fin de Propulsion (eau et air) de :

UFinProp= Véjectlnit Ln{(M+Q)/M}

Comme la Vitesse d'éjection initiale est3e62 m/gpour ces b relatifs), la
Vitesse de Fin de Propulsion qui en découle (dudfaiogarithme du rapport de
Masses) est d88,511 m/s®°

Reprenons notre expression de l'altitude atteiekenscette Vitesse de Fin de
Propulsion (expression déja cité®) :

Hcum = HFinProp+ (Du/2) Ln[(1 + VFinpropZ/ Viim?]

Un Cx de0,45 °” | une section frontale de diamé®® mm et cette Masse
Volumique de67 Kg/M? (s0it93,25 gde Masse a Vide) donnent & notre projectile une
distance balistiquel(b) de62,53 met une Vitesse Limite de chute 2,77 m/s*® :

Si 'on admet forfaitairement une altitude de fengropulsion d@ m,
I'altitude atteinte par la fusée sera :

% La Masse a sec étant 812,25 g le Rapport de Masses est@}86et son logarithme de
1,85...

% et explicitée dans “LA FUSEE EN VOL BALISTIQUE".

7 Cx de 0,45, rapporté & la seule section frontaltugelage proposé pour des fusées a fort
culot, cad a jupe longue. Pour des fusées a patt, cad profilées a 'exemple de la fusée lundie
Tintin, on peut viser un Cx de 0.3 ...

%8 La Vitesse Limite vaut égalemeng/b) ou encore\(gDy).
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Heum = 2+ (62,53/2) Ln[(1 + (58,511/ 24,77) = 60,91 m

Pour des fusées mieux profilées dotee xrde0,3, la hauteur d’apogée
serait def4,785 m

CONCLUSION PROVJSOJRE DE CETTE PARTIE TRAITANT DE LA
PROPULSION DUE A L'’EJECTION DE L'EAU ET A CEL LE DE L'AIR
(mais sans prise en compte de I'effet de la colond&au)

Nous progressons dans notre généralisation derfaufe de Tsiolkovski. Nous
pensons en effet avoir quantifié la Vitesse dedéifPropulsion avec une assez bonne
précision ; néanmoins Nous pouvons encore acciatte précision en opérant la prise
en compte de I'apport, sur la pression d’éjectdmnla hauteur de la colonne d’eau au-
dessus de la tuyere.

C’est de cette tache que nous allons nous acqdétes cette derniére partie.

Apres mise en équation du phénomene, nous aura@hsitece de voir nos calculs se
simplifier d’une fagon que nous n’espérions ménee pa
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TROISIEME PARTIE :

3:PRISE EN COMPTE
DE LAHAUTEUR DE LA COLONNE D'EAU

Quelle est I'influence de la hauteur de la colodisau au-dessus de la tuyére
sur la propulsion d’'une fusée a eau ?

Dans les calculs de propulsion que nous avons njesgse la, nous prenions
comme Vitesse d’Ejection la vitesse due a la Poessé I'air comprimé au-dessds la
surface libre du liquidé?’

Or la masse d’eau embarquée dans la fusée estsoali@-méme a
I'accélération de la fusée et cette accélératiée évidemment une pression
supplémentaire a la tuyere, pression qui vienbsiay arithmétiquement a la pression
due au seul air comprimé.

Que l'accélération de la fusée puisse produiresgyur un surcroit de
propulsion peut poser une question logique awelestles plus intuitifs. Nous
évoquons ce probleme dans la note de fin de Mgtalité de I'effet propulsif de la
colonne d’eau

Voici, d’'apres une simulation pas par pas, le pentage de la Pression a la
Tuyére qui est dO a cette accélération, au coustd'une fusée type de5 L d'une
masse a vide d&1 Kg, embarquant/3 d’eau, lancée a la pression b relatifs et
éjectant son eau a travers une tuyére standa2dl,denmde diamétre :

Pourcentage de Pression Dynamique ala Tuyere selon E

18

16
N \
12

10 \

N
!

1.0 11 12 Expansion E 13 14 15

%9 Nous admettions pour ce faire que l'aire de ldaserlibre de I'eau est trés supérieure a
I'aire de la tuyére, ce qui ne grevait nos calcilse erreur d@,5 % pendant la plus grande partie de la
propulsion...
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On voit que si ce surcroit de pression ne constjtiien appoint, cet appoint
existe sgr une bonne partie de la Phase Propudss@n importance atteint presque
16 % .’

L’effet de la colonne d’eau est cause, au termia éeopulsion, d’'un surcroit
de vitesse atteignant presdii@s, selon nos simulatiors , ce qui ne peut donc étre
considéré comme négligeable.

Mais pourquoi, alors que le surcroit de pressitantayere se monte a presque
16 %, le surcroit de vitesse n’atteint-il pas le méraarpentage ?

D’abord, ce surcroit de pression n’atteint ;6<$%6 durant toute la propulsion
(en particulier, la courbe montre bien qu’il chuées la fin, instant ou la fusée est trés
légere et ou elle fabrique une grande partie detssse).

Ensuite, il faut penser que le pourcentagé && compare les calculs effectués
avec et sans I'appoint de pression du a la hadela colonne d’eau. Or lorsque I'on
calcule sans tenir compte de cet appoint, la \@te&gection est moindre (puisque la
pression d’éjection est moins forte €£5 %) et donc la Phase Propulsive dure plus
longtemps, ce qui rapproche en partie les deuulsalc’

Les réflexions qui précédent montrent qu'il esidog de chercher a prendre
en compte le surcroit de pression a la tuyéere mpesl@ccélération de la fusée sur la
masse d’eau.

Au cours de notre réflexion, nous serons amen@paerPression
Dynamiquecette_composanide la Pression a la Tuyere qui est due a la pcéssmla
colonne d’eau : en effet, cette pression dynaméstielue au fait que la fusée n’est pas
inerte, mais au contraire accéléréé®..

La Pression a la Tuyere sera donc considérée paramnme la somme de la
Pression Statiquéue a I'air comprimé) et de Rression Dynamiquéue a 'effet de
la hauteur de la colonne d’eau au-dessus de lagfuye

Puisque nous décidons de tenir compte de la coldeae dans notre calcul de
la Vitesse de Fin de Propulsitlinprop NOUs devons reprendre le calcul précédent (pour
la seule propulsion aqueuse) a I'équation (35).

0 La montée de la courbe, & gauche, n’est pas feédue a la montée en Vitesse d’Ejection
de la fusée, bien que ce phénomeéne existe (vaie texte a ce sujet). Ici elle est due a la méttumde
calcul choisie par nous...

" Pour une tuyére d&1,7mm donc, et pour une forme de bouteille assez stdn@n verra
gue ce surcroit de Pression et de Vitesse de Fr@aulsion dépend légerement des parametresuixitia
classiques mais beaucoup plus de la section dgéaet et de la Masse a Vide

2 Le temps de propulsion est globalement proporgébar‘inverse de la racine carrée de la
pression a la tuyére. Une augmentation de la pnesbun facteud,16 pondére donc le temps de
propulsion par un coefficie,928 Comme la vitesse de fin de propulsion est elleam@roportionnelle
a la pression a la tuyere (pondérée, elle 1pEd), la vitesse de fin de propulsion est pondéréa d'u
coefficient0,928 x 1,16ce qui donnd,077... On voit que, pour notre satisfaction, les deuxiesode
calcul se rapprochent d’eux-mémes...

3 Si la fusée était inerte, 'eau se mettrait déailis en boule dans le réservoir, par disparition
des notions de « haut et de bas » et ceci malgm@laté terrestre. Nous reviendrons plus loincgur
paradoxe...
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Cette équation quantifidrinpropen fonction des parametres initiaux (constants
durant le vol) et en fonction des variablag, etMasse Instantanéale la fusée,

laquelle vautM + pV; (1-Qair E) (ces deux variables évoluant selon le taux d’esiosn
E):

(Equation 35)

aE =1/ Air
Urinprog= -9 T + Vi Qair V2p Le . VPruy, dE

M 4p Vi (1-Qair E)

Rappelons que nous I'avons obtenue en recherchaatdur de
l'accélération de la fusée, laquelle est égalewmtignt de la force de propulsion

(prise comme 28,,) par la masse instantanée de la fusée (qu'onlipewi-dessus
au dénominateur).

Un changement de variable s’est imposé a nous, @etienE. Nous en
avons déterminé les modalités en rapprochant dalexirs du Débit Massique,D

—~>d'une parD, = pVéjectSTuy

—>d’autre part la dérivée par rapport au temps dédase Instantanée de la
fusée exprimée selon la varialilea savoir pV; (1 — Qu; E), dérivée qui donne :

Dm = pr QAir d—E
dt

Le changement de variable se fait donc selon lefatités :

dt = pVi Qair dE

ST uy N Zp I:’tuy

Nous venons de retracer cette étape de notreltpauai mettre en lumiére le
fait que nous n’avons, durant I'établissement dguation (35), fait aucune hypothese
sur la nature dBryy : C’est la Pression de I'eau a la Tuyere, sangsuprécisions...

A présent, a fins de faciliter sa manipulation, :alions présenter cette
équation (35) plus symboliguement, en remplacaitdase Instantanée de la fusée
M + p V: (1-Qair E) (variable en fonction dg) parM et en adjoignant Br,y I'indice
E afin de bien indiquer que cette pression a lareugst également dépendante de
I'expansionE...

Le nouveau libellé de I'équation (35) est donc :
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(Equation 36)

AE =1/ QAr
UFinprog= -9 T + Vs Qair \/ZT) de E=1 Pruye_ dE
IME

C’est sur cette équation (36) que nous appuieroréndvant notre réflexion...

Dans cette équation (36), quelle valeur faut-ilmEmaPr,ye , la Pression
Instantanée a la tuyere ?

Comme nous avons décidé de prendre en comptedegude pression a la
tuyére que crée I'accélération de I'engin sur l@eoe d’eau au-dessus de la tuyéte
nous devons inscrire pour la Pression d’Ejecticatée Tuyére :

Prue=Pe +p He (g+U¥)

expression ou :
Pe représente la Pression (statique) de I'air com@m@ondessus
de l'eau
g I'accélération de notre pesanteur
He la hauteur de ladite eau
etU’g I'accélération instantanée, a I'expansioU’ e étant la
dérivée ddJ, la vitesse instantanée, par rapport au temps)

He, la hauteur de I'eau au-dessus de la tuyerdiest,sar, éminemment
variable durant la propulsion. C’est pourquoi nbagons dotée de cet indi¢e...

Le calcul deHg, a chaque taux d’expansion est facile a effectoarramene le
volume du réservoir & un cylindre surmontant deards de coneS . Le tronc de cone
I7% plus bas, sur une bouteille normale, est raécsud la tuyére cylindrique (le goulot)

A notre avis, on ne doit pas compter deigda hauteur de ce goulot : la vitesse
d’éjection de I'eau est en effet acquise des stréemans le goulot cylindrique, et la
longueur du goulot est plutét génératrice de froeets. En tout cas elle n’est pas
génératrice d’augmentation de pression dynamiqderat de surcroit de vitesse
d'éjection...””

4 C'est ainsi que I'on s’exprime souvent, bien quiain 'accélération agisse sur toutes les
particules d’eau embarquée...

> Cette simplification de la forme de la bouteili satisfaisante dans la plupart de cas, mais
rien n'empéche d’affiner le calcul en ramenangékeervoir a un nombre plus grand de formes
élémentaires.

® Nous supposons le goulot parfaitement cylindriguayr simplifier. Dans la réalité il ne I'est
pas tout a fait, mais cela ne fait pas beaucougiftfrence pour notre calcul...

" C’est un probléme de physique intéressant, qui §iee résolu par I'expérience : un
réservoir (a I'air libre) se videra-t-il plus vide moins vite sous 'action de la pesanteur s'‘datie son
eau a travers un goulot normal ou un goulot pradgmar un tuyau de méme diameétre ?
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Pour effectuer notre intégration Weinprop, il Nous faudra donc déterminer a
chaque instant (a chaque taux d’expans&ipta hauteur de I'eau restant dans le
réservoir. Dans ce but, nous utiliserons les fomstiogiques d’Excel qui détermineront
dans quelle partie du réservoir se trouve la sarice de I'eau (dans le cylindre
supérieur, dans le premier ou le deuxiéme tronmdde). Dans chacune de ces sections
du réservoir, le calcul de la hauteur de I'egupourra alors étre réalisé de facon
analytique.

Voici (en bleu) un exemple de I'évolution He selon la masse d’eau restante,
durant la propulsion d'une fusée typeld®g L remplie del/3 d’eau et dont le réservoir
est ainsi ramené a un cylindre et & deux tronedes, comme l'indique la silhouette
violette :

Hauteur d'eau restante (cm) selon E
15

13 4

9 - \
7 \\

3
[ T
1- \
T T T T T ¥
1o i 12 13 14 15
Expansion

On lit sur ce graphe gu’aprés s’étre maintenuelneéoar rapport a
I'expansion et donc a la masse d’eau restanteaitibre dans la partie cylindrique),
la hauteur d’eau décrit deux courbes coniquest(lEesas de le dire) (la surface libre
dans l'un ou l'autre des troncs de cbne), avanependre le zéro ...

Au passage, on peut noter qu’il serait intéresdaritouver une fonction
analytiqgue qui donnerait une évolution comparabie@urbe bleue...

Ceci étant, et sans donner plus de détails sualéardeHg, nous sommes en
droit d’injecter dans I'équation (36) la valeur :

Pruye=Pe +p He (g+U¥)

Cela donne :

Le cas de figure ou le réservoir n'est qu’un sintpieau est d'ailleurs évocateur : quelle
pression d’éjection doit on attendre a la tuyére ?
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(Equation 37)

AE =1/ Qair

Urinprog= -9 T + Vi Qair \/ZTJ.de E=1

VPe +p He (@ + UE) dE
M

Nous venons de cette fagcon d’effectuer une prenc@mection a la valeur de
la pression a la tuyere et donc a la valeudglgrop. Pourtant, cette correctioninprop
est un peu spéciale puisqu’elle dépend d’'une Mari@be ) que nous ne connaissons
pas et qui d’ailleurs est a la source de notrgmatén (puisquéJrinprop= -gT +JU'g).

Mathématiquement, ce n’est pas génant : lorsquésaut une équation
différentielle, on est justement toujours dansaal le résultat dépend (selon une
certaine loi) de lui-méme... Et nous sommes dansasrgai releve typiquement d'une
équation différentielle...

Dailleurs, et par chance, nous avons déja étdahs I'équatiori25) page 8, la
valeur de I'accélération instantandg: :
(Equation 25)

U’t:_g + 2 $uv I:)Tuv

M + pVs (1-Qair E)

éguation que nous pouvons réécrire, conformémeatra nouvelle notation
symbolique :

(Equation 26)
U’E =—g + 2 S’uy PTUME
M1

Il est tout & fait légitime d’injecter cette valedgU’ e dans I'équation (37).
Cela nous donne :
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(Equation 38)

a E = 1/ Qair

: = .
L*mProp— -gT + Vi Qair \/Z_p J.de - \/PE +p He( ZS'UM PTU){E/M fE_) dE
i/

Ne manquons pas de constater en passant que sigisdal’intégration le
termeg a disparu. Cela correspond bien a la réalité glgsi la pression dynamique ne
dépend effectivement pas de la gravité puisqué tesl’'ensemble de la fusée
(réservoir + eau embarquée) qui lui est soumisnroe_etle réservoir de la fusée et
I'eau qu’elle contient sont “accélérés” par lasa@teur, cette pesanteur ne crée aucun
mouvement relatif entre ces deux sous-ensembbi@netaucune pression
dynamique...®

Ne manquons pas non plus de constater que la \@d&iH;,propest a présent
tributaire deSryy et deHe : Jusque la, dans nos calculs qui ne prenaiergipasmpte
la hauteur de la colonne d’eau, la vitesse dediprdpulsiorUrinprop €tait indépendante
deSry . Quant eHe , rappelons qu'il s’agit d'une variable évoluamtttau long du vol
et que cette variable est liée a la silhouetteédamvoir de la fusée...

Cette équation (38) est intéressante... Sauf quesmumes confrontés une
nouvelle fois a la question : Quelle valeur faudehner &rye , la Pression Instantanée
a la tuyere ?

N’empéche, nous sentons confusément que nous AVONIESSE.

A ce stade de la démarche, on pourrait d’ailleair® f'approximation de
donner &Pryye la valeurPe : En effet, dans I'équation (38) la valeurRigye que nous
ne connaissons pas est pondérée par le coeffRpandt Sryy /M qui S'avere étre
largement inférieur & (il fluctue au-dessoude0,2) : au présent stade, toute
approximation suPr,ye en serait minorée d’autant...

Mais quantifions un peu mieux cette assertion guit\gque plus on avance dans
la définition dePr,ye , et moins sa valeur devient importante :

Nous avons prétendu, sur la foi de nos simulaticissmatiques, que la
pression dynamiqur,ye N'etait qu’un appoint pouPe (appoint tournant autour des
16 % pour une fusée type dg5 L) : C’'est comme cela qu’on peut interpréter le term
additif pHe ( 2Suy Pwye/M+e) que nous lisons sous le radical dans I'équatiol, (88
moins lorsqu’on se persuade que le coefficienigbde selorE) 2pHe Suy /M garde
une valeur tres en dessous de l'unité.

81 s’agit I de notions en apparence trés paradds>que toute notre intelligence quotidienne
refuse d’accepter... Il faut des années de réflexpans réussir a admettre qu’a l'intérieur d’'un nlebi
abandonné a la seule action de la pesanteur letsaliyent un état d'impesanteur. C'est d'aillecesque
vivent également les passagers de I'Airbus ZéretG,les cosmonautes dont ont dit souvent quilsnt
une chute sans fin dans un vaisseau spatial qte également.
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Nommonso ce coefficientpHe 2Sr,y /M (variable selorkE) : ceta ne
dépend, répétons-le que de la géométrie du résedeoia section de la tuyere et de la
Masse Instantanée de la fusée.

On peut écrire alors, sous le radical présent (&8)s.

Pe + a Pruye

Voici la fluctuation de ce coefficient durant la propulsion (donc selon
I'expansionE), sur une fusée type de5 L, de83 mmde diamétre pour une Masse a

Vide de0,1 Kg, remplie au tiers d’eau et disposant d’'une tuge21,7 mm La
silhouette du réservoir n’est 1a que pour mémodite.

Evolution du coefficient Alpha selon E
0.18

0.16

014 _/I:—_‘\\\
0.12

0.10 -

0.08
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0.02

0.00 /

1.0 11 1.2 Expansion E 13 14 15

On note que ce graphe a la méme physionomie quedtepourcentage de
Pression Dynamique a la Tuyere que nous avonsriééaa début de cette “prise
en compte de la hauteur de la colonne d’eau”. NsmBsmes donc en bonne voie
avec cette simple correctiale premier ordre ...

Remarquons que la partie de gauche n’est pasrngeaiest une hyperbole tres
tendue.

Admettons0,16 comme valeur maximum pour le coefficient On a donc :

I:)TuyE < I:)E'*' 0,16 I:']'uyE

¥ Nous avons réduit le volume de ce réservoir apamtie cylindrique raccordée & deux troncs
de cbne (conicité hauteur/diamétre de 3,5 et de €e5qui est assez représentatif des bouteilles de
boisons gazeuses fréquemment utilisées par lesfugdistes... Rappelons que nous ne comptons pas la
petite hauteur de cylindre que constitue le gowlat,cette hauteur ne nous parait nullement géiaerat
de vitesse d'éjection supplémentaire (puisquedtisede sortie de ce goulot est la méme que lhosec
d’entrée). Au contraire, cette partie cylindriqueeld tuyere nous apparait comme factrice de ppeaes
frottement.
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Dans cette inégalité, donner d’autorité a I'occoceede droite de la Pression a
la TuyerePryye (Qui est pondérée par €e16) la valeur approché®: (pression de I'air
enclos, soifl6 % d’erreur) ne fera que minorer le résultalE6x 0,16s0it2,5 %.

Comme la valeur dByye ainsi fixée reste sous I'egide de la racine carrée
I'erreur qui résulte de notre approximation ne s#ua que dd.,26 %...

L’approximation Pryye = Pe + @ Pe_est donc recevable pour une correction de
premier ordre de la Pression a la Tuy@rge .

On peut donc accepter I'equation (38b) suivante :

(Equation 38 b)

A E = 1/ QAir

Urinprog= -gT + Vi Qair \/Z‘P J-de E=1 Pe(lta) dE
M

aveco = p He 2S.y /M , variable dépendant de la géométrie
du réservoir, de la Masse a Vide et de I'aire deyare.

Quelle est la signification physique de = p HE 2Sy, /M« ?

o représente (a chaque instant ou a chaque Taux a'iSign) le double du
quotient de la Masse de la Colonne d’Eau au-dedssies tuyére par la Masse Totale
Instantanée de la fusée.

Remarquons au passage guest un coefficient sans dimensica qui, pour
des amateurs de Physique, apparait toujours comrgage d’'universalité...

Donnons quelques valeurs types (et instantanées) d@e

->Quelques instants apres le décollage de la fusddasse a Vide peut étre
considéré comme faible devant la masse d’eau testae coefficienr est assez
proche du quotient de la section de la tuyeredpa?l,7 mn) sur la section de la fusée
(par ex.83 mm). Ce quotient vaut, toujours par exemylg,36. &

—>Vers la toute fin de la phase propulsive, la Mas%éde de la fusée devient
prépondérante dans sa Masse Tdtbde (cette Masse Totale tend donc vers la Masse a
Vide), alors que la hauteur de la colonne conténdécroitre vers zéro : le quotient
p He 2S.y /M tend vers la nullité...

8 Ce calcul est exact pour une fusée & Masse anitlie et a réservoir totalement cylindrique
(sans partie conique, donc). Mais le hasard veet@psqu’on dote cette fusée purement idéale dane
d’'un réservoir dont la silhouette s’amenuise versds et d’autre patifune masse a vide réaliste, la
hauteur d’eau s’en trouve relevée un peu plus ghdasse Totale de I'engin, ce qui hisse notre

coefficienta vers le<),16...
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Mais poursuivons notre démarche :

Nous ne sommes pas contraints de nous arrétetbem shemin dans notre
tentative de prise en compte de la hauteur deltanne d’eau. Il nous est en effet
possible de continuer a affiner la valeurRdge présente sous la racine carrée dans
I'équation (38). Reprenons cette équation (38) :

(Equation 38)
aE =1/ Air

UFinProp: -gT + Vi Qair V2p J- \/PE +p He (2Sryy Pruye/Mie ) dE

de E=1
M

On peut de nouveau y donnePay la valeur déja évoquée :
Pruy = Pe+ p He ( 2Sruy Pruye/M1e )
...qu’on avait rédigée :

I:)Tuy =Peta I:)TuyE

Ceci donne a I'équation (38) la formulation :

a E =1/ QAir
Urinprog= -9 T + Vi Qair \/Zp_ s \VPe +a (Pr + @ Pruyve) dE
vl

Dans cette nouvelle formulatioRr,y peut encore étre exprimé sous la forme :
Pe + a Pryye

La racine carrée dans l'intégrale peut alors g'écri

’\/PE +a(Pet+ta(Peta PTuyE))

Il nous vient alors I'idée, puisqu®&: semble toujours pouvoir étre mis en
facteur a mesure gu'’il apparait, que nous sommésmende rédiger sous la racine une
suite.

Cette suite est :

l+a+o2+a’+at+a’+ .. +a"+ ..
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Et, visiblement, elle opére la correctionRieenPyye par une sorte d'itération
continue.

3

Etude de cette suite correctrice le+ a2 +a>+ ... +a" + ...

Nous ne connaissons pas le nom de cette suite, dfargevanche, les manuels
en donnent la somme selon la valeundeCette somme est :

Y= (@"-1)/(a-1)

...et en particulier, poun tendant vers l'infini etv inférieur al :
>=-1/@-1),c-ad :

2 =1/(1-a)

Voici la courbe (en violet) montrant cette sommardesa inférieurs al et
pourn proche de linfini :

Série Correctrice selon tous les Alpha<1
8.00

7.00 /

6.00

5.00 -

4.00 A

3.00

2.00

Série Correctrice et Alpha + 1

1.00

0.00

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Alpha<1

La droite bleue représente la somme de la suitkedeén = 1 (suite minimale
1 +a, composée donc determes). On voit que, pour les valeursudaférieures a
0,2, cette suite minimale est trés proche de la sigitdegrér =00 . Or on peut
admettre que la vale@:2 correspond au maximum desjue nos fusées se créent par
la géométrie de leur réservoir, leur Masse a Skcsaction de leur tuyere.

Cette proximité des deux courbes justifie a postiela correction de premier
ordre que nous proposions dans I'équation (38b)...

Ci dessous on observe que les suites correctraesdesu. inférieurs al sont
convergentes (en bleu) et que les suites poue depérieurs 4 sont divergentes (en

Impr. : 01/05/2008 14:23 Modif. :01/05/2008 12:2



Prop FaO et Tsiolkovski p 61 / 108

rouge) ; la courbe jaune correspond a 1 et la courbe bleu clair@a= 0,5,valeur qui
semble bien au-dela de ce que nos fusées peuteindat)®

Valeur de la série correctrice selon n pour difféere  nts Alpha
20

. / /
/

3
£ 14
2
S 12 /
o
o
0 10
9
© 8
3 61
2
< 4
S é
) /
0 : : : : : : : : : {
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Valeur de n

Ces derniéres remarques sont cependant d’ordreadj@héhéorique, dans la
pratique, en effet, il n’y a rien de plus simpleegie donner directement a la somme de
notre suite la valeur citée plus haut :

> =1/(1-a)

Ceci nous autorise donc a prendre comme vitesfia de propulsiorJrinprop
la valeur :

(Equation 38d)

AE =1/ Quir
Urinprop= -9 T + Vi Qair V2p ,[de E=1 Pe/(1-a ) dE
V4

aveca = p He 2S,y /M variable selof et dépendant
de la géométrie du réservoir, de la Masse a Vide et
de la section de la tuyere.

Attention :a est une variable dépendantilgui ne peut étre sortie de
I'intégrale !

Mais son introduction dans notre calcul nous pewiesurpondéreida
Pression Statiquiez pour obtenir le montant exact de la PressionTailgre présente
sous le radical, ceci pour chaque valeuEdeara doit bien étre calculé pour chaque
valeur dekE...

81 Une correction d’'un facteur 2 (qui est la sommdadsuite) apparaitrait d’ailleurs comme
beaucoup plus qu’'une simple correction. La Iégténaf'une telle correction n’est pourtant pas exclue
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Voila d'ailleurs ci-dessous (en rouge) un exem@dasgurpondération

effectué par la valeur exacte de notre suite (@isaY. = 1/(1-a)) sur la pression
instantanée fPdurant la propulsion d’une fusée typeld® L, tuyere de21,7 mm
Masse & Vide d@,1 Kg. %

On note que cette surpondération (on pourraité&tjgdement correction) ne
dépasse pak 2 (pour cette forme de réservoir), nombre dont ¢énewvaut presque
1,1... Il nous est evidemment impossible d’'intédderprop pour le moment, mais on
peut penser que I'influence du surcroit de presdioa la hauteur de la colonne d’eau
se situera dans cet ordre de grandeur, ce quidia#eurs pas tout a fait négligeable
(10 %) :

Valeur de Alpha et de la Série correctrice pour ch  aque Taux d'expansion
14

1.2

1.0 | —%‘*\

0.8 +

0.6 ~

0.4

0.2

0.0 ‘ ‘ ‘ ‘ —ﬁ

1.0 11 1.2 . 13 1.4 15
Expansion

Sur le graphe ci-dessus nous avons fait figureolabe bleue donnant les
valeurs dau et la violette donnant les valeurs He a qui est la suite d’ordré (une
correction qui s’en tiendrait & cet ordre ne setaitc pas déshonoranté)...

8Ces courbes sont toujours établies pour la méreusitte de réservoir.
8 1/(1- o) est donc assez peu différentddeq. Il le serait encore moins de a + o’
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L’allure de la courbe rouge est évidemment la moeecelle retirée de la
simulation Pas a Pas de la propulsion (déja présent début de cette partie consacrée
a laColonne d’eai:

Pourcentage de Pression Dynamique a la Tuyére selon E
18
16
14 = T~
12 4
10
8
‘ \
4 i
2
. ‘ ‘ ‘ 1
1.0 11 1.2 Expansion E 1.3 14 15
Analyse de cette expression deddprop
(Equation 38d)
aE =1/ Qair
oy VPe /(1-a )\
UFinProp: -gT + Vi Qair V2p J.de E-1 dE
M
avec .

a = p He 2Syy /M« variable seloit et dépendant de la
géomeétrie du réservoir, de la Masse a Vide et de la
section de la tuyeére.

Il est important de noter que cette nouvelle expoesdeUrinprop N'est plus
fonction de la Masse Volumique de la fuséélon pas du fait de la présenceMeg au
dénominateur (sa valei + p Vi (1-Qar E) divisée par 1&/; présent devant le signe de
I'intégration ferait apparaitre a nouveau ce quéasra/ons appelé la Masse Volumique
de la Fusée) mais parce quest fonction d’'une Masse Totale variable de ladidg
dont on ne peut extraire la Masse a Sec (rappefoee = p He 2Syy /M )...

Remarque sur I'application de cette série correctge eno a une intégration selont
(cad sans que soit pratiqgué notre changement debl@adet enE)
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Il ne faut pas croire que l'utilisation de la sé&a@rectrice
1+a+0a2+...+a" +... soit liée a notre décision de changement de Jaridt enE.
Si I'on s’interroge en effet sur la valeur Bg,y dans I'équation (30) (qui présente une
intégration selomn) :

(Equation 30)

at=T
Urinprog= —gT + J-de o 2 Suw_Pryo_ dt
Mp+Vs (1-Qair E)

...on est naturellement amené a poser pareillement :

Pruye = Py +p Hp (9 + U'y)

...et la série correctrice apparait alors de méme,naturellement...

Extension a d’autres fusées que la fusée type d& 1,

Etendons a présent notre réflexion a un jeu phgelde fusées. Voici les
courbes de la valeur instantanée de notre sénieatnce pour plusieurs type de fusées :

=> la fusée standard de 1,5 L, &d, et 8,3 cm de diametre (cette courbe a
déja été présentée ci-dessus)

=> la fusée allongée L, 0,2 Kg, telle qu’en montre par ex. LaBulle sur le
Portail Techno-Challenge.org . Nous I'imaginonsstarite a partir de trongons de
bouteilles standard &3 cmde diametre, en particulier le trongcon du bascquiporte
la tuyére. Nous lui imaginons de méme cette masgepgionnelle a sa hauteur (et

donc a son volume)
=> la fusée allongée d&L, 0,4 Kg, telle que le méme LaBulle en a sans doute

réalisé, également construite a partir de troncie8&3 cm de diamétre (avec une masse
également proportionnelle a son volume)
=>Une fusée de L, 0,14 Kg, réalisée a partir d’'une bouteille standar@ de

et de9,6 cmde diamétre :
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Valeur selon Ede la série correctrice pour plusieu  rs fusées "plein goulot"”
1.2

1.18 -
1.16

114 |
112 \

11
1.08 1 \\
1.06

1.04 - |
1.02 Fusée 2L, 0,14Kg

Fusée 1.5L, 0,1 Kg

Fusée 3L, 0,2Kg

Fusée 6L, 0.4Kg

1.0 11 1.2 13 14 1.5 1.6
Expansion E

Contrairement, a ce que I'on aurait pu penser duéafort allongement des
fusées d& ou 6 Ltype LaBulle, la valeur de notre série correctdorinue a mesure
gue la hauteur de la fusée augmente. Ceci estalfiaasse de I'accélération, qui
demeure tributaire, dans tous les cas, du goumrade d1,7 mmde diametre (la
tuyére garde cette section alors que la masseebté ou quadruplée ; si ces fusées
acquierent la méme vitesse au terme de leur phliapelpive, c’est parce que cette
phase propulsive dutzou 3 fois plus longtemps)... En d’autres termes, et en se
référant a la valeur de (soitp He 2S,y /M), on doit penser que si a l'instant du
décollage la Masse Instantanée de la fusée all@gigaultipliee par deux, par ex.,
(parce que la Masse d’eau est doublée et que ladvta¥ide I'est aussi) la hauteur
d’eau ne l'est pas tout a fait (en effet, dansfusée allongée par troncons de cylindre,
le cbne qui précéde la tuyere reste inchangé gl@spour respecter une stricte
homothétie sur la hauteur, il devrait étre rendis ppointu’).

En revanche, si, dans notre tableau Excel, on neoéiifalement la conicité du
bas de la fusée (afin que soit respectée 'hnomietigénérale) la courbe d’évolution de
la série correctrice seldareste inchangée pour la fusée homothétique (Izengtsint
bien sar également ‘homothétique ment’” multipligsal proportionnelle a la hauteur)...

Sur le graphe ci-dessus, la fusée€de un peu plus ‘massique’ relativement a
I'aire de la tuyere, voit également sa série coriebaisser.
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PREMIERS RESULTATS PRENANT EN COMPTE LA
HAUTEUR DE LA COLONNE D’EAU

Nous allons nous limiter ci-dessous a des fusédsxde . Nous leur
imaginerons différentes Masses a Vide et nousaleserons a différentes Pressions
Initiales.

Dans les premiers calculs, ces fusées seront @mégaipar une tuyere standard
de21,7 mmde diamétre, mais nous proposerons une méthodetiant d’étendre ces
résultats a des fusées a tuyére réduite

Voici les vitesses de fin de propulsion d’'une fusée de0,1 Kgde Masse a
Vide lancée en milieu scolaire, ca® & relatifs de pression, selon le Quota de
remplissage en eau. On peut apprécier I'appora @liteur de la colonne d’eau (qui
fait passer la vitesse de la courbe bleu dense@ulde bleu sombre) et 'apport de
I'Impulsion due a l'air :

VFinProp Eau, Eau+Colonne, Eau+Colonne+Air,
fusée 1,5L, tuyére 21,7mm, 5 brelat, MaVide 0,1Kg, 300K
65
60 —— VFinProp Eau
Sans Colonne

55

—— VFinProp
50 Eau+Colonne
45

— VFinProp Eau
40 +Colonne+Air
35 T T T

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
Qeau

Nous avons ici choisi une température initiale’die tcomprimé de300 K.

Remarquons que I'apport de la colonne d’eau setiaatra peu prés constant
sur 'ensemble des Quotas d’eau initiaux.

La question peut alors se poser de savoir si garapvolue beaucoup en
fonction de la pression de lancement. Voila I'applerla hauteur de la colonne d’eau,
compte non tenu, ici, de I'impulsion due & I'&ft, pour les deux pressions extrémes de
5et8b:

8 Mais la prise en compte de I'lmpulsion due & l@@rfait que s'ajouter aux courbes de
propulsion aqueuse (avec ou sans colonne)

Impr. : 01/05/2008 14:23 Modif. :01/05/2008 12:2



Prop FaO0 et Tsiolkovski p 67 / 108

70

65

60

55

50

45

40

35

VFinProp avec et sans colonne d'eau pour 5et8 bre lat
fusée 1,5L, 0,1Kg, tuyere 21,7mm

— VFinProp Eau +

Colonne 8 brelat

Colonne 8 brelat

— Vfin Prop Eau +

/\ Colonne 5 brelat

VFinProp Eau Sans

Colonne 5 brelat

0.2

0.3 04 Qeau 05 0.6

Il'y a peu de différence entre les apports relalif¢a colonne d’eau a ces deux

pressions. Pour un remplissage en ead,4gar exemple, cet apport estt8 % aux
deux pressions et pour un remplissag®,8eil est de7,2 %...

D’autre part, on a peut-étre noté sur le graphega@nt (donnant la Vitesse de

Fin Propulsion Eau + Colonne + Air, a la pressien d) que le Quota d’eau optimum
pour cette pression semble étre Iégérement enukeded,3. Ce meilleur gain en
vitesse des fusées peu remplies en eau est-ilévpdafir les plus fortes pressions ? Le
graphe ci-dessous, établi cette fois en tenant tmd®wl’ Impulsion due a I'air, semble
I'attester :

90
85
80
75
70
65
60
55
50
45
40

VFinProp selon pour 5 a 8 brelat
fusée 1,5L, tuyere de 21,7mm, 0,1Kg

8 b relatifs

b relatifs

6 b relatifs

5 b relatifs

0.2

0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55
Qeau

L’idée vient naturellement de demander a notrestatdie calculer I'optimum

de remplissage en eau pour chaque pression initiale
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Optimum de Q eau selon Pinit et VFinProp a cet optimum
fusée 1,5L, MaVide 0,1 Kg

70 800

60 R + 700

+ 600
50 A

1 500
40 1

1 400
30

\ + 300
20

+ 200

Pinit (b relat)

101 1 100

VFinProp (m/s)

0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3
Qeau

Cette recherche de I'optimum Qr,, a été effectuée en s’en tenant a des pas
de Qeay de0,0025 Elle donne la courbe bleu dense, qui ne vaun, i, que pour cette
fusée del,5 L de0,1 Kg de Masse a Vide.

On peut noter la curieuse régression vers la gaocheles faibles pressions
initiales. Il faut dire qu’a ces faibles pressiolasmasse de I'eau devient un frein
véritable a I'élévation de la fusée®’.

La Vitesse de Fin Propulsion atteinte pour chaquet®d’eau optimum a été
également reportée sur le graphe. C’est donc ks%@ de Fin de Propulsion maximum
gue peut atteindre une fusée pour chaque Pressimbia. On constate gu’elle dessine
une courbe similaire a la courbe bleue. Attentaapendant : comme indiqué par le
segment fuchsia, a la pression 40 b relatifs let@d@au optimum est 0,1, ces deux
parametres produisant ensemble la vitesse de fimagpeilsion de 370 m/s (sur le
graphe, c’est le Quota d’eau qui détermine la ggesur la courbe bleue).

La conclusion que I'on peut tirer de cette simikades courbes est que, au
Quota d’eau optimum pour une Pression Initiale éenta Vitesse de Fin de Propulsion
est presque proportionnelle a la Pression Initiale.

% Si I'on se souvient que la force de propulsiotiate est 2 Stuy Pinit, on peut calculer que
pour 1 b de pression la force de propulsion est,diéN, alors que la masse totale a l'instant t &0,
quota d’eau de 0,225, est de 0,437 Kg ; ce quatiertes deux chiffres ne donne qu’'une accélérdton
16,9 m/s?, dont 9,81 sont d’ores et déja brllés pompenser la pesanteur. Si le Quota d'eau é&talt 8]
I'accélération totale serait réduite a 12,3 m/sht®,81 a retirer pour vaincre la pesanteur...
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C’est ce que montre cette nouvelle présentatiomreiases calculs, qui prend
comme abscisse la Pression Initiale quand les detigs paramétres sont en ordonnée :

Optimum de Q eau selon Pinit et VFinProp a cet optimum,
fusée 1,5L, MaVide 0,1 Kg
0,3 800
-+ 700
0,25
-+ 600
0,2
-+ 500
0,15 400
Q)
+300 E
01 | g
> [a
8 1200 £
o >
0,05
/ i 100
0 T T T T T T T 0
0 10 20 30 40 50 60 70 80
Pinit (b relatifs)

La courbe rouge est bien proche d’'une droite. Ootpte vue de la Physique,
on peut le comprendre en évoquant I'idée qu’ausdarla phase propulsive aqueuse, la
force de propulsion instantanée est proportionrgetibaque instant a la Pression
d’Ejection (2Pruy Stuy ) €t que cette Pression d’Ejection, pour varigpielle est durant
la propulsion reste quand-méme strictement prapuorelle a la Pression Initiale du
fait de la loi adiabatique :

Voy!
P =Po (V_(t)

C’est donc la variation du Quota d’eau a la redme’un optimum propulsif
qui déregle cette stricte proportionnalité (en rfiadt le rapport instantané,/ V) qui
tend a devenir plus fort lorsque I'optimisation@uota d’eau diminue celui-ci).

Quant a la phase gazeuse, nous savons que I'lmopusielle produit n’est
pas si loin de la proportionnalité avec la Pressiitiale (celle-ci doit y étre élevée a la
puissancd.,24)...
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Pour la Masse a Vide d2130 Kg des relevés rapides montrent la méme
quasi-proportionnalité :

VFinProp au Quota d'eau Optimum

VFinProp (m/s)

0 10 20 30 40 50

Pression Initiale (b relatifs)

Notons donc ce résultat totalement indépendanbtte démarche de
généralisation de la formule de Tsiolkovski :

Au Quota d’eau optimum, la Vitesse de Fin de Prsipal
est globalement proportionnelle a la Pressionalaiti

observation effectuée pour des fusée$,8d. et de0,1et0,130 Kgde Masse

a Vide.

Ceci étant, il faut préciser que, pour les pressimon usuellede calcul a
I'origine de cette courbe est quelque peu théorique

— d’une part parce que I'impulsion due a I'expufsite I'air est tirée d’une
formule que Bruce Berggren donne comme bonne esodesiel0 bars®®

—d’autre part parce que la vitesse de fin de psipnlatteinte pou?20 barsde
pression initiale est déja au-delas® Km/h, vitesse a laquelle on ne peut sans doute
guére négliger le freinage aérodynamique di a3‘air

Néanmoins, la lecture de ce graphe peut nous psqgae pour les pressions
usuelles dé& a8 b, le Quota optimum de remplissage d’eau est conepiti€0,25 et
0,28 C’est pourquoi nous allons a présent nous indéresssentiellement a la plage de
Quota d’eaus’étendant d€,24a0,34

Nous nommeronK agiancomp l€S Coefficients Adiabatiquestégrant :

8| précise : a simplified equation that shouldegaxcellent accuracy to pressures < 5
atmospheres, and good accuracy up to 10 atmospheres
87 A 40 b, la vitesse ainsi calculée de la fusée spaelle du son...
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-> I'action de la pression de I'air

-> le surcroit de pression a la tuyére da a la hautela colonne d’eau

—> et I'impulsion globale due a I'éjection de I'aialculée selon Bruce
Berggren).

Ces coefficients sont bien sir établis en référéneeVitesse d’Ejection
Initiale (due a la seule pression initiale de l@mprimé) et en référence au logarithme
du rapport de masse (au Quota d’eau choisi).

Les courbes du Coefficient Adiabatique Complet deardifférentes Masses a
Vide, dessine les courbes suivantes :

Kadiab Complet pour 7 b relatifs, 1,5 L et 290K

1,40 o=

g
< y = -2,3632x + 1,948
y = -2,2426x + 1,8812
1,30 ~.
\ y = -2,1492x + 1,8297
1,25
\\\\2 0746x + 1,7887
1,15 \\\\x
1,10

y =-2,0133x + 1,7551

K AdiabComplet

1,05

1,00 T T T T T
0,230 0,250 0,270 Qeau0’290 0,310 0,330 0,350

La courbe médiane, correspondant a la Masse aMife a été épaissie. Les
régressions linéaires proposées par Excel socha#s.

Nous avons I'idée de prolonger ces droites vedsdde, pour voir comment

elles se coupent. Et Ia, par chance ineffable, nonstatons que ces droites se coupent
en un méme point unique :
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Prolongement des régressions linéaires de K AdiabComplet
pour 7 b relatifs

14

13 ~

12 S

11 N

0,9

0,8 1

KAdiabCompIet

0,7

™~

05

V4

0,4 T T T T T T T
0,2 0,25 0,3 0,35 04 0,45 05 0,55 0,6

Qeau

Sur le graphe, nous avons dessiné ce point de amgénéral que nous
décidons de nommémyer.

Il se place a®ga,= 0,55 et auK adiabcomp 0,647.
L’existence de ce foyer est inespérée et promesidgdifications
appréciables ! En effet, la création d’un nouvespére centré sur ce point simplifiera

les calculs...

Nous ignorons si un tel point possede une sigtifingohysique, mais nous en
profitons pour aller de I'avant®®

8 Nous verrons que chaque Pression Initiale a smprerfoyer et que ces foyers sont trés
proches les uns des autres...
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Dans le nouveau reperd-X nous décidons de dessiner la courbe d’évolution
des coefficients directeurs de nos droites de sé@gre (selon la Masse a Vide). Cette
évolution (en fuchsia) est assez courbée :

Evolution des Coefficients directeurs des régressio ns linéaires

de KAdiabComplet pour 7 b relatifs
-1,95 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0,08 0,09 0,1 0,11 0,12 0,13 0,14 0,15

-2,05 /
2,1 /

-2,15
 =-43,619x? + 15,818 - 3,3011
-2,2
-2,25
23 /
235
-2,4

Notre divin tableur nous en propose une régregsitynomiale (en noir).

Nous allons utiliser cette régression dans lesutabpi suivent, mais une
simple régression linéaire n'aurait pas été réntdtaout en promettant des résultats
beaucoup plus simples. Nous devrons donc égalesmpttrer cette voie de la
régression linéaire...

(ce travall reste a faire)

Nous connaissons donc le coefficient directeuad@dression linéaire adaptée
a chacune des Masses a Vide et prenant acte duéatbutes ces droites passent par le
foyer ; il ne nous est donc pas difficile de béatie formule prédisant la valeur du
Coefficient Adiabatique pour toute fuséeldb L lancée a la Pression Initiale dé
relatifs.

Cette formule est :

K adiabcomp= 0,647+ —43,619 My?+15,818 My —3,3911} (Qeau—0,55

En voici la représentation (en bleu) pour les défifdes Masses a Vide en
comparaison avec les courbes nées de nos calaubs Pas (en rouge) :
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Critique de notre formulation de K adiab Complet pour 7 b relat selon
Masse a Vide de 85a 1459, fuséede 1,5L

1,40

1,35

1,30

1,25

1,20

K Adiab Complet

1,15

1,10

1,05

1,00

0,240 0,260 0,280 0,300 0,320 0,340

Qeau

Ce résultat, dont chacun peut juger qu'il est gréanieux qué % pres,
profite de toutes les chances que nous avons rggesrsur notre route.

Le méme travail de recherche de foyer pour la pyese6 b relatifs est
également couronné de succes :

Recherche Foyer pour 6 brelat

1,4
13
12

11

[y

0,9
0,8
0,7
0,6
0,5

04
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Ce foyer est trés légerement décalé par rappatuades 7 b de pression ;
Nous le localisons &ga,= 0,539 etK agiabcomp= 0,658

Comme précédemment pour la Pressioi Bedans le repere centré sur ce
dernier foyer, nous constatons que les coefficidmesteurs de nos droites de
régressions évoluent paraboliguement. Finalemenis dégageons I'équation prédisant
la valeur du Coefficient Adiabatique Complet poette pression Initiale d&b
relatifs :

K adiabcomp= 0,658+ {—39,937 My+14,523 My —3,1654 (Qeau—0,539

Cette équation produit les résultats suivants :

Critique de notre formulation de  Kadiab Complet pour 6 b relat selon
Masse a Vide de 85a 1459, fusée de 1,5L

K Adiab Complet

L =

o = = N

a1 o a1 o
I I I I

1,00 -

o5 4+—+-—+—+—"7¢+ - +————FF— —
0,240 0,260 0,280 0,300 0,320 0,340
Qeau

Ainsi qu’on peut I'observer, le défaut de précistences droites bleues est
inférieur al %...

Pour la Pression Initiale d&b relatifs, le méme travail systématique conduit a
la formulation suivante :

K adiabcomp= 0,635+ {— 47,206 MVZ +17,081*Myy — 3,6144} (Qeau—0,560

Ce travail systématique est également facilitd’parstence d’'un foyer aux
régressions linéaires du coefficient AdiabatiquenPlet pour cette pression.
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Voici d’ailleurs les trois jeux de régressions &irés pour les trois pressions de
6, 7 et8 bars relatifs :

Prolongement des régressions linéaires de KAdiabCompIet
pour , et 8 b relatifs

1,4

1,3 4

1,2 EEERNSS

1,1 N

0,9

0,8 1

0,7 4

0,6

0,5 1

0,4

0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5 0,55 0,6

Qeau

On note que si les foyers se tiennent dans uneassez resserrée ils ne
peuvent quand-méme pas étre assimilés...

Une confrontation générale des formules trouvées goaque Pression Initiale
s’'impose alors. Voici cette confrontation :

Pour6 b relatifs :

K adiabcomp= 0,658+ { —39,937 My? +14,523 My —3,1654 (Qgau—0,539

Pour7 b relatifs :

K agiabcomp= 0,647+ —43,619 My? +15,818 My —3,3911} (Qeau—0,59

Et pour8 b relatifs :

K adiabcomp= 0,635+ {— 47,206 MVZ +17,081*Myy — 3,6144} (Qeau—0,560

A part les coefficients provenant directement dedcisse et de I'ordonnée des
foyers (chaque fois un peu différents) ,on remaguecertains coefficients varient en
fonction de la pression ; c’est normal : si lesrbes dégageées par le calcul Pas a pas
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s’articulent bien autour du méme foyer, elles nguand méme pas le méme
coefficient directeur.

Une formulation générale découle de cette conftmmta

K adiabcomp= [0,647 + 0,011 (7-R)]+{ [-43,619+3,63 (7—R0)] May’
+[15,818 —1,279 (7-R)]Mav +[-3,3911 + 0,2245 (7-4R)]} (Qeau+ [-0,55 + 0,01 (7—
Pinit)])

C’est du moins la présentatisgnoptiquede cette formulation, car quelques
manipulations d’'usage la simplifient Iégérement en

K adiabcomp= [0,724 — 0,01 Pinii] +{ [~18,209 —3,6Pinii] Mav” +
6,865 + 1,279 Ri)] May +[—1,8196 — 0,2249mn]} (Qeau— 0,48 — 0,0Pmit)

...expression du Coefficient Adiabatique CompleRau est exprimé
enb relatifs

Dans la langue d’Excel, cela donne :

(0,724 - 0,011*Pinit) +(-18,209 - 3,63*Pini*Mav 2 + (6,865 +
1,279*Pinit)*Mav + (-1,8196 - 0,2245*Pinif) * (Qeau - 0,48 - 0,01*Pinit
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Voici le résultat de cette formulation généralei @gt notre formulation finale)
lorsqu’on I'applique a la Pression Initiale @é relatifs :

Critique de notre formulation finale de K  adiab Complet pour
6 b relat selon Masse a Vide de 85a145¢9, fuséed el1l5L

1,35

1,30

= = =
= pN) N
o o al

K Adiab Complet

=
[
o

1,05

1,00

0,240 0,260 0,280 0,300 0,320 0,340
Qeau

Voici I'application de la méme formule finale aPaession Initiale d& b
relatifs :

Critique de notre formulation finale de K adiab Complet pour 7 b relat
selon Masse a Vide de 85 a 145 g, fusée de 1,5 L

1,40
1,35

1,30

L
N
a

K Adiab Complet
L
N
o

1,00

0,240 0,260 0,280 0,300 0,320 0,340
Qeau
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...et a8 b relatifs de Pression Initiale :

Critique de notre formulation fingle de K  adiab Complet pour 8 b relat selon
Masse a Vide de 85 a 145 g, fusée de 1,5L

1,45
1,40
1,35
1,30
1,25

1,20

K Adiab Complet

1,15

1,05

1,00

0,240 0,260 0,280 0,300 0,320 0,340

Qeau

Toutes ces applications sont précises a moirisepres. On peut donc estimer
gue le Coefficient Adiabatique Complet peut éti@léanent tiré de la formule générale
encadrée ci-dessus...
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LANCEMENTS A 5 b RELATIFS EN MILIEU SCOLAIRE

1 Formulation simplifiée :

Dans les cas ou I'on s’en tient, comme souvent éieurscolaire, a des
lancements a la Pression Initiale5lb relatifs, I'application de la formule générale du
Coefficient Adiabatique Complet ci-dessus ne dguaedes résultats si mauvais (ils ne
dérivent guére que de5%). Mais il est guand-méme tentant de simplifietecet
formule pour ce cas patrticulier de cette presgidiale.

Voici la courbe du coefficient Adiabatique Compbeur une fusée de00g
lancée a cette pression sl relatifs :

1.30

Kadiab Complet pour 5 brelat

1.25

1.20

\

1.05

1.00

0.95

y =-1.9789x + 1.7088

0.23

0.25

0.27 Qeau 0.29 0.31 0.33 0.35

Excel propose une courbe de tendance qui nous tppdur cette masse de
0,1 Kg et lesb b relatifs a la linéarisation :

Kadiab complet= —1,979 Qau+ 1,709
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Voici le Coefficient Adiabatique Complet pour la mé pression scolaire mais

pour des Masses a Sec étageel85iga 145 g:

Kadiab Complet pour 5 b relat pour Masse a Vide de 85 a 145g,
fusée de 1,51L

1,30

] 0,085Kg 0,100Kg 0,115Kg 0,130Kg 0,145 Kg
125 ] \ \ \ l |
\i\\\b\L Il //
1,15
1,10
1,00
0,95 +— ,

0,22 0,24 0,26 0,28 Qeau 0,3 0,32 0,34 0,36

Apres lecture des courbes de tendance propose&xgalt nous construisons
une formule prédisant la valeur dgdKo compie :

K Adiab Comple =

1,678 1,92 + 5,09 (0,115-M)} Qeau+ 2,57(0,115-May)
...libellé synoptique qui se simplifie de lui-méme:en
1,97355- 2,50535 — 5,09 M)} Qeau— 2,57*May

Une simplification & vué® des coefficients numériques la transforme en :

1,95-{ 2,45 4,8 M\)} Qeau— 2,45 My

8 Nous la réalisons avec des curseurs qui agissetescoefficients numériques et donc
directement sur les droites noires qui sont nosltads.
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K adiab Complet pour 5 brelat selon Masse a Vide de 85 a 145g,
fusée de 1,5 L (CoefDir Linéaires/MaV)(

1,30
] 0,085Kg 0,100Kg 0,115Kg 0,130Kg 0,145 Kg

1,25 E \ \ , /

N
o=l |
=

K AdiabComplet

—

0,95 -7

0,22 0,24 0,26 0,28 0,3 0,32 0,34 0,36
Qeau

Cette formule abandonne la Masse a 0¢85 Kg mais elle a le mérite
d’étre assez simple...

Le coefficient Adiabatique d’une fusée 8& L “°lancée & la Pression Be
bars relatifs peut donc étre connu par la formule :

1,95 2,45 —4,8 May) } Qeau— 2,45 My

...avec une précision inférieurel®b6 pour des fusées d’une
Masse a Vide d6,1a0,145 Kg
Dans cet encadreé :
M av est la Masse a Vide &g
Qeavest le quotient du volume d’eau initial sur le vok
total du réservoir (souvent pris autourld®).

Rappelons que la fusée dd45 Kgemportant un Quota d’eau @£ posséde
un Coefficient Adiabatique Complet tres prochd’deité.

Quant aux fusées plus légéres lancées au méme Qaata leur Coefficient
Adiabatique Complet ne s’écarte guere de cettaivaleitaire.

® arborant des formes classiques, proches de cellEsbouteille de Pepsi de 1,5 L
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2 Formulation quadratique :

Afin de gagner en précision dans la méme quéteadhfiCient Adiabatique,
nous reprenons la méthode de la recherche du fitjisée plus haut dans ce texte. Les
droites de tendance annonceée par Excel se rejdigmgours en un seul point :

Prolongation des droites de tendance de KAdiabComp pour 5 brelat et
différentes Masses a vide

1,3

1,2

1,1
- Y 859
5
g 1
E 1009
s}
3 — 115
2 0,9 g
X

——130g
0,8 \ 145¢g
0,7 5
F X
0.6 : ‘ ‘ ‘ : : :
0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5 0,55 0.6
QEau

Les coordonnées de tmyerF sont0,52et0,675..

Finalement, nous dégageons notre nouvelle fornomaklle est :

2
K adiab compie = 0,655 +(=37,9 *May + 13,45 My —2,97)* (Qeau— 0,53
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Voici les résultats qu’elle produit :

Critique de notre formulation de Kadiab Complet pou r 5 brelat selon Masse a Vide
de 85 & 145 g, fusée de 1,5 L (Coef Dir Quadratiqgue /MaV)

1,30

1,25

1,20

1,15

1,10

K Adiab Complet

1,05

1,00

0,95

0,24 0,26 0,28 0,3 0,32
Qeau

0,34

Ces résultats sont satisfaisants, compte tenuitdgui nous avons cherché a
limiter le nombre de chiffres significatifs des ffagents numériques.

La formule donnant la valeur du Coefficient Adiaqae Complet (propulsion
due & I'eau, & I'air, et & la colonne d’air) ponedusée d&,5 L °** lancée & b relatifs
peut donc étre :

2
K agiab comple = 0,655 +(—37,9 My~ + 13,45 My —2,97)(Qeau— 0,53

...la Masse a Vide y étant expriméekan et le Quota d’eau représentant le
guotient du volume d’eau initial sur le volume tata réservoir.

L arborant des formes classiques, proches de cellEsbouteille de Pepsi de 1,5 L
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INFLUENCE DE LA REDUCTION DE TUYERE

Nous avons été amenés, lors de I'analyse de laifsiop de la fusée a eau, a
faire appel a un certain coefficiemt= pHe 25,y /M , coefficient évidemment
variable selork , le taux d’expansion de I'air comprimé.

Remémorons-nous I'évolution de ce coefficiersu long de la propulsion
d’'une fusée dé&,5 L plein goulot :

Evolution du coefficient Alpha selon E
0.18

0.16

0.14

0.12
0.10 \
0.08

0.06 -

0.04

0.02

0.00

1.0 11 1.2 Expansion E 13 14 15

Dans ce cas de fusée standard, la valearrdste donc assez faible et
inférieure 20,16

Imaginons a présent que nous dotions notre fusée duyere d’aire réduite a
la moitié de la section standafd Son diamétre est dord5 mm Appelons cette
tuyére del5 mmtuyéresubstandard

L'expressiona = pHe 2Sr,y /Mt nous indique alors que pour cette tuyére
substandard = 0,08constitue un maximum.

Reprenons I'équation (38 d). Elle donne la vitesé&in de Propulsion compte
tenu de la hauteur de la colonne d’eau (par uiitisade la somme de la série correctrice
ena) :

92 50it21,7 mm..
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(Equation 38d)

a E =1/ Qair
Urinprop= -gT + Vi Qair V2p J'de _— \Pe /(1- dE

M

La présentation ci-dessous est plus intéressante :

a E = 1/ Qair -
u:inPrOp: -gT + Vi Qair \/2p doE= 1 \/PE dE
V1-a Mg

Elle permet en effet de degager l'influence instage de la série correctrice.

Cette influence est une pondération, a chaquenhsparl/x/l —a

Il est alors avantageux de constater que pouralesins dex faibles /1 +a
est assimilable & +a/2!

Donnons de cette assimilation quelques exemplegnques en prenant par
exempled,1 comme hypothése de base pour la valeur maxiceet>) :

Poura = 0,1, /1 +a=1,048

Poura =0,08 , 41 +a=1,039

Poura = 0,05, \[1 +a = 1,0247

Poura = 0,025 \/1 +a=1,0124

Au niveau de précision que nous recherchons, onhdmee bien écrire pour les

tuyéres de section moitié de celle de la tuyenedstal de21,7 mmde diametre soit de
diametre inférieur &5 mm:

\1+a =1+ 2%

Cette transformation n’est, au demeurant, rienldg gu’une linéarisation de
la fonction racine, puisque, aux alentours de t&jrgette fonction posséde une pente
1/2...

% Nous ne considérons que la valeur maximura,d&ant acquis que lorsque cette variable
évolue vers des valeurs plus faibles durant lagopaspulsive de la fusée, nos constatations satren
plus légitimes...

% Pour les tuyéres de section moitié de celle deykre standard de 21,7 mm de diamétre soit
de diametre inférieur a 15mm.
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Reportée dans I'équation de la propulsion, ceteaiation del/+/1 —a &
1 +a/2 compose :

a E =1/ Qair
L g (1+a/2) VPe
UFlnProp = -gT + Vi Qair V2p J.de E=1 1ta2 \/PE dE

hé

Elle est tres profitable car elle va nous permetéacinder I'intégrale de la
formule (38 d) en deux parties :

—>Un premiére intégrale qui ne dépendra pae det qui n’est autre que
I'intégrale résultant de nos travaux ne prenantgpasompte l'influence de la colonne
d'eau :

a E = 1/ Qair
Vanir\/ZT’ de E= 1 VP dE
M

—>et une deuxiéme intégrale, complétant la premagrerésume a elle seule
I'influence de la hauteur de la colonne d’eau :

a E =1/ Qair
Vi Qair \]27) Jde - M_ dE
M

La vitesse de Fin de Propulsion est donc la sonerg@ et de ces deux
intégrales :

UFinprop =
-gT + [Vf Qair \/Z_p ] ISans Colonnet+ 1/2[Vf Qair \/Z_p] _[Inﬂuence Colonne

(nous avons ici sorti & de I'intégrale, on verra pourquoi tout a I'heure)
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Critique de cette assimilation :

Analysons d’abord les erreurs relatives que procktie linéarisation “autour
dea = 0" pour desa plus petits qu®,08(nous considérons donc ici que la réduction
de tuyére commence a la tuyérelemm, que nous nommons tuyésebstandard®) :

poura = 0,08: erreur de- 0,25 %
Poura = 0,06: erreur de- 0,14 %
Poura = 0,04: erreur de- 0,06 %

On voit que ces erreurs sont assez faibles (d’aptas que leur sommation
sera pondérée par le coeffici€nb).

Autre linéarisation de 1/\/1 —a

Mais on peut songer a une meilleure linéarisat®oette fonctio/A/1 —a .

En effet I'évolution dex se produit principalement autour @@®6 (et non de
Zéro) pour les fusées a tuyere réduites (allata tleyeresubstandardh la tuyére de
11mm).

Une linéarisation “autour d@,06’ peut donc apparaitre comme préférable.

Le graphe ci-dessous image mieux les choses :

En rouge y apparait la courbea/1 —a et en bleu la linéarisation “autour
dea = 0" de cette courbe (soilt +a/2).

Linéarisation de 1/ Racine[1-alpha]
1.05

1.04
y = 0.5488x + 0.9986

1.03 /
1.02

1.01

1.00

0 0.01 0.02 0.03 0.0 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

4
Alpha

La plage dex maximum que nous visons (réduction de tuyere déiénoi
jusqu’au quart) est limitée par les deux vertictlesies claires).

% Rappelons qu’une tuyésmibstandardest une tuyére de section réduite a la moitiéde |
section standard de 21,7mm.
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Le segment noir montre la linéarisation sur ceftge (soit “autour de
a = 0,06") proposée par Excel qui en affiche égalemerguition :

L’erreur commise du fait de cette linéarisationldg 1 —a “autour dea =
0,06 est minime. Elle est :

poura = 0,08 , de - 0,007 %soit7 cent milliemesen moins)

Poura = 0,06 , de + 0,010 %soit 1 dix millieme en plus)

Poura = 0,04, de - 0,007 %

De plus ces erreurs, tantot positives, tantot mégmtpeuvent s’annuler en
partie dans leur intégration.

Tout ceci est tres facilement admissible, maisareerne que les valeurs
maximums de la variablke durant la phase propulsive (pendant la majeurttepde la
phase propulsive). Pour les valeurs plus faiblela dariablea , en toute fin de
propulsion, la prorogation de cette linéarisatiantour dea = 0,06”entraine des
erreurs plus grandes, puisquese situe alors en dehors de la plage pour lagbztel
a concu cette linéarisatign= 0,5488 + 0,998a : Cela produit une erreur maximum de
- 0,14 % (poura = 0) : on apercoit la droite correspondant a qatbeogation en violet
sur le graphe ci-dessus.

Les erreurs de calcul qui découlerait de cetteggation lors de I'intégration
pourraient étre jugées acceptables du fait qu'ekeuchent 'intégration que sur une
plage finale trés courte de 'Expansion (disond d&a1,50dans le cas d’'un Quota
d’eau d’un tiers et pour notre réservoirldb L a la silhouette déja évoquée).

Cependant un scrupule d’ingénieur nous poussesepgn’il vaut mieux un
résultat moins précisiais dont on peut connaitre le taux de précision.

De ce point de vue de I'ingénieur, il est donc @ralble d’envisager, comme
ci-dessous en jaune, une linéarisation passamepaoints :

(0;1) et 0,08; 1/4/1 — 0,08)
La courbe illustrant/A/1 —a est toujours en rouge.

La droite jaune d’équation= 1 + 0,53215 est donc notre nouvelle
proposition de linéarisation :
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Linéarisation de 1/ Racine[1-alpha]

1.05 ]

/

1.04

1.03

1.02

1.01

1.00

0 0.01 0.02 0.03 0.0 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

4
Alpha

L’erreur maximum gu’on commet en s’appuyant sutecdtoite plutot que sur

la fonction exactd/+/1 —a se produit aux alentours de= 0.04: Elle est d&,065 %

Plus important, toutes les erreurs commises areestint de méme signe
(aucune erreur ne corrige donc une autre) ; laicakt certes moins précis, mais en
revanche on est certain que I'erreur que cettatisation entraine sur I'intégrale est
inférieure a0,065 % (puisque dans la sommation de l'intégrale, chagsede calcul
est entaché d’'une erreur maximumGg@65 %0).

Nous allons donc adopter cette assimilatiorl/dél —a ay=1+0,5321%,
assimilation qui ne produit qu’une erreur maximua®@65 % sur la Vitesse de Fin de
Propulsion.

Nous pouvons donc écrire :

a E =1/ Qair

UFinProp = -gT + Vi Qair \/Z) j

deE=1

(1+0,53215x) VP

dE
M

Cette assimilation va nous permettre de réalisec auffisamment de précision
la scission de I'intégrale de I'équation (38 d)Wlgpp €n deux partitions :

=> la premiéere partition, rappelons-le, est une irgtigqui ne dépend pas de

a , et n'est autre que I'intégrale résultant de tn@gaux ne prenant pas en compte
I'influence de la colonne d’eau :
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a E =1/ Qair
Vanir\/Z’ de E=1 ﬂ_ dE
M

=>» la deuxieme partition est l'intégrale qui résunala seule I'influence de la
hauteur de la colonne d’eau :

a E =1/ Qair
Vanir%LeE:l 0.532150 VPe_ 4
eVl

La somme de ces deux partitions et-d& donnant bien sUYrinprop :

UFinProp ~

—gT + [Vf Qair\/Z_p ] ISans Colonnet 0,53215[Vf Qair\/Z_p ] Ilnfluence Colonne

Voici la partie de notr& ,giapqui €st due a la seule colonne d’eau (et donc a la
deuxieme partition de I'intégrale), ceci pour unséde dé®,1 Kg, dotée d’'une tuyere
substandardle15mm et lancée a la pression initiale dé relatifs :

Kadiab d( ala seule colonne d'eau, brelat
0.016

0.015

0.014 \\\
0.013

o
]
(]
n
g \
£ 0012 <]
[e]
3 \
2 o011 \
e
]
X

0.010

0.009 : : : : :

0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 05 0.55 06

Quota d'eau

On voit que 'apport de la colonne d’eau sur le ficent Adiabatique est
assez faible : de I'ordre de3 % (si I'on considére pour simplifier que Keygian tourne
toujours autour de I'unité) : Ceci est di au faie aqnotre fusée posséde une tuyere
substandard d&5 mmde diametre (rappelons que le coefficient instadgeest égal a
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p He 2S.y /M ) (une fusée a tuyere standard aurait donc urficieett instantané.
double).

D’autre part, on remarque sur la courbe que pl@@ueta d’eau est grand et
plus I'apport de la colonne d’eau sukggian (et donc sur la Vitesse de Fin de
Propulsion) est faible. Sans doute parce que splugegrande quantité d’eau augmente
la hauteur de la colonne, elle augmente encorelplomsse d’eau emportée, ce qui nuit
a l'accélération et donc a la presstymamiquegu’elle génére a la tuyere ...

Cet apport de la colonne d’eau varie-t-il beaucselpn la pression de
lancement ?
Le graphique suivant montre que non :

Kadiab Colonne d'Eau Seule, pour5, 6, 7 et 8 brel at,
fusée 1,5L, tuyére 15mm, MaV 0,1 Kg

0.016

0.013

0.011 \\\\\\\\\\\\\
0.008 T T T T 1 T

0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6
Qeau

Imaginons a présent que nous dotions une fusée diyere d’'aire réduite
d’un facteurR; par rapport a cette tuyere substandardisem.

La rédactiorp He 2Suy /M« dea nous indique que, tout au long de la plage
d’intégrationa sera pondére par ce coefficiét. Cette constance dans I'actionRle
nous autorise donc a le sortir de l'intégrale :

(Equation 38 e) (pour les tuyéres de diamétreigfiéa 15 mm)

UFinProp =
aE =1/ Qur AE=1/@r
-gT + Vi Qair V2p Jde . \/EE - dE + R V¢ Qair V2p J.de el EME_ dE
M Me
avec :
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R; coefficient de réduction de I'aire de la tuyereéatir
de celle de la tuyérsubstandardle 15 mm)

asub= p He 2Sr,y /M« dépendant de la géométrie du
réservoir et de la Masse a Vide et calculé avec le
diamétrel5 mmde la tuyere dite substandard

Ceci nous prouve qu'avec une précision assez grimdleience de la
réduction de tuyere pourra étre linéarisée a paesrcalculs effectués avec la tuyere
standard...

Il nous semble donc avoir suffisamment dégagé ia &e la prise en compte
de la réduction de tuyére sur la propulsion deis&é.

Bernard deso Mavrs |
Le 01/05/08

NOTES DIVERSES:

NOTE SUR LA VALEUR DE NOTRE COEFFICIENT ADIA BATIOQUE
POUR LES QUOTAS D’EAU QUASI UNITAIRE (volume d’air comprimé

presque nul)

Dans ces cas trés particuliers (et nullement usoalpresque tout le volume
de la fusée est occupé par I'eau, certaines siicgtiibns apparaissent :

La masse instantanéd + p V; (1-Qair E) de la fusée pouvant étre considérée
comme constante et trés prochele pV; pendant la tres courte Phase Propulsive,
I'integration deUrinprop S€ ramene, si I'on se réfere a I'equatiena page 11 qui
précede juste I'’équation (39) dans notre texte, a :

a EadiabMax

Vi Quir\/2p. A (P + 1P)E - 10° g

M+ pr

deE=1

Pinit €tant ici exprimeé sous la racine Rascals relatifs!

L Pinit+ 14 (/)
La borne supérieuradiabmax vaut(L)

Torom , Pinit devant y étre

exprimé erb relatifs.

Cette borne supérieure n'ayant d'ailleurs pas on@é tres simple, on peut
méme se demander si dans ce cas non usuel trigsifparon ne devrait
pas tenter l'intégration en utilisant tout simplemia variable de la
Pression Instantanée. Nous ignorons si cette wbietdisable...
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L’intégration libellée ci-dessus est assez compléxeotre niveau, elle semble
étre justiciable d’'un développement en tant quérie de Newton généralisé,
développement permettant son intégration sous foforee série.. >

Mais une intégratiographiqueest aisée.

Voici ce que notre divin tableur indique pour I'éwon de la quantité sous le
signe de l'intégrale :

Evolution de la quantité a intégrer

2,54

1,5 A

0,5+

T T T B —

0,5 1 15 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5

Expansion

De fait, lorsque I'expansion valit(au début de la propulsion) cette méme
guantité vaut la racine de la Pression initialel(ars relatifs), soit pour leg bars que
nous considérons i@,64...

A mesure que 'Expansion progresse, cette racirfiaitsée plus en plus faible
jusqu’a zéro.

L'intégration de la surface décrite par la courlab claire ci-dessus a donc,
I'ceil nu, comme ordre de grandeur,1*3,5soit~ 3,9 Effectivement, Excel donne pour
I'intégrale la valeur d&,768

, . . Vi Qar\2 e . "
Mais elle est pondérée paﬁ\%'rp\\%, guantité fixe qui tend vers la nullité

(sous l'influence d€ai).

La Vitesse de Fin de Propulsitlinpropen ressort comme valant :

Vi Qair \/ Zé

UFinPropz 3,768 M+ pV

% Voir a ce sujet notre texteQuelques intégrations mathématiques spéciales pgsrde la
masse volumique équivalentau lien http:/perso.numericable.fr/fbouquetbe63/gomarsintaib_db.pdf
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Ce résultat est & comparer a la vitesse de Tsiski@ondérée comme il se
doit par notre Coefficient Adiabatique :

UFinprop= Kadiab VjectinitLN [1 + MEaqueo{(M‘FPVf)]

M eaugject€tant la masse d’eau €jecté durant la Phase Brop@tM,
comme toujours, la Masse a Vide de la fusée
et(M+pVs) étant la Masse a Vide de la fusée (nous en paalons
I'instant).
Notons en effet que nous avons assimilé ici immédiant la Quantité d’eau
qui reste dans la fusée en Fin de PropulsipWgpuisque la masse d’eau éjecté reste
toujours tres faible devant la somme de la MasSecaet de I'eau résiduelle)

On peut donner a la Vitesse d'éjection initiale/akeur /2Pn/p |
(expression oy, doit étre exprimé eRascals!)

Pinit+1)(1/ v)

... et a la masse d’eau éjectée la sierpi QA"[( oo
relat

—1] (expression

ou Py,i; doit étre exprimé eBars relatifs 1) ¥’

Cela confere a la Vitesse de Fin de Propulsiomitige :

Pinit+1y1/)

Urinprop= Kagian \[2Pri/p LN [1+pViQuel (5, =) =1/(M+pVy)]

Pour les7 bars relatifs que nous accordons ici a la Pression Initialdecet
égalité devient :

1/
Urinprop= Kadiab \[14*10%p Ln[1 +pViQar[(8) ' —1/(M+pVy)]

Ce libellé est a rapprocher de celui que nous agbtenu par I'autre voie :

V ir'\[ 2
Ukinprop™ 3,768M

M+ pr

Ce qui conduit apres quelques simplifications &mpréciables a cette valeur
de~ 0,42du Coefficient Adiabatique pour ces Quotas d’eaasgunitaires (ici pour la
Pression Initiale d& b relatifs). Cette valeur d& aqgiap €St d’ailleurs indépendante de la
Masse Volumique du fluide éjecté et bien slr dut®uieau choisi, pourvu qu’il reste
proche del...

9 La quantité sans dimension élevée & la puisshiyoeprésente I'Expansion de l'air
comprimé jusqu’a la Pression Atmosphérique, etut fui retirerl pour avoir le gain de volume de cet
air.
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On peut trouver cette valeur @gl2trés proche de l'unité. L'explication de
cette proximité est donngdus hauta la page 25.

NOTE SUR LA PRISE EN COMPTE DE LA TRAINEE
DANS LE CALCUL DE LA VITESSE DE FIN DE PROPULSION

On a coutume de négliger le freinage atmosphédans le calcul de la
Vitesse de Fin de Propulsion ; cette option esivéetpar le fait que, la phase
propulsive étant extrémement breve, le freinagespinérique n'a guere le temps de
s’exprimer C-a-d que si la Trainée existe bien, elle n®lpaemps de provoquer une
significative perte de vitesse.

Pour se convaincre de la validité de ce raisonngrarpeut réaliser le calcul
par exces d’'un freinage occasionné par la Traireéemale agissant sur la totalité de la
Phase Propulsive :

Ce freinage par excés produirait, sur une fusépaage légere comme sa seule
Masse a Vide, une accélération de :

[1/2 Pair SCXVFinPropz] I Mavide

Cette accélération agissant au long de la PhageiBiee deT secondes
occasionnerait une perte de vitesse de :

[1/2 Pair SCXVFinPropz] T / Mavide

Sur les bases d’une Vitesse de Fin de Propulsi@®ae/s d'une Masse a
Vide de0,1 Kg, d'unCx de0,4, une telle perte de vitesse par Trainée s'éléveoair
une fusée d&,5 L% a seulemer®,3 m/s soit, en pertes relativésé %...

Dans la realité des choses, la Trainée s’exprintegment surtout sur la fin
de la Phase Propulsive (aux plus grandes vitessEme sur une durée nettement moins
longue) et sur une masse significativement plu® fgue la Masse a Vide, ce qui
minimise grandement ce chiffre 8¢5 %. Notre tableau donne ainsi pour ces
paramétres de vol seulemén87a0,57 % de pertes relatives par Trairnée soit
seulemenb a10 % des6,6 % avanceés ci-dessus (ces perte§,8#a0,57 % sont
calculées selon la méthode s’arrémmtpremier ordreque nous énongons a présent).

Pertes de Vitesses par Trainée en phase aqueuse :

Un travail analytique s’en tenant ptemier ordredes pertes de vitesse de Fin
de Propulsion par Trainée est realisable ; il sdasi utiliser, pour la détermination de
la Trainée par la formule classiqug¥SCxVy?, la vitesse instantan&g; calculée
sans prise en compte de la Trai(s@a le modéle de notre etudlenendement
Atmosphérique a la vitesse de Tsiolkoyskir les fusées a fuC-a-d que I'on évalue
la Trainée d’aprés une vitesse qui ne tient pagpt®ae cette Trainée.

% d'un diametre d&,3 cm
% en référence a la seule vitesse de propulsionuseueffet de la colonne d’eau compris),

selon la Masse a Vide, la Pression Initiale étaglée pour produire cette vitesse aqueuss0da/s..
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Au demeurant, cette facon de s’en tenir au preorgneest une méthode
classique chez les ingénieurs dés lors qu’ils aorénés a juger que I'objet de leur
recherche (ici la Perte de Vitesse par Trainé@uadeffet sur le phénomene principal
(la Vitesse de Fin de Propulsion, qu’elle diminire@ement de quelques % patro-
action). Dans notre cas la justification de cette méthsmtait celle-ci :

Certes la Vitesse Instantanée prise alors comnefmasg le calcul de la
Trainée n'est pas exacte, certes également elieadstque instant portée au carré dans
le calcul de la Trainée (une erreurldé sur cette vitesse se traduisant donc par une
erreur de~ (1 %)?, soit~ 2 % sur la Trainée) mais cette erreurd# ne concerne
gu’un phénomeéne intervenant pour moinsd.dé sur la Vitesse de Fin de Propulsion :
cette derniére n’en est alors touchée que pout 2 %, soit0,02 %, ce qui est tout a
fait acceptable !

Nous avons collecté les valeurs de ces Pertestdsséipar Trainée pour une
fusée type d&,5L deCx 0,45lancée a trois quotas d’eau, pour des Pressidiedn
de®6, 7 et8 bars relatifs :

Pertes de Vitesse (m/s) par Trainée
selon Q Eau
en Phase Propulsive Aqueuse (eau + colonne)
0,085
0,45 1 0,100
2 9401 0,115
£ T 7 b relat
v © ] 0,130
L © 0,35
= T 1
g ] ——0,085
FE
55 0% A 0,100
% % 0,25 1 —A—0,115
Q
£ 9 —5-0,130
= 2020°
v £ Y
8 — 0,085
Q
5 015 —5¢0,100
0,104, : : : : : ‘ ‘ : : A—0,115
0,25 Qea 0.3 0355 0,130

On remarque que les fusées de plus faibles Maga#ease placent en haut sur
le graphe. A la réflexion, elles ont bien deuxaisd’afficher de plus fortes pertes par
Trainée :

—>possedant un meilleur Rapport de Masses, ellagrate une Vitesse de Fin
de Propulsion plus importante et sont donc soumnisee Trainée plus forte

->leur Trainée instantandey agissant sur une madde, moindre, la
décélératio /M ) en est plus sensible a chaque instant...
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Une mise en équation simplifiée des courbes citdess parait pas trop
difficile ; ce pourrait étre I'objet d’'un autre tail.

Remarquons d’autre part que dans cette premiérecpgprimordiale le SCx
intervient a chaque instant comme un facteur comnoenproduitSCx pourra donc étre
extrait et présider a I'équation dégagée.

Toujours a propos du graphe ci-dessus, on peuteregeée ces Pertes de
Vitesse par Trainée ne représentent qu’un pourgertajours nettement inférieur a
1 % de la Vitesse de Propulsion Aqueuse (eau + cojoeda signifie que leur prise
en compte (par soustraction a la Vitesse Aqueus#jaduira qu’'une erreur inférieure
20,02 %' ...

Un autre renseignement de poids est que, sur pbgraes Pertes de Vitesses
péchent par excéd' ...

Pertes de Vitesse par Trainée en phase gazeuse :

Reste que I'on n'a pas encore tenu compte desspdetgitesse par Trainée qui
interviennent durant la Phase Propulsive gazewse'éection de I'air résiduel).

Comment estimer les pertes par Trainée durant Redfgulsion Gazeuse ?,
sachant que cette ultime phase propulsive n'estumde nous qué&rfaitairement par
son Impulsion totale...

Ce que I'on sait en effet c’est simplement que diucatte phase gazeuse la
Vitesse Instantanée de la fusée va passergdao/Aqueuse a une valeur augmentée du
quotient de I'lmpulsion sur la Masse a Vide...

Malheureusement, entre ces deux valeurs, on npasaiuelle est I'évolution
de la Vitesse Instantanée de la fusée, Vitessaritaiée dont la connaissance nous est
nécessaire pour intégrer la Trainée...

Mais I'on peut néanmoins se proposer un calcuegaésqui calculerait
I'impact de la Trainée sur une fusée ayant feraiu I’

—> avec sa vitesse maximuisoit la Vitesse de Fin de Propulsion Aqueuse
+Gazeuse)

- pendant toute la durée de cette propulsion GaZedoseée poud,05 “par
Dean Wheeler dans le cas des fugdeis goulotde1,5L) :

Considérons ainsi une fusée a ead 8el, 0,1 KgdeMasse a Vide lancée a
7 b relatifs avec uiQuota d’eau de0,33et ayant acquis de ce fait une vitesse de
~ 58 m/sau terme de sa propulsion aqueuse (en comptafiténce de la hauteur de la
colonne d’eau) ; a ce moment elle recoit 'impufsdue a la décharge de I'air qui
accroit sa vitesse del8 m/s, cet accroissement de vitesse s’étendant supénede
tres breve de,05’.

190 ainsi que nous I'avons déja dit. En fait la pesecompte des Pertes par Trainée fait
passer I'erreur de moinsld% a0,02 %.

101 ce qui veut dire qu’en réalité les Pertes de $iégsar Trainée sont trés légérement plus
faibles.
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Si I'on consideére gue la Trainée atmosphériqueiadrla fusée sur la base de
cette vitesse maxi d&8 + 18 =76 m/set ceci pendant toute la durée de la propulsion
gazeuse(,05"), le calcul donne comme perte de vitesse durdte seule durée
4,3 m/s

Ce chiffre représente donc la borne supérieurddegs par Trainée en Phase
Gazeuse. C'et4 % de I'apport due a la Propulsion Gazeuse.

La borne inférieure des mémes Pertes peut d'aillégalement étre déterminée
en prenant cette fois-ci comme vitesse celle dutddd la Propulsion Gazeuse (a savoir
ici 58 m /9. Les pertes de vitesses descendent al@rs /s soit14 % du gain créee
par I'éjection de l'air résiduel...

Ces chiffres d@,5et 4,3 m/ssont donc les limites des Pertes de Vitesse par
Trainée a attendre durant la phase gazeuse ! @elesit donc assez importantes et en
tout cas plus que les Pertes par Trainée durdtitdae Aqueuse (en comptant dans
celle-ci I'effet de la colonne d’air). Ceci est dii fait que durant la propulsion gazeuse
la fusée est tres légeére : I'accélératigoroduite par la Trainék, tirée de la loil =
Mav Y , est alors tres forte...

Ce freinage atmosphérique rapide d’'une fusée Edusa masse minimum
promet d'ailleurs d’écourter pareillement la phdsanontée balistique de la fusée
puisque, durant cette phase, c’est bien sur la d@aséde que s’appliquera la
Trainée...

NOTE SUR LA MORALITE DE L'EFFET PROPULSIF
DE LA COLONNE D'EAU

Il peut apparaitre curieux a nos lecteurs les iplustifs que I'accélération de
la fusée puisse produire en retour un complémexaicélération. Il y a la une sorte de
génération spontanée de force propulsive, une pha#tion indéfinie de celle-ci.

Réfutons en premier le raisonnement qui consistanaenser que
I'accélération produit de I'accélération et ainseduite(ce qui laisserait entendre que
la fusée va ainsi par auto-acceélération augmend&finiment sa vitesse) : nous avons
assez prouvé dans ce texte que I'appoint de priopuli€l a la mise en pression de la
colonne d’eau par I'accélération n’est gu’une fi@ctle la propulsion par pression
hydraulique et que, si cet appoint produit lui-mé@meappoint de propulsion,
'importance de ces appoints diminue a chaque pda teflexion (la série infinie des
appoints formant une suite rapidement convergente).

Mais il n’en reste pas moins qu’on peut ressematinime génant que l'inertie
du liquide embarqué (cette inertie qui est unedaésistanfeproduise d’elle-méme un
effet moteursans consommation d’énergie, donc) : nous avarsdravé en nous un
certain sentimennoral qui veut que toute accélération ne peut se predjirau prix
d’'une dépense d’énergie...
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Considérons une fusée animée d’une accélératidra colonne d’eau de
hauteurh existant au-dessus de la tuyere subit, si onaidere entrainée par la fusée,
un surcroit de pression a la tuyéreygh , du fait de I'accélération .

Ce surcroit de pression génére un surcroit de fonaqgulsive qu’on peut
quantifier classiquement comPSy,, ' , c-a-dici:

Surcroit Force Propulsive= 2yph Sy .
C’est ainsi que nous avons raisonné jusque-Exd en considérant que la

colonne d’eau fait partie de la Masse d’eau eng&in
par la fusée).

Or, si I'on reconnait danghSr,y la Masse de ladite colonne d’eau, on peut
aussi également lire dans le prodtyiphSryy le double de I'effort opposé a
I'accélérationy par l'inertie de la colonne d’eau !

Et retirer cet effort résista@yphSr,y, équivaut a ajouter un effort moteur
2yphSr,y. comme nous l'avons fait jusque la...

Cela revient a dire que la moitié de I'effet pragibpporté par la colonne
d’eau peut étre considérée comme une compensaiBnptise en compte de celle-ci
dans la masse d'inertie de la fusée

En effet, si le fond du réservoir recoit bien dmli embarquée une poussée due
a son inertie (c’est ce fond qui entraine I'ealiaecélere)(voir la symbolisation de
deux triangles de forces élémentaires ci-dessong)e peut prétendre que I'eau de la
colonne surmontant la tuyere exerce une quelcoadji@n sur ce fond (la tuyére étant
par définition une absence de fond) :

=
\

192 Nous avons vu que cette formulation considérel'aire de la surface libre de I'eau est
beaucoup plus grande que celle de la tuyere...
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La quantitéyphSr,y , moitié du surcroit de force propulsive di adoonone
d’eau est donc une correction d’'une mauvaise intjputale la masse d’inertie de cette
colonne d’eau (imputation de la colonne d’eau damdasse d’Inertie Instantanée de la
fusée alors qu’'elle s’en différencie par le faitedje n’est pas accélérée par le fond de
I'engin et peut donc peut rester sur place).

Mais cette différence d’'imputation n’explique gaenhoitié du surcroit de
propulsion dd a I'inertie de la colonne d’au : d\dgant I'autre moitié, autrement dit
cette autre moitié a-t-elle une signification lagg?

Hé bien nous le pensons. Mais cette significatgirpkus difficile a illustrer.
Disons simplement qu’en régime hydraulique (nofescéfions nos calculs en utilisant
I'équation de Bernoulli pour les écoulements stataires) tout débit d’éjection a la
tuyére crée une aspiration du fond vers le haus (N&vant de la fusée). Cela fait I'objet

de notre textéa Partie cachée de la Force
http://perso.numericable.fr/fbouquetbe63/gomars/mach_f{.pdf

En effet, quoique I'eau de la fameuse colonne itepas entrainée par le fond,
elle n'assure sa sortie de la bouteille que prasesde mouvement du reste de I'eau et ce
mouvement crée de fait (ceci est expliqué daneriekte cité a I'instant) une deuxiéme
partie de la force (égale a la premiére), un doubld de la force propulsive, donc...

NOTE SUR L'APPLICATION DE LA FORMULE DE T SIOLKOVSKI
AUX FUSEES A DEBIT MASSIQUE VARIABLE

Nous avons fait mention, dans le courant de lagmtésétude, du fait que,
contrairement a ce qu'’il est frequemment avanciriaule de Tsiolkovski peut trés
bien étre appliquée a des fusées dont le débiteisible.

Dans notre autre textdihendement atmosphérique a la fameuse formule
de TsiolkovskKi nous démontrons par I'image que deux fusées aseitd'gjection égale
et constante atteignent la méme vitesse a l'isslewt phase propulsive, méme si leur
débit est différent ou méme variable durant la ptsipn*®®

Témoin ce graphe tiré dudit texte et illustranplease propulsive de deux
fusées de méme durée de propulsiais dont I'une fait montre d’'ucoup de reirdans
le début de sa propulsion (par augmentation dut,d@éhbis toujours & Vitesse d’Ejection
donnée) quand l'autre s’en tient & un débit d'épactonstant (& la méme Vitesse
d’Ejection donnée) :

193 Dans le champ de gravité terrestre, il faut cependue la durée de leur Phase Propulsive
soit égale, mais on peut s’affranchir de cette tmmdsi I'on ne s’'intéresse qu’au gain de vited§ea la
propulsion...
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Comparaison des Vitesses Instantanées : avec propulsion a coup de
rein de départ et sans coup de rein

120
—— Vitesse avec
Coup de Rein
100 (avec trainée)

/’ — Vitesse de
80 Tsiolkovski

T (sans trainée)

% 60 | Vitesse de
g Tsiolkovski
corrigée
40 -
—o— Vitesse "le Vol
de la Fusée"
20 -
— Vitesse Sans
0 +# w w w \ Coup de Rein
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 (avec trainée)

Temps

Ci-dessus la vitesse nomméigesse de Tsiolkovski (sans trainés) la vitesse
calculée selon la fameuse formule du grand hommrec(dans prise en compte de la
Trainée atmosphérique) ; les autres vitesses ene Trainée.

La vitesse rouge (vitesse réelle ou du moins cécali mieux) est cachée par
la vitesse jaune. Cette vitesse jauneyiasse de Tsiolkovski corrigéest une
proposition de prise en compte de la Trainée qus aggumentons dans le méme texte.

Le débit correspondant a ce que nous avons appe@éup de rein de départ
est de3 fois le débit moyen (calcule p&@/T) et ce coup de rein dués2fois T le temps
total de propulsion, c-a-d que le coup de reirisatiles6/10**de la Masse d’appui
pendant le@/10°™de la durée totale de propulsiti.

A titre de contre-expérience, on peut alors s'ggéer I'historique de
propulsion suivant, ou un coup de rein est donniénete propulsion :

194 Ce qui permet de trouver le débit hors coup dereiest la moitié du débit moyen ; ce
deuxiéme régime dui@8T...
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Comparaison des Vitesses Instantanées : avec propulsion a coup de
rein de départ et sans coup de rein
120
—— Vitesse avec
Coup de Rein
100 (avec trainée)
—— Vitesse de
80 Tsiolkovski
(sans trainée)
[0}
@ 60 A Vitesse de
-‘% Tsiolkovski
corrigée
40 -
—o— Vitesse "le Vol
de la Fusée"
20 -
— Vitesse Sans
0+ ‘ ‘ ‘ ‘ Coup de Rein
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 (avec trainée)
Temps

Les vitesses de Fin de Propulsion se rejoignerdrer&l'instantl (les vitesses
rouge et fuchsia sont cachées par la vitesse jaune)

Dailleurs, il est possible de démontrer sans gidéploiement mathématique
cette propriété de la formule de Tsiolkovski :
La premiére démonstration est que, dans la forahei[€siolkovski :

UFinProp= Véjectl—n [M init/MaVide] —gT
...le Débit Massique de la fusée n'apparait pas :

Tout au plus le débit est-il implicigans sa sommation au long du vol sous la

forme du temps de propulsidn.
Mais, comme nous le disions en note de bas de pakEn ne s'intéresse

gu’au gain de vitesse d0 a la propulsion, a savoir

UrinProp=V gjectLN [M init/ M aVide]

...on peut s’affranchir de cette limitation.

A titre d’exercice mental, on peut faire remarggee la couleur de la fusée
n'apparait pas non plus dans cette équation n&ldonc pas d’effet sur la Vitesse de
Fin de Propulsion. Il en est de méme pour le détiiinger de débit ne change pas la
Vitesse de Fin de Propulsion. D’ailleurs un ingénigui vient de modifier le débit d’un
moteur de fusée (sans en changer la Vitesse di&jattilisera exactement les mémes
chiffres pour déterminer la Vitesse de Fin de Pisipo du nouveau moteur.
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Voici a présent une deuxieme démonstration simpleatte généralisation de
la Formule de Tsiolkovski aux fusées a Débit Massigariable :

Prenons par exemple une fusée qui va produire tisagpropulsion deux
Débits Massique d’Ejection .

Nommons le premier déldii;. Il dureraT;
NommonsD; le deuxieme débit, qui durera.

La totalité de Masse d’Appui embarquée peut doresindée mentalement
en:

DmiT1 + Dm2T2

Pendant le premier régime de propulsion la Masda fiessée passera de
Mavide+ DmiT1 +Dm2T2 @ Mavige + Dm2T2

Pendant le deuxieme régime de propulsion, la Mdeda fusée passera de :
Mavide+ Dv2T2 @ Mavide

Au total, la phase propulsive aura donc produitgain de vitesse (di a la
seule propulsion) de :

VejeckN [ (Mavide + DmiT1 + DuvaT2)/(Mavide + DmaT2)| + Veeeln [ (M avide + Dm2T2)/ Maviae]

On peut reconnaitre davs+ Dy1T; + Du2T2 la Masse de la Fusée sur le Pas
de Tir ; nommons IMini;. Notre gain de vitesse d a la seule propulsica denc :

VeieetL N [Minit /(Mavide + Dm2T2)] + Veeerln [ (M avide + DmaT2)/ M avide]
Les propriétés de la fonction Logarithme font doa peut écrire :
Veieet| LN(M init) — LN(M avide + DumaT2) + LN(M avide + DuaT2) — Ln(M aviad)|

Les deux logarithmes intermédiaires s’annulant mllgment, notre équation
se simplifie en :

V gieot| LN(M init) = Ln(M avige)|

...Soit le classique :

UFinProp= Véjectl—n [M init/MaVide]

... auquel il convient cependant d’ajouter le classiffeinage gravitairgT

qui vaut icig(T, + To)
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Le gain de vitesse d’'une fusée connaissant duagpihase de propulsion de
durée totald deux régimes de propulsion, chacun d’'un Débit Massdifférent, est
donc :

UrinProp= VéjectLN [M init/MaVide] +gT
T étant la durée totale de la propulsion (sommedkiiée des deux régimes).

On peut ainsi étendre la démonstration a une fist&ee d’'un nombre infini de
régime propulsif, chague régime €jectant toujoarsaction de la Masse d’Appui a la
méme Vitesse d’Ejection mais selon un Débit Massidjéférent...

La conclusion qui s'impose alors est que la fornudeT siolkovski :

UrinProp= VéjectLN [M init/MaVide] +gT

) ...vaut tout a fait pour une fusée de Débit Massikpréable (la Vitesse
d’Ejection se devant cependant de demeurer coegtant

NOTE SUR LA FUSEE A EAU A TUYERE HOMOCINETIQUE

Imaginons de scinder la phase propulsive d’unesfaséau (qui se produit a
Vitesse d’Ejection et & Débit Massique tous deuwiabdes) en élément successifs de
phases propulsives oll Vitesse d’Ejection et Délsissitjue puissent étre tous deux
considérés comme constant.

On peut alors se piquer de transformer chacuneslpltases élémentaires de
propulsion en autant de phases équivalentes dii g@ivue propulsif toutes ces phases
se produisant & une méme vitesse d’Ejection dormaéeréation de cgshases
propulsives élémentaires équivalentespeut se faire qu’en adaptant le Débit Massique
instantané pour qu’a chaque instant la force Pedyikoit équivalente.

Parce que la vitesse d’éjection de cette fuséesalgmite reste constante durant
toute la propulsion, nous allons qualifier sa tey@homocinétique

Dans la pratique, la vitesse d’éjection a la tuybuae fusée a eagtant
primordialement liée (par la loi de Bernoulli) dpigession de I'air comprimée (laquelle
décroit adiabatiquement), il n’est pas possibleatestruire une telle fusée en lui
gardant la qualité d’étre hydropneumatique. Mas n’empéche d’'imaginer un tel
engin, méme si on ne peut plus le qualifier d’hydeumatique...

Par contre, on peut trés bien concevoir de réaliserfusée a feu a tuyere
homocinétique : Dans les faits, la Vitesse d’Efmtiies fusées a feu diminue nettement
lorsque leur débit décroit : ceci est di au faé,quuisque moins de gaz se présentent a
la tuyére, on s’y bouscule moins au portillon péssage des gaz peut se faire a une
vitesse inférieure. Mais justement, en resserramau ce portillon, on peut tres
facilement restaurer la Vitesse d’Ejection a déimindre.

Mais revenons a la fusée a eau

Impr. : 01/05/2008 14:23 Modif. :01/05/2008 12:2



Prop Fa0 et Tsiolkovski p 106 / 108

Considérons par exemple I'une de ces phases éléimende propulsion :
(a terminey

APPLICATION DE LA LOI DE BERNOULLI
A LA PROPULSION DE LA FUSEE A EAU:

La loi de la conservation des quantités de mouvéserus autorise a écrire :
Poussée = q¥ect

...egalité olg est leDébit MassiqueenKg/s.

L’expression du débij conduit alors a I'expression :

Poussée P Sruy Vejec?

L’application (classique) de I'équation de Bernotflf & I'écoulement

stationnaire d’eau® nous informe sur le carré de cette Vitesse diigjac
Instantanée :

Véject2 = 2I:%uy/ {p [1'(STuy/ S )3}
si I'on appelleS, la section de la surface libre de I'eau a chagstin.

La valeur instantanée de la Poussée est donc :
Poussée = 28y Pruy /[1-(Sruy/ S)?

Il est de coutume de négliger le ter{Ba,y/ S )> comme trés petit devafht
C’est ce que nous avons fait également dans leslsajui précedent. En effet la valeur
de(Sruy/ S)? pour variable qu’elle soit durant la propulsiest quand méme
usuellement, pour une fusée 6L , de0,005°" | ce qui abaisse le numérateur
[1 - (Sruy/ S)? 20,995(au lieu del si (Sryy / S )? est négligé).

Cette erreur volontaire d5 % sur une bonne partie de la propulsion est
évidemment acceptable Nous avons basé nos calayiséredent sur cette
acceptation...

195 gquation qui exprime la conservation des éneggiesitaire, cinétique, et de pression...

1% voir & ce sujet le textrincipessur le site d’Alain Juge cité dans notre bibliguie de fin
de texte.

197 et ceci pendant une bonne partie de la propulsi@is cette quantité augmente nettement

en fin de propulsion (selon les formes du réseyvoir
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NOTE SUR UNE IMPOSSIBILITE DE_CALCUL
EN “STATIONNAIRE”

Il faut également faire ici une constatation tresgante :

LorsqueS, tend versSy,y, vers la fin de la propulsion, le terme dénominate
[1 - (Sruy/ S.)?] tend vers zéro : cela semble promettre Vitesse d’Ejection
infiniment grandé®®....

D’ailleurs, dans la pratique de nos simulatgaaspas de temps successifs,
cette situatiorSr,y= S_est bien systématiquement rencontrée !!

L'utilisation de ce terme correctif de numératdur (Sr%y/ S )3 rend donc
impossible la simulation informatique de la PhasspBisive.. %

Il apparait donc qu’il convient de prendre toutpdmyrophie de |¥itesse
d’Ejection pour l'indication que I'on est en train de quitterdomaine que I'on s'était
assignea savoir I'application de I'équation de Bernoallun phénoméne stationnaire...
En dehors de ce domaine précis, la masse d’eati|ladeitesse d’écoulement varie dans
le temps ainsi que spatialement lorsqu’on se ragherde la tuyére, développe des
forces d’inertie qui doivent étre prises en congael'utilisation de I'équation de
Bernoulli généralisée aux écoulements instatioesgwoir notre text®lontée en
vitesse d’éjection d’'une fusée a eaitg en fin de la présente étude).

REFERENCES ET LIENS:

Notre texte LA FUSEE EN VOL BALISTIQUE

http://perso.numericable.fr/fbouquetbe63/gomarfillsee _en_vol_balistique7.doc

Notre texte MONTEE EN VITESSE D'EJECTION D'UNE FUSEE AUE

http://perso.numericable.fr/foouguetbe63/gomarstemnv_eject.doc

Notre texte ou est proposé une prise en comptesthafje atmosphérique, en additif a
la fameuse formule de Tsiolkovski, et ou est déméokihsensibilité de cette
formule aux changements de Débit massigNRIENDEMENT
ATMOSPHERIQUE A LA VITESSE DE TSIOLKOVSKI

http://perso.numericable.fr/fbouquetbe63/gomarsfatement_tsiolkovski.doc

1983 un moment oul la masse de la fusée est déjtatbds, ce qui augure d’accélérations
extrémes...

199 bu moins en stationnaire ; il faut alors passen &alcul en instationnaire (voir notre texte :
Montée en vitesse d’éjection d’'une fusée a el en fin de la présente étude.
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Notre texteLA PARTIE CACHEE DE LA FORG#pliquant pourquoi la force de
propulsion esEPSy,y au lieu de la moiti®Sr,y ou I'on lit la poussée de l'air
comprimé sur la partie opposée a la tuyere :

http://perso.numericable.fr/fbouquetbe63/gomars/mach_f.pdf

Tous ces textes sont consultables sur la phgsique de la fusée

http://perso.numericable.fr/fbouguetbe63/gomarsdmue.htm

du sitego Mavrs ! :

http://perso.numericable.fr/fbouquetbe63/gomars/

Le site d’Alain Juge et spécialement son texterpies consacré a la propulsion de la
fusée a eau :

http://pagesperso-orange.fr/alain.juge/Francais/€F.htm

Les textes papiers d’'un grand précurseur : JeahSealard. Par exemple :

"LA FUSEE A EAU, pratique, approche théorique, mesli
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