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L’ASSIMILATION

DE  LITTLEWOOD
Version de travail du 27/08/2012
nous reprenons le travail de ce texte le 05/07/12 alors qu’il est déjà publié sur site en version de travail, puis nous le reprenons à nouveau à notre retour de PaC.
Résumé :
Y a-t-il une équation plus simple, pour donner l’altitude atteinte par une fusée en vol balistique (donc au terme d’une trajectoire où aucun système parachutal n’a été utilisé), que celle-ci ?:

Hculm =  EQ \f(1;8) g trap2
Cette équation donne l’altitude de culmination Hculm atteinte par la fusée au-dessus de son point de fin de propulsion en fonction de l’accélération de la pesanteur g et de trap, le temps de retour à cette altitude du point de projection.

Le texte qui suit justifie cette équation que l’on attribue généralement à John Edinsor Littlewood.

Vers sa fin, nous nous étendrons quelque peu sur les limitations (classiques, tel que la constance du ρSCx) qui s’avère nécessaires à l’édification de cette équation.
Développement du texte :

Le grand mathématicien britannique John Edinsor Littlewood fit réaliser certains progrès à la science de la balistique durant la première guerre mondiale. En particulier, il proposa une méthode permettant de calculer l’altitude atteinte par un projectile de lutte antiaérienne en tir vertical (ou assimilé).

John Littlewood a en effet pu déduire de son travail mathématique qu’un projectile lancé verticalement dans l’air atteint à très peu près la même altitude au dessus de son point de projection (la bouche du canon, par exemple) qu’un projectile lancé verticalement dans le vide et qui repasserait en même temps que le premier à l’altitude de son point de projection.

En d’autres mots, John Littlewood assimile donc, pour ce qui est de l’altitude atteinte au dessus du point de projection, un projectile en mouvement vertical dans l’air au projectile en mouvement vertical dans le vide qui repasserait dans le même temps à son altitude de projection :
[image: image1]
Sur ce schéma, le canon est en gris et la trajectoire (verticale ou assimilée) du projectile en bleu.

La bouche du canon constitue le point de projection, c.-à-d. le point à partir duquel commence la trajectoire balistique du projectile 
. Ce point de projection sera notre point origine dans toutes les réflexions et graphiques du présent texte.
Attention : nous n’avons pas écrit à l’instant que le projectile se déplaçant verticalement dans le vide était projeté à la même vitesse initiale que le projectile se déplaçant verticalement dans l’air ! Nous avons juste dit que ce projectile se déplaçant verticalement dans le vide devait repasser à l’altitude de projection en même temps que le projectile aérien !...

Nous ne sommes donc pas ici en présence de l’assimilation de la balistique d’un corps dans l’air à celle qu’il exposerait dans le vide (avec les mêmes conditions initiales), même si cette assimilation peut-être éventuellement acceptable pour les corps de masse importante et de bonne pénétration dans l’air, projetés à faible vitesse pour de courtes trajectoires…
Dans la pratique, mais nous y reviendrons, l’assimilation de Littlewood associe donc le mouvement dans l’air d’un projectile à celui d’un autre projectile projeté dans le vide avec une vitesse initiale différente, même si cette vitesse est réglée de telle façon que les temps de retour à l’altitude de projection des deux corps soient identiques.
Si l’on dresse par exemple les courbes du chemin parcouru verticalement par les deux corps (celui qui se déplace dans l’air et celui qui se déplace dans le vide) en fonction du temps passé depuis l’instant initial, on obtient, à temps de retour à l’altitude de projection égaux, le graphe suivant :
[image: image2.emf]Comparaison Altitudes analytiques dans le vide et dans l'air

(assimilation de Littlewood), ici pour une Distance Balistique 150 m                   

-20

-10

0

10

20

30

40

50

60

70

80

0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0 10,0

Temps (s)

Altitude (m)


Attention au fait que ces deux courbes ne sont pas des photographies de la trajectoire oblique des deux corps : l’axe des x n’est pas celui des distances (ou des portées), mais bien celui du temps…

La courbe noire (couleur du vide cosmique), dont on peut remarquer qu’elle est symétrique (c’est une parabole) représente l’altitude dans le vide en fonction du temps.

La courbe bleue (couleur de notre atmosphère) représente quant à elle l’évolution de l’altitude du corps projeté verticalement dans l’air.

L’horizontale bleu clair indique l’altitude de culmination dans l’air.
Au vu de ce graphe, on peut remarquer que le corps se déplaçant dans l’air atteint plus tôt son apogée que le corps se déplaçant dans le vide, ce qui laisse entendre, puisque les temps de retour à l’altitude de projection sont égaux par définition, que la descente de ce corps se déplaçant dans l’air va être plus longue que la descente de celui qui se déplace dans le vide : c’est normal puisque la descente dans l’air est freinée (par cet air) alors que la descente dans le vide est purement parabolique…

On doit donc admettre que tout se passe comme si le corps se déplaçant dans l’air perdait dans sa trajectoire descendante le temps qu’il a gagné dans sa trajectoire montante (ces deux durées étant comparées à celles du corps se déplaçant dans le vide, en noir).

Nous avons tiré de cette différence de temps de passage à l’apogée un moyen de déterminer la Distance Balistique d’un corps dans notre texte La fusée en vol balistique 
.

À la fin du titre du graphe ci-dessus apparaît l’expression Distance Balistique avec ici la valeur de 150 m. Nous reviendrons plus bas sur ce critère qui caractérise les qualités de pénétration dans l’air des corps étudiés (du moins de celui des deux qui se déplace dans l’air).

L’écart de passage à l’altitude de culmination dans les deux cas, ou du moins l’écart entre la moitié du temps de retour à l’altitude de projection (7,8 s / 2 ici) et le temps de montée à culmination du corps dans l’air (~3,6 s ici) peut permettre de connaître les caractéristiques aérodynamique du corps : nous l’avons fait valoir dans notre texte La fusée en vol balistique aussi nous n’y insisterons pas ici…
Sur ce type de graphe, les tangentes locales représentent des vitesses. On remarque donc que la vitesse de projection initiale du corps dans le vide est moins forte que celle du corps se déplaçant dans l’air (38,3 contre 50 m/s).
À droite du graphe, nous avons fait en sorte, en réglant à l’aide d’un curseur la vitesse initiale dans le vide, que les deux courbes repassent bien à l’altitude zéro au même instant.
Pour cette égalité des temps de retour à l’altitude de projection, la différence d’altitude d’apogée des deux courbes n’est que de 0,4 %, d’après notre tableau qui calcule les deux mouvements selon des équations que nous détaillerons plus loin.
Nous avons conçue la courbe bleue pour qu’elle représente le mouvement d’une fusée à eau type de 1,5 L en tant que projectile (comme le serait une flèche d’arc lorsqu’elle a quitté son arc) : c’est donc une fusée sans propulsion qui est ici considérée ou plus exactement nous ne la prenons en considération que lorsque sa phase propulsive est terminée et lui a imprimé sa vitesse de (50 m/s ici).
Le Cx adopté par nous pour cette fusée-type vaut 0,4 et sa masse (qui est sa masse à sec 
) 0,2 Kg.

Si le corps projeté verticalement à la même vitesse de 50 m/s était deux fois plus massique (0,4 Kg ou deux fois mieux pénétrant dans l’air (Cx = 0,2), l’écart sommital entre les deux courbes s’en trouverait réduit au point d’être difficilement perceptible (il est inférieur à 0,2 %) :

[image: image3.emf]Comparaison Altitudes analytiques dans le vide et dans l'air

(assimilation de Littlewood), ici pour une Distance Balistique 300 m                   

-20

0

20

40

60

80

100

0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0 10,0

Temps (s)

Altitude (m)


On peut également remarquer qu’avec ces nouveaux paramètres balistiques, les deux courbes se sont ici quelque peu rapprochées l’une de l’autre 
.

Une autre chose amusante qu’il faut noter à propos de la courbe noire (celle du mouvement dans le vide), c’est qu’elle relate le mouvement vertical dans le vide d’un corps de masse indéfinie : par définition, en effet, à vitesse de projection verticale égale, tous les corps adoptent le même mouvement dans le vide, quelle que soit leur masse (et d’ailleurs leurs qualités aérodynamiques puisqu’il n’existe pas d’air pour les constater).
Ce mouvement dans le vide est bien sûr régi par l’équation galiléenne simple :
H(t) = VInit t – ½ gt²    
…équation où H(t) est l’altitude instantanée au temps t, VInit la vitesse initiale ou vitesse de projection et g l’accélération de la pesanteur.
Comme la masse du corps n’intervient pas dans cette équation, pas plus que le critère de Traînée SCx, ces deux paramètres peuvent prendre n’importe quelles valeurs ; dans le vide, le mouvement d’un marteau est donc le même que celui d’une plume (la vidéo de l’expérience réalisée par le cosmonaute Dave Scott sur la Lune (que nous publions sur notre site) le prouve suffisamment.

Au fait, quelle serait la courbe du mouvement dans le vide de notre première fusée-type (Cx 0,4 et masse à sec 0,2 Kg) (ou d’ailleurs de n’importe quel corps) si on lui imprimait comme vitesse initiale la même vitesse que celle que l’on imprime à la fusée dans l’air (soit 50 m/s) ?

Cette courbe dans le vide serait la courbe fuchsia ci-dessous : On remarque bien qu’elle admet la même tangente à l’origine que la courbe bleue (représentant le mouvement de la fusée dans l’air avec la même vitesse initiale) :

[image: image4.emf]Comparaison Altitudes analytiques dans le vide et dans l'air

(assimilation de Littlewood), ici pour une Distance Balistique 150 m                   
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Il est patent comme la pluie 
 que la courbe fuchsia coupe l’axe des x beaucoup plus loin de l’origine, c.-à-d. à une durée de vol beaucoup plus forte.
Pour mémoire, notre tableur nous donne l’altitude atteinte par cette courbe fuchsia : c’est plus de 127 m ! 

C’est dire que l’assimilation d’un vol de fusée à eau vertical à un vol dans le vide conduirait à prédire une altitude très exagérée (par rapport à l’altitude "vraie" de 74,45 m 
)

Avant de parler des équations de l’autre courbe, la courbe bleue représentant le mouvement du corps dans l’air (ces équations sont autrement plus complexes), mettons à l’épreuve notre tableau Excel en lui demandant de tracer la courbe du mouvement aérien d’une fusée quatre fois moins lourde ou (nous verrons que cela revient au même) deux fois moins pénétrante dans l’air (Cx incroyable de 1,6) :
[image: image5.emf]Comparaison Altitudes analytiques dans le vide et dans l'air

(assimilation de Littlewood), ici pour une Distance Balistique 33,3 m                   
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Avec ces paramètres très peu "pénétrants", l’erreur de l’assimilation de Littlewood est encore très faible : la différence de hauteur d’apogée n’est que de 2 % pour des temps de retour à l’altitude de projection égaux… Or les qualités de pénétration de cette fusée sont très médiocre (et correspondent à un niveau de réalisation également très médiocre).
On doit donc admettre que l’assimilation de Littlewood permet des prédictions d’altitude excellentes (nous y reviendrons).
D’ailleurs pour des qualités de pénétration dans l’air encore divisée par deux (inatteignable involontairement, même par les plus mauvais bricoleurs), l’erreur sur le pronostic d’altitude d’apogée est encore inférieure à 4 % (84 cm) :

[image: image6.emf]Comparaison Altitudes analytiques dans le vide et dans l'air

(assimilation de Littlewood), ici pour une Distance Balistique 16,6 m                   
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Venons-en à présent au critère balistique que nous avons utilisé pour la construction de ces graphes (et qui, à lui seul, peut représenter l’ensemble des qualités de pénétration dans l’air de la fusée) : il apparaît, on le sait, dans le titre de chaque graphe : c’est la Distance Balistique.

Ce critère nous est apparu nécessaire dès nos premières exploitations des formules analytiques du texte « Le Vol de la Fusée » de Gil Denis (texte qui a été réactualisé et fort utilement augmenté par Léo Côme sous le titre « Le vol de la Fusée, Stabilité et Trajectographie »).
Les formules que propose ce texte font en effet toujours usage de l’ancien Coefficient balistique b. Celui-ci apparaît d’ailleurs la plupart du temps sous la forme de son inverse 1/b ; or cet inverse a justement la dimension d’une distance !
Nous avons donc pris sur notre modestie native de proposer l’utilisation à la place de cet inverse 1/b, d’un coefficient balistique que l’on nommerait la Distance Balistique.
Cette Distance Balistique est parfaitement représentative des qualités de pénétration dans l’air du projectile qu’elle qualifie et donc du ralentissement que subira ce projectile du fait de sa traversée du milieu ambiant. Sa valeur est :
Db = 1/b = 2M/ρ S Cx 
   où :

-b est le coefficient connu sous le nom de Coefficient Balistique qu’on rencontre dans les anciens textes traitant de balistique,
-M, la masse de l’objet,
-ρ, la masse volumique de l’atmosphère traversée,
-S, le section frontale de l’objet,
-Cx, le coefficient de Traînée de l’objet, rapporté à S  (pour les nuances concernant S et Cx, voir notre texte La Fusée en vol balistique).
Cette Distance Balistique, bien qu’elle soit évidemment unique pour un corps donné, peut être définie de plusieurs façon. Mais la plus parlante est sans doute celle-ci :

La Distance Balistique est la distance qu’il faut à un projectile non soumis à la gravité (en vol tendu horizontal, par exemple) pour que sa vitesse soit divisée par e = 2,7183, base des logarithmes népériens.

Pour d’autres réflexions sur cette Distance balistique, nous renvoyons à notre autre texte déjà mentionné sur la question.

L’ouvrage de référence des fuséistes déjà cité (Le vol de la fusée Stabilité et Trajectographie) détaille la méthode permettant d’intégrer analytiquement le mouvement d’un projectile en vol vertical.
Les limitations de cette méthode, qui seront également les nôtres, sont que le SCx du projectile est constant, ainsi que la Masse Volumique du milieu qu’il traverse 
.
Nous reviendrons en fin de texte sur ces limitations, mais ne retenons pour le moment du document "Le vol de la fusée" que le résultat intermédiaire suivant :
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Ce libellé donne la relation entre le temps instantané t et la vitesse instantanée v dans les conventions de l’ouvrage durant la phase balistique ascendante du corps (pour la phase balistique descendante, le libellé sera différent).
On note dans ce libellé la présence du fameux coefficient b (qui vaut l’inverse de notre Distance Balistique). g est bien sûr l’accélération de la pesanteur.

t1 et v1 sont la date et la vitesse de fin de propulsion. Cette date et cette vitesse sont évidemment pour nous, dans notre étude purement balistique, le temps zéro (instant de fin de projection) et la vitesse initiale de projection.

fin relecture 09/07/12
Dans nos conventions la relation entre le temps de vol t et la vitesse instantanée v serait donc :

[image: image8.png]



…du moins si l’on fait toujours usage de l’ancien coefficient balistique b.
À ce stade, en effet, on peut se demander à quoi correspondent physiquement les coefficients   EQ \f(1;)
  et  EQ \r(;)
 .
La nature adimensionnelle de la fonction ArcTg (il faut d’ailleurs écrire ArcTan si l’on utilise la notation moderne) nous donne un indice : il est nécessaire :

( que le premier coefficient,  EQ \f(1;)
 , soit un temps (la fonction ArcTan est un arc exprimé en radians et n’a donc pas de dimension) ;

( et que le deuxième coefficient,  EQ \r(;)
 , soit l’inverse d’une vitesse (l’argument de la fonction ArcTan est une tangente et n’a donc pas de dimension).
Mettons fin au suspens en révélant que ce deuxième coefficient  EQ \r(;)
  ne représente rien d’autre que l’inverse de la Vitesse de chute stabilisée du corps (ou Vitesse Limite). L’équilibre régnant sur la chute stabilisée d’un corps permet en effet d’écrire :
½ ρSCx VLim2 = gM 
…du moins si l’on nomme VLim cette Vitesse de chute stabilisée (ou Vitesse Limite de chute)…
On en tire la valeur de VLim :
VLim =   gM; ½ ρ S Cx) EQ \r(;)
   
Or si, dans le coefficient  EQ \r(;)
 , on donne sa valeur à b, à savoir ½ ρ S Cx / M, on trouve bien l’inverse de ce libellé.
Quant au premier coefficient  EQ \f(1;)
 , que pour notre part nous écrivons b;g) EQ \r( ;)
 , nous l’avons vu, il représente ce que nous nommerons (faute de mieux) le Temps Balistique T. On peut proposer de ce Temps Balistique les définitions suivantes :
Le Temps Balistique est le temps qu’il faut au corps, dans le vide et dans le champ de gravité de valeur g, pour atteindre la Vitesse de chute stabilisée qu’il acquerrait dans l’air.

C’est aussi le temps qu’il faut au corps pour parcourir sa Distance Balistique à sa Vitesse de chute stabilisée.
Ces définitions nous montrent bien que, dans la physique de la chose, tous les paramètres se tiennent…
De fait, il existe nécessairement des relations circulaires entre les trois coefficients. Voici ces relations :
VLim =  EQ \f(Db;T) = gT =  EQ \r( ;gDb) 

T =  EQ \f(Db; VLim) =  EQ \f(VLim;g)  = b;g) EQ \r( ;)

et :  Db = VLimT = g T² =  EQ \f(VLim²; g)
Certaines de ces relations sont évidemment plus faciles à mémoriser, comme par exemple Db = VLimT qui lie entre eux les trois paramètres caractéristiques que nous venons de définir.
Accessoirement, le fait que cette dernière relation soit exempte de coefficients numériques montre bien que le choix de ces paramètres caractéristiques constitue une construction saine. 

Reprenons notre travail de simplification de l’équation :

[image: image9.png]



Grâce à l’usage de nos paramètres caractéristiques Db, VLim et T, cette équation devient :
attention le signe intégral est en blanc sur blanc !

t = –T [arctan( EQ \f(v;VLim))] EQ \i(Vinit;v; ) 
La mises aux bornes donne donc :

t = –T arctan( EQ \f(v;VLim)) + T arctan( EQ \f(Vinit;VLim))
À cet instant du calcul, on serait embêté si l’on n’avait pas l’idée de donner, dans cette équation, au temps t la valeur particulière qu’il prend à la culmination (nous appellerons tculm ce temps) ; comme à la culmination la vitesse est nulle, l’équation précédente s’écrit :

tculm = T arctan( EQ \f(Vinit;VLim))
Ce résultat est d’ailleurs très utile puisqu’il nous donne la valeur du temps de culmination selon la vitesse initiale du corps (et évidemment ses caractéristiques balistiques T et VLim)
Inversement, il peut nous servir à déterminer la vitesse initiale nécessaire pour culminer à un temps donné :

Vinit = VLim tan( EQ \f(tculm;T))
Mais surtout, la valeur du temps de culmination que nous venons de trouver :

tculm = T arctan( EQ \f(Vinit;VLim))
… représente le dernier terme de l’équation générale : :
t = –T arctan( EQ \f(v;VLim)) + TArcTan( EQ \f(Vinit;VLim))
…que nous avons obtenu par la mise aux bornes.
On peut donc écrire :

t = –T arctan( EQ \f(v;VLim)) + tculm
Le joli résultat que nous dégageons est donc :

tculm – t = T arctan( EQ \f(v;VLim))
Ce résultat est un progrès notable puisqu’il nous donne la relation existant tout au long du vol entre la vitesse instantanée et le temps.
Si l’on s’intéresse de plus près à son libellé, on constate que tculm – t représente le temps restant à courir avant la culmination , t étant toujours le temps passé depuis le début de la projection du corps.
Pour t = 0, ce temps restant à courir avant culmination est évidemment la durée de la phase montante du mouvement de notre projectile.
Si l’on intéresse encore plus à l’encadré ci-dessus, on peut également constater que, puisque nous n’avons pas posé de limitations à la valeur de v (la vitesse instantanée), le quotient v/ VLim peut prendre toute les valeurs possibles (depuis un grand nombre jusqu’à zéro pour v = 0, à la culmination) 
.
Par contre, et très curieusement, tculm – t, le temps restant à courir jusqu’à culmination (qui est, pour t = 0 le temps de montée du corps), ne peut prendre que des valeurs comprises entre zéro (pour v = 0) et T π/2 pour une vitesse v infinie (π/2 étant l’arc qui a pour tangente l’infini) (T étant toujours notre Temps Balistique tel que définit plus haut)
À titre d’exemple, pour une distance balistique de fusée à eau, à savoir 150 m, le temps balistique est d’à peu près 4 secondes. Cette valeur maximale du temps de montée à culmination est donc de 6,14 secondes. Pour une fusée à feu, ce temps limite de montée serait de l’ordre de 10 secondes vérifier la Db des fusées à feu. C’est assez troublant.
Quelle peut bien être l’origine physique de cette limitation au temps de montée à culmination ?

Intuitivement, on a effectivement du mal à croire que lorsque l’on rajoute un peu de vitesse initiale à un corps en vol balistique, il ne va pas rester plus longtemps en l’air !
Par exemple, si l’on rajoute un segment de courbe en dessous du graphique représentant un vol donné, comme le segment rouge rajouté à la courbe bleue ci-dessous :

[image: image10.emf]Comparaison Altitudes analytiques dans le vide et dans l'air

(assimilation de Littlewood), ici pour une Distance Balistique 150 m                   
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…on est en droit de penser qu’on a gagné 30 m en altitude de culmination et surtout (c’est ce qui nous intéresse ici) un peu plus d’une ½ seconde de montée vers la culmination (un peu plus de 1 secondes pour le vol complet).
Certes, nous avons rajouté ici en rouge un segment de vol rectiligne, mais ce calcul graphique est néanmoins assez réaliste…

Ce qui précède est vrai, évidemment, mais notre exemple est pris trop loin de la limite de temps de vol que nous venons de découvrir à l’issue de nos calculs.
En effet, cette limite de temps de vol, nous l’avons dit, intervient lorsque le rapport de la vitesse instantanée v/VLim atteint des valeurs proche de l’infini :

Or si le rapport v/VLim est proche de l’infini, cela signifie que v est encore plus proche de l’infini (puisque VLim, la vitesse limite de chute stabilisée est une quantité finie)

Et que v soit proche de l’infini implique que la tangente à l’origine de la courbe soit presque verticale, ce qui signifie, en d’autres mots, que la courbe altitude/temps admet une asymptote verticale dont la position à droite de la date de culmination est donnée par notre durée limite de montée à culmination.
De cette asymptote verticale on peut avoir une idée en observant la courbe bleue ci-dessous qui relate une situation où l’on a imprimé à notre fusée à eau type se déplaçant dans l’air la vitesse astronomique de 10 000 m/s (ce qui est une vitesse hypersonique de l’ordre de M 30 qui dans la réalité assurerait sa combustion immédiate) :

[image: image11.emf]Altitude analytique dans l'air d'une fusée de Distance Balistique 150 m

projetée à la vitesse initiale de 10 000 m/s, altitude de Littlewood dans le vide                  
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Ce qui est très parlant dans ce graphe, c’est que, malgré cette vitesse initiale hypersonique, notre vaillante fusée à eau hypersonique idéale ne monte vers son apogée que pendant un peu plus de 6 secondes (6,13 exactement alors que le Temps de montée limite que nous avons dégagé mathématiquement est T π/2 = 6,14).
Il faut d’ailleurs admettre que si l’augmentation colossale de la vitesse initiale est tout à fait inefficiente du point de vue de la durée de montée à culmination dans l’air, elle est quand-même efficiente pour ce qui est de l’altitude d’apogée (835 m).
La partie droite de la courbe bleue représente la descente à la Vitesse de chute stabilisée : c’est donc une quasi-droite de coefficient directeur –38,35 m/s…
Quant à la courbe noire relatant l’assimilation de Littlewood (altitude du corps dans le vide avec une vitesse initiale donnant le même temps de retour à l’altitude de projection), elle donne encore malgré ces hypothèse délirantes un ordre de grandeur presque passable puisqu’elle conduit à une erreur sur l’altitude de 37 %...
Pour information, si notre fusée à eau avait reçu dans le vide la même vitesse de projection de 10 000 m/s, elle aurait atteint l’altitude, pour le coup bien cosmique, de 5 millions de kilomètres… 
 

Pour vérifier si les fusées d’amateurs sont confrontée ou non à la limite théorique que nous venons de mettre en lumière, on peut avoir l’idée de calculer analytiquement l’écart existant entre leur Temps Limite de montée à culmination (notre limite théorique) et leur Temps de culmination réel (ou du moins analytique), ceci pour des fusées de différentes Distances Balistiques et de différentes Vitesses Initiales (allant, par exemple, jusqu’à 340 m/s, la vitesse du son).

Ces différentes fusées seront, ci-dessous, une fusée à eau type (150 m de Distance Balistique), deux microfusées (500 et 100 m) et deux minifusées (10 000 et 15 000 m) :
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On doit convenir que notre fameuse limitation au Temps de Montée à Culmination n’est proche des possibilités réelles de ces fusées que dans le cas des fusées à eau : les fusées à feu d’amateurs ne butent pas pareillement sur le mur de l’atmosphère (du moins en subsonique) du fait de leurs capacités de pénétration bien supérieures.
Bien sûr, lorsque nous disons que les fusées à eau peuvent être confrontées à cette limite théorique, c’est parce que leur Distance Balistique est faible (grand diamètre et faible masse balistique) : on remarque qu’elles ne s’approchent de la limite théorique que pour des motorisations idéales leur délivrant des vitesses initiales inusitées dans la pratique.
Ces fusées à eau sont pour nous cependant des exemples fort intéressant de corps de faible pénétration (ballons, boules de polystyrène) qui ne sauraient, quant à eux, outrepasser cette limitation du temps de monter à culmination. Cette limitation devrait apparaître nettement lors de la projection de ballons ou de boules de polystyrène, par exemple : une telle boule de 6 cm de diamètre pèse ~2g et sa Distance Balistique ne dépasse pas 12 m et donc son Temps Balistique 1,1 secondes 
 : son temps de montée à culmination ne pourra donc pas dépasser les 1,74 secondes.
fin relecture 10/07/12
Mais reprenons à présent notre étude analytique du mouvement vertical d’un corps projeté à une certaine vitesse initiale. Nous avions dégagé ls premier résultat suivant :

tculm – t = T arctan( EQ \f(v;VLim))
Nous pourrions nous contenter de ce résultat, mais un changement de la variable t peut nous permettre d’aller plus loin.
Nous allons adimensionnaliser le temps restant à courir jusqu’à la culmination tculm – t en le divisant par le Temps balistique T.

Notre nouvelle variable sera donc τ =  EQ \f(tculm – t;T) et nous l’appellerons le Temps réduit restant à courir jusqu’à culmination.
Dans ces conditions, l’équation qui nous intéresse devient :
τ = arctan( EQ \f(v;VLim))
…et il est facile d’en écrire la réciproque

 EQ \f(v;VLim) = tan(τ)
…que l’on peut bien sûr présenter également sous la forme :
v = VLim Tan(τ)
Nous possédons donc une relation donnant la vitesse instantanée v en fonction de τ, le temps réduit restant à courir jusqu’à culmination.

Ce n’est pas rien, mais la simplicité de cette écriture de la vitesse est évidemment une incitation à en réaliser l’intégration de cette vitesse pour avoir accès à l’altitude instantanée.
Cette intégration se présente bien sûr comme suit :
H(t) =  EQ \i(t = 0;t = t;v)dt =  EQ \i(t = 0;t = t;) VLim Tan(τ) dt
Ici, il faut se souvenir que τ =  EQ \f(tculm – t;T)  ce qui entraîne que  dτ = –dt/T, ou que dt = –T dτ .
L’intégration à effectuer s’écrit donc 

H(t) =  EQ \i(t = 0;t = t;v)dt = – EQ \i(t = 0;t = t;) VLim Tan(τ) T dτ

…soit :

H(t) =  EQ \i(t = 0;t = t;v)dt = – VLimT EQ \i(t = 0;t = t;) Tan(τ) dτ

Si l’on se remémore que VLimT vaut Db.on peut écrire :

H(t) =  EQ \i(t = 0;t = t;v)dt = –Db  EQ \i(t = 0;t = t;) Tan(τ) dτ

Les bornes en t gagnent évidemment à être exprimées en τ. Comme τ =  EQ \f(tculm – t;T) , la borne t = 0  doit être remplacée par τ =  EQ \f(tculm; T).

Quant à la borne t = t , donner la valeur t au t de τ =  EQ \f(tculm – t;T) ne conduit à rien d’autre que τ = τ .
L’intégration à réaliser est donc :
H(t) = Dbtculm; T) EQ \i(τ = ; τ = τ;)
   Tan(τ) dτ

La primitive de Tan(τ) valant LnCos(τ) l’intégration donne :
attention décalage bas de tout sauf les dernières bornes ci-dessous ; il existe un signe intégrale en blanc sur blanc :

H(t) =  Db  [ LnCos(τ)]tculm; T) EQ \i(τ = ; τ = τ;)

En effectuant la mise aux bornes on trouve :
H(t) = Db LnCos(τ) – Db LnCos( EQ \f(tculm;T))
ou, si l’on revient à la variable t :

H(t) = Db LnCos( EQ \f(tculm – t;T)) – Db LnCos( EQ \f(tculm;T))
Nous avons réalisé l’intégration de l’altitude et possédons à présent la loi de son évolution en fonction du temps.

Pour deux valeur de la variable t  cette loi donne des résultats évidents : 

Pour t = 0 , H(t) = 0 , ce qui nous satisfait.

Et pour t = tculm , H(t) = – Db LnCos( EQ \f(tculm;T)) 
Cette dernière altitude ne peut être que celle de culmination. Mais le signe négatif figurant devant Db nous étonne : à la réflexion, le cosinus étant plus petit que l’unité, le Logarithme népérien est forcément négatif et c’est ce signe moins qui rend le résultat positif…
On a donc bien, si on appelle Hculm l’altitude de consommation :

Hculm = – Db LnCos( EQ \f(tculm;T))
fin relecture 10/07/12
Notre équation de l’altitude instantanée est donc :
H(t) = Hculm + Db LnCos( EQ \f(tculm – t;T))
…Hculm étant l’altitude de culmination dont nous donnons la valeur plus haut,
t étant le temps passé depuis l’instant de projection,
tculm la date de culmination (nous en donnons deux libellé ici et ci-dessous),
Db la distance balistique du corps
et T son Temps balistique (valant b;g) EQ \r( ;)
) .
La valeur de Hculm (altitude atteinte verticalement au-dessus du point initial) a été trouvée un peu comme valant :

Hculm = – Db LnCos( EQ \f(tculm;T))
Mais un autre libellé de cette altitude est donné par le Vol de la Fusée, c.-à-d. :
Hculm =  EQ \f(Db;2) Ln[1 +( EQ \f(VInit;VLim))2]   

La mise à égalité de ces deux libellés de Hculm conduit d’ailleurs à une valeur nouvelle du temps de culmination :
tculm = T acos[(VInit;VLim)( EQ \f(1;)² )
)
]         (équation 20)
(bien sûr, T aussi bien que VLim peuvent être connus d’après la Distance Balistique du corps)
Et réciproquement on peut extraire des mêmes deux libellés de Hculm une relation donnant la Vitesse initiale en fonction du temps de culmination :
VInit = VLim tan  EQ \f( tculm;T)
fin relecture 10/07/12
Pour dessiner les graphes du début du présent texte présentant les résultats de l’assimilation de Littlewood, c’est bien l’équation :

H(t) = Hculm + Db LnCos( EQ \f(tculm – t;T))
…que nous avons utilisée, du moins dans la phase ascendante du mouvement.

L’utiliser dans la phase descendante dessinerait une courbe symétrique à celle de la phase ascendante, mais nous savons que ce serait une erreur (la vitesse du corps en chute aérienne tendant à s’approcher de la Vitesse Limite de chute stabilisée (VLim), comme cela apparaît dans les cas extrême du mouvement à très grande vitesse initiale (ici projection d’une fusée à eau à 200 m/s) : 
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On remarque bien, dans la partie droite de la courbe bleue, cette progression de la vitesse de retombée vers la Vitesse Limite (38,35 m/s). Toujours dans cette partie droite, mais en dessous de l’altitude zéro, tout se passe comme si la fusée tombait dans un puits à une vitesse très proche de sa Vitesse Limite.
Il est donc manifeste que la courbe du mouvement est dissymétrique.

Cette dissymétrie est due au fait que, passé l’apogée, la Traînée vient s’opposer à la force de gravité, alors qu’avant cet apogée, la Traînée agit dans le même sens que la gravité.
Un autre façon d’expliquer ceci est peut-être de dire que, alors que la Traînée est toujours un facteur résistant, la gravité intervient à la montée comme un facteur résistant mais à la redescente comme un facteur moteur…
Nous venons de dire que l’équation qui régit l’altitude durant la montée est :
H(t) = Hculm + Db LnCos( EQ \f(tculm – t;T))
Quelle est l’équation qui régit l’altitude de descente ?

Nous nous en sommes assez ouvert dans notre texte pédagogique CHUTE AÉRIENNE D’UN CORPS, pour qu’il soit nécessaire d’y revenir. Au reste, l’équation donnant l’altitude de descente selon le temps présente une symétrie troublante par rapport à l’équation précédente donnant l’altitude durant la montée.
Cette symétrie n’est pas géométrique, ainsi que nous l’avons vu, mais elle est algébrique dans ce sens que les fonctions trigonométriques qui président à la modélisation de la trajectoire aérienne montante d’un corps se retrouvent, sous leur variante hyperbolique, dans les fonctions qui président à la chute aérienne de ce corps.
Éclairons ces propos par un exemple :

Si l’équation de la vitesse du corps en fonction du temps lors de sa phase ascendante est :

v(t) = VLim tan( EQ \f(tculm – t;T))
…lors de sa phase descendante, elle sera :

v(t) = VLim tanh( EQ \f(tculm – t;T))
Et nous devons même constater que l’origine des deux mesures du temps est la même puisqu’il s’agit de l’instant de culmination tculm…
Il est utile d’ailleurs de constater que lorsque cette origine des temps est franchie, le signe de la vitesse est inversée (les vitesses sont ici positives vers le haut).
Demandons à notre tableur de nous remémorer à quoi ressemble les fonctions mathématiques tangente et tangente hyperbolique :

attention au 4 segment tiretés vert fluo dans Word !!
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En abscisse est représentée la variable τ , étudiée ici entre π/2 et 2.
Bien sûr, dans notre utilisation pratique de ces fonctions, ce n’est pas la variable τ que nous utilisons mais t, la variable temps, avec t = =  EQ \f(tculm – t;T) ; cela correspond à n’utiliser qu’une plage de τ d’une certaine largeur.
De même, dans notre utilisation pratique nous n’utiliserons qu’une certaine plage des ordonnées (qui correspondent ici à des vitesses).

C’est donc à l’intérieur d’une certaine fenêtre que ce développera le vol de notre corps : nous avons représenté cette fenêtre en tiretés vert fluo.
Sur le graphe ci-dessus, la fonction tangente(τ) est en bleue. La fonction tangente hyperbolique(τ) est en rouge.
Nous avons parées les deux fonctions d’un signe négatif pour que soient respectée la convention que les vitesses vers le haut sont positives.
Il est visible qu’autour de l’abscisse zéro (qui est celle de la culmination), les deux fonctions se confondent (pour preuve le segment de courbe bleue que nous avons laissé du côté droite de l’axe vertical et que nous vous demandons à présent d’oublier ) : c’est normal puisqu’à la culmination, lors d’un vol vertical, les vitesses sont très faibles et ne génèrent qu’une Traînée négligeable ; la vitesse évolue alors négativement (de chaque côté de τ = 0) sous l’action de la seule gravité ; la tangente aux deux courbes à l’origine admet donc un coefficient directeur unitaire (ceci pour ces fonctions mathématiques en τ ; pour l’équation de la vitesse complète, la dérivée dv(t) /dt serait, à l’origine, VLim /T soit, bien sûr, g).
Un autre apport du graphe ci-dessus est que si la vitesse initiale (dans la partie gauche de la courbe bleue) peut être aussi forte que possible, la vitesse finale (courbe rouge, à droite de l’axe vertical) tend vers l’unité ; pour l’équation de la vitesse complète, ce sera évidemment VLim qui est la Vitesse Limite de chute stabilisée (dans la même partie droite de la courbe).
Rappelons quand-même que la fonction Tanh n’est pas définie géométriquement (et donc physiquement) comme le sont la Tangente et toutes les fonctions trigonométriques. Son libellé premier est en fait :

Tanh(x) =  EQ \f( e x - e -x; e x + e -x) 

…mais on la trouve également  sous la variante :  EQ \f( e2 x - 1 ; e2 x + 1 )
Voir à ce sujet l’article de Wikipédia sur les fonctions hyperboliques :

http://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_hyperbolique 

Au vu du graphe ci-dessus, nous avons donc constaté un certain genre de symétrie entre la montée et la descente pour la vitesse.
Mais alors : ce genre de symétrie existe-t-il pour l’équation de l’altitude ?

Nous avons vu que le primitive du libellé en tangente de la vitesse durant la montée donne un libellé en Logarithme népérien d’un cosinus : Quel est la primitive du libellé en tangente hyperbolique de la vitesse en descente ?
Un coup d’œil dans un grimoire nous l’indique :
 EQ \i(;;) tanh(x) dx =  Ln cosh(x) + C
Le cosinus a bien été changé en cosinus hyperbolique !

Sans plus rentrer dans les détails du calcul, on peut donc espérer que l’équation donnant l’altitude lors de la retombée sera :
H(t) = Hculm – Db LnCosh( EQ \f(tculm – t;T))
Et c’est bien le cas, au signe près (c’est pourquoi nous avons coloré ce signe en rouge) !  

La présence d’un signe moins nous est nécessaire puisque le cosinus hyperbolique est toujours supérieur à l’unité.
D’ailleurs, en la matière comme toujours en Physique, nous sommes guidé par la réalité de sorte qu’il nous est impossible de commettre de grosses fautes…
Dans notre définition de τ, le temps réduit restant à courir jusqu’à culmination, à savoir : τ =  EQ \f(tculm – t;T) , τ est positif jusqu’à la culmination (pendant la montée) et négatif ensuite (durant la redescente).
Remarquons cependant que le libellé de ce temps réduit τ pourrait être également :

 EQ \f(t – tculm;T)
…au lieu de   EQ \f(tculm – t;T)
…ceci puisque les fonctions cosinus et cosinus hyperboliques sont paires (elles prennent la même valeur pour x et pour –x).
La conclusion de ce qui précède est donc que ce sont ces deux équations :

H(t) = Hculm + Db LnCos( EQ \f(tculm – t;T))
H(t) = Hculm – Db LnCosh( EQ \f(tculm – t;T))
…qu’il convient d’utiliser pour dessiner l’évolution de l’altitude en fonction du temps. La première équation (en cosinus) est à utiliser à la montée du corps et la deuxième (en cosinus hyperbolique) est à utiliser à la redescente.

À ces conditions on obtient un graphe du mouvement comme celui-ci :
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Le libellé de ces deux équations nous impose bien-sûr de calculer l’altitude de culmination Hculm ; nous en avons déjà précisé la valeur :
Hculm =  EQ \f(Db;2) Ln[1 +( EQ \f(VInit;VLim))2]
…ou, puisque VLim =  EQ \r( ;gDb) :
Hculm =  EQ \f(Db;2) Ln[1 + EQ \f(VInit2;gDb) ]
…ces deux formules donnant l’altitude analytique atteinte par le corps en fonction de VInit , sa vitesse de projection, et de ses caractéristiques aérodynamiques Db et VLim , ou si l’on préfère Db seulement.

Utilisation pratique de l’Assimilation de Littlewood

La partie précédente de notre texte constitue la justification mathématique (et le plus souvent graphique) de ce que nous avons nommé l’Assimilation de Littlewood.
Cette justification est assez ardue, même si elle nous semble au niveau de l’élève ingénieur.

Cependant les résultats pratiques de l’Assimilation de Littlewood sont beaucoup plus simples à mettre en œuvre : en effet, le caractère parabolique du mouvement vertical d’un corps dans le vide :

H(t) = VinitVide t – ½ gt2
(H(t) étant évidemment comptée au dessus de l’altitude de projection) permet de dégager facilement la loi donnant l’altitude atteinte par rapport au temps de retour à l’altitude de projection. En effet, lors de ce retour à l’altitude de projection, l’altitude H(t) est nulle, par définition ; on peut donc écrire :

0 = VinitVide trapVide – ½ g trapVide2 
…(si l’on appelle trapVide le temps de retour à l’altitude de projection dans le vide)
Il vient très naturellement :

VinitVide = ½ g trapVide
D’autre part, comme le mouvement dans le vide ne peut être que symétrique 
, l’altitude de culmination est atteinte en la moitié de ce temps, soit tculm = ½ trapVide .
Ces deux constats nous permettent de transformer l’application de l’équation générale au point de culmination :

Hculm = VinitVide tculm – ½ g tculm2
…en :

Hculm = (½ g trapVide)( ½ trapVide) – ½ g (½ trapVide)2
Il reste alors, après simplifications :
Hculm =  EQ \f(1;8) g trapVide2
…équation qui donne l’altitude au-dessus du point de projection en fonction de l’accélération de la pesanteur g et du temps de retour trapVide  à l’altitude du point de projection.
Cette relation vaut dans le vide, bien sûr, mais, et c’est là la découverte de Littlewood, elle vaut aussi, à très peu près, dans l’air.
C’est donc bien l’équation :

Hculm =  EQ \f(1;8) g trap2
…qui donnera aux fuséistes l’altitude atteinte par leurs engins en fonction de trap , le temps de retour de ces engins à l’altitude de fin de propulsion.

Bien sûr, il est loisible aux habitants de la Terre de calculer directement le quotient g/8 : c’est 1,226.

Dans les écoles primaires et les collèges de notre planète, c’est donc la formulation :

Hculm = 1,226 trap2
…qui sera la plus adaptée (l’altitude étant bien sûr donnée en mètres à partir d’un temps en secondes)…

fin relecture 10/07/12 au soir

Modalités d’application de l’assimilation de Littlewood :

Les fuséistes qui désirent connaître l’altitude atteinte par l’un de leur engin en vol balistique vertical (ou assimilé) devront donc mesurer sur une vidéo de son vol le temps trap entre l’altitude de fin de propulsion et le retour à cette même altitude de fin de propulsion.

Pour les fusées à eau, par chance, l’altitude de fin de propulsion est en général marquée par un nuage d’embruns particulier résultant de l’éjection de l’air résiduel (air restant lorsque la quasi-totalité de l’eau a été éjecté).
On peut d’ailleurs remarquer que prendre comme temps dans la formule ci-dessus non pas le temps de retour à l’altitude de projection trap mais le temps de retour au sol tras (compté depuis la libération de la fusée de son Pas de Tir jusqu’à son retour au sol) donne des résultats équivalents pour les fusées à eau plein goulot :

Le grand Dean Wheeler dans son texte dans son texte ANALYTICAL EQUATIONS FOR WATER-ROCKET MOTION, donne en effet comme estimation de l’altitude atteinte par une fusée à eau plein goulot de 1,5 L :  Hculm = 1,22 tras². Jadis il donnait Hculm = 1,22 tras² – 3 (en mètres, bien sûr).

Pour une fusée plus quelconque, il donnait de même jadis : Hculm = 1,23 tras² – 0,5(HFinProp+3), relation qui ne cadre pas avec son actuelle estimation pour les fusées 1,5 L "plein goulot".

Pour les fusées à feu d’amateurs, il faudra se fier au même genre de singularités dans le sillage de fumée. Un étude mathématique basée sur l’altitude de Fin de Propulsion donnée par Le Vol de la Fusée et une vitesse de retour au sol (de crash) proche de la Vitesse de Chute Stabilisée permettra de quantifier l’erreur commise en basant l’assimilation de Littlewood sur le temps de retour au sol. 

Quelle erreur commet-on lorsque l’on fait usage de l’assimilation de Littlewood ?

Nous ne parlerons pas ici des erreurs de cette assimilation qui découlent du fait que le vol de nos fusées ne se produit pas forcément à ρSCx constant :

( Bien sûr, la Masse volumique ρ de l’air diminue avec l’altitude : ce phénomène a plus de répercussions sur une fusée à feu qu’une fusée à eau, mais on peut le pallier en adoptant une Masse Volumique moyenne (voir notre texte à ce sujet)
( Bien sûr aussi, le SCx d’une fusée n’est pas vraiment constant, mais on peut quand-même lui donner une valeur moyenne ou plutôt efficace (voir notre texte à ce sujet ainsi que cet autre permettant le calcul de ce Cx))
Nous ne parlerons ici que de l’erreur mathématique commise par l’assimilation de Littlewood (nous considèrerons donc que les paramètres ρ et SCx sont constants.
Pour déterminer ce que nous appellerons l’Erreur de Littlewood, nous allons procéder comme suit :
Dès lors que nous aurons dégagé un libellé pour les deux durées de montée et de descente balistique d’une fusée, il sera aisé de faire calculer à un tableur la différence entre la somme de ces deux durées (durée du vol complet dans l’air) et la durée d’un vol complet dans le vide qui atteindrait la même altitude au-dessus du point de projection.
Nous avons vu plus haut que le temps de montée du projectile (entre son altitude de projection et sa culmination) était :

T acos[(VInit;VLim)( EQ \f(1;)² )
)
]
On peut donc se douter que le temps de descente du projectile (entre la culmination et son repassage à l’altitude de projection) se présentera sous la forme d’un argument de tangente hyperbolique.
Démontrons-le :
Nous avons trouvé plus haut que durant cette redescente la loi d’altitude selon le temps était une loi en Logarithme népérien d’un cosinus hyperbolique :

H(t) = Hculm – Db LnCosh( EQ \f(tculm – t;T))
…avec évidemment :

Hculm =  EQ \f(Db;2) Ln[1 +( EQ \f(VInit;VLim))2]
Au moment du repassage à l’altitude de projection, l’altitude H(t) est nulle. On peut donc écrire :
0 = Hculm – Db LnCosh( EQ \f(tculm – trap;T))
…si l’on appelle toujours trap le temps de retour à l’altitude de projection (temps compté depuis l’instant de projection).
Cette égalité s’écrit encore :

Hculm = Db LnCosh( EQ \f(tculm – trap;T))
…ou, en remplaçant la hauteur de culmination Hculm  par sa valeur classique :

 EQ \f(Db;2) Ln[1 +( EQ \f(VInit;VLim))2] = Db LnCosh( EQ \f(tculm – trap;T))
Il en résulte que :

Init;VLim) EQ \r( ;[1 +()2])
 = Cosh( EQ \f(tculm – trap;T))
La réciproque de cette équation est :

 EQ \f(tculm – trap;T) = + acosh[(VInit;VLim) EQ \r(;1+ ()² )
] 
Le double signe du deuxième membre de l’égalité est imposé par la rigueur mathématique ; mais dans notre cas beaucoup plus physique (appuyé sur le réel), c’est le signe moins qui va s’imposer à nous puisque tculm – trap  est le négatif du temps de redescente (entre la culmination et son repassage à l’altitude de projection) ; on obtient donc comme valeur du temps de redescente :

T acosh[(VInit;VLim) EQ \r(;1+ ()² )
]
Il peut d’ailleurs apparaître curieux que le temps de retour à l’altitude de projection dépende de la vitesse initiale (puisque le corps, au passage à culmination, a fait table rase de cette vitesse initiale et se retrouve dans la situation de tous les corps pesant de même Distance Balistique). Mais il faut réaliser que plus la vitesse initiale a été forte et plus le corps a été projeté haut et donc plus il mettra de temps pour repasser à son altitude de projection…
Nous connaissons donc à présent la somme des durées de montée et de redescente dans l’air ; c’est :

trap = T acos[(VInit;VLim)( EQ \f(1;)² )
)
] + T acosh[(VInit;VLim) EQ \r(;1+ ()² )
]
Si l’on se souvient que VLim , la Vitesse Limite de chute stabilisée, est fonction directe de la Distance Balistique Db  et de g (selon la loi : VLim2 = gDb ) et que T, le Temps balistique, est aussi fonction des mêmes paramètres (mais selon la loi T =  EQ \r(;Db/g)   ), on peut écrire :
Db;g) EQ \r(;)
 acos[(VInit2;gDb) EQ \f(1; )
)
] + Db;g) EQ \r(;)
 acosh[(VInit2;gDb) EQ \r(;1+  )
] 

La fonction acos est définie pour une plage de variable allant de -1 à +1. Pour VInit nulle, la variable vaut 1 et pour VInit = ∞ elle vaut o.

La fonction acosh est définie pour une plage de variable allant de 1 à ∞.

Ici pour VInit = 0 la variable est 1 et pour VInit = VLim elle est de 1,414 et pour VLim = ∞ elle est ∞ .
Ce que nous désirons, rappelons-le, c’est comparer à cette durée totale du vol aérien la durée totale du vol dans le vide.

Cette dernière va nous être donnée par l’égalité, établie plus haut pour le cas du vol dans le vide :

Hculm =  EQ \f(1;8) g trapVide2
On peut en effet tirer de cette égalité la valeur du temps de retour (dans le vide) à l’altitude de projection trapVide :

trapVide=  EQ \r( ;8 Hculm/g) 

Par définition, l’assimilation de Littlewood, consiste à prendre l’altitude de culmination dans le vide comme égale à celle du projectile dans l’air, à savoir :
Hculm =  EQ \f(Db;2) Ln[1 +( EQ \f(VInit;VLim))2]  (cette valeur étant la valeur classique)
On a donc comme temps de retour à l’altitude de projection dans le vide (et dans l’air) la valeur :
trap= Db;g) EQ \r( ;4  Ln[1 +( EQ \f(VInit;VLim))2])

Ce libellé serait satisfaisant si nous ne remarquions pas que Racine de Db /g vaut T. Il est alors plus élégant d’écrire :
trap= 2T Init;VLim) EQ \r( ;Ln[1 +()2])

…ou bien sûr :
trap= 2Db;g) EQ \r(;)
 (VInit2;gDb) EQ \r( ;Ln[1 +])

Cette connaissance du temps de retour à l’altitude de projection dans le vide et dans l’air nous fait accéder à l’erreur (en secondes) de l’assimilation de Littlewood que nous écrirons ELittlewood :
ELittlewood =Db;g) EQ \r(;)
{acos[(VInit2;gDb) EQ \f(1; )
)
] + acosh[(VInit2;gDb) EQ \r(;1+  )
] – 2 (VInit2;gDb) EQ \r( ;Ln[1 +])
}
Note sur d’autres libellés de cette erreur en temps de Littlewood :

Ce libellé de l’erreur en temps peut être encore présenté sous plusieurs autres formes.

En premier lieu, on peut retrouver dans sa mémoire (ou comme nous dans un grimoire) que le terme en arccosinus dudit libellé :

arccos[Init2;gDb) EQ \f(1; )
)
]
…est une identité remarquable du type :

arccos[U2 ) EQ \f(1;)
]
…laquelle identité remarquable est identique à arctan(U) 
.
Il ne nous en faut pas plus pour transformer, dans notre libellé de l’erreur en temps de Littlewood, le terme en arccos en :
arctan[gDb) EQ \f(VInit;)
]
De fait, nous avons déjà trouvé plus haut cette valeur du temps de monté ; nous l’avions nommé Temps de culmination :
tculm = T arctan( EQ \f(Vinit;VLim))
En deuxième lieu, nous avons trouvé une autre expression du terme :
acosh[Init2;gDb) EQ \r(;1+  )
]
…en nous essayant à la démonstration analytique de la validité de l’assimilation de Littlewood.
Pour de vrais mathématiciens, en effet 
, le fait que la fonction acosh s’applique à une quantité  EQ \r(;1+x²)  doit faire penser à la transformation de cette fonction en un arsinh : La loi unissant cosinus et sinus hyperboliques est, rappelons-le : cosh2(x) – sinh2(x) = 1.
Si l’on procède pas à pas, voici ce qu’on peut dire en considérant la fonction arcosh du libellé de l’erreur ci-dessus, à savoir :

arcosh[Init2;gDb) EQ \r(;1+  )
]
Cette fonction recherche l’argument qui a pour cosinus hyperbolique Init2;gDb) EQ \r(;1+  )
.

Autant dire alors que Init2;gDb) EQ \r(;1+  )
= cosh(argument).

Si l’on élève cette dernière égalité au carré, on obtient :

1+  EQ \f(VInit2;gDb)= cosh2(argument)
ou encore :

cosh2(argument) –  EQ \f(VInit2;gDb) = 1
Sur le modèle cosh2(x) – sinh2(x) = 1 , la quantité   EQ \f(VInit2;gDb) peut fort bien être prise comme le carré du sinus hyperbolique du même argument.

Notre recherche d’argument revient donc à rechercher celui du sinus hyperbolique de Init2;gDb) EQ \r(; )
. Cet argument s’écrit donc :
arsinh[;gDb) EQ \f(VInit;)
]
…ce qui transforme le libellé du temps de retour à l’altitude de projection en 

trap = Db;g) EQ \r(;)
{arctan[gDb) EQ \f(VInit;)
] + arsinh[;gDb) EQ \f(VInit;)
]}
…et bien sûr l’erreur sur le temps de l’assimilation de Littlewood en :
ELittlewood = Db;g) EQ \r(;)
{arctan[gDb) EQ \f(VInit;)
] + arsinh[;gDb) EQ \f(VInit;)
]– 2 Init2;gDb) EQ \r( ;Ln[1 +])
}
On peut d’ailleurs se satisfaire que les trois fonctions présentes dans l’accolade traitent de la même variable (mise au carré ou non). Cette variable, et c’est d’ailleurs ce qu’on lui demande, est représentative du corps et de sa projection dans l’air sur notre planète (à travers VInit , g et Db) ; elle fait état de ce que nous prendrons sur nous d’appeler la susceptibilité aérodynamique du mouvement de ce corps sur notre planète 
 : si cette susceptibilité aérodynamique est faible, le mouvement du corps sera peu affecté par le freinage dû à la présence de l’air et si elle est forte il en sera fortement affecté.
Comme la quantité  EQ \r(;gDb) représente, nous l’avons vu, la Vitesse Limite de chute stabilisée, notre susceptibilité aérodynamique est le quotient de la Vitesse de Projection du mouvement sur la Vitesse Limite de chute stabilisée :
Nous nommons susceptibilité aérodynamique le quotient  EQ \f(VInit;VLim) de la Vitesse de Projection sur la Vitesse Limite de chute stabilisée.

Ce concept de susceptibilité aérodynamique est tout à fait intuitif : c’est bien en comparant, par quotient, la Vitesse de Projection à la Vitesse Limite du corps sur notre planète qu’on peut se faire une idée de la part que prendra l’air dans le mouvement de ce corps.

On peut d’ailleurs se satisfaire de ce que notre susceptibilité aérodynamique soit un coefficient adimensionnel. Cela signifie que ce coefficient peut être utilisé tel quel dans l’ensemble de l’univers 
, même si la Vitesse Limite doit être recalculée selon le fluide et la gravité dans lesquels se développe le mouvement 
.
Ce nouveau libellé de l’Erreur de Littlewood sur le temps étant posé, on peut faire la constatation que les deux premiers de ses termes (le terme en arctan et le terme en arsinh) peuvent être développés en série (nous y reviendrons dans notre paragraphe sur la démonstration proprement mathématique de l’assimilation de Littlewood).

Néanmoins, il s’avère que cette voie est assez vite barrée par le fait que ces deux séries ne sont convergentes que pour des valeurs trop faibles de leur variable.

Cette variable est  EQ \f(VInit;VLim), notre susceptibilité aérodynamique.

Or il est facile de vérifier qu’elle n’est inférieure à l’unité que pour les fusées dotées d’une grande Distance Balistique ou d’une faible Vitesse initiale : par exemple pour les fusées à eau de Distance balistique 125 m dotée d’une vitesse de Fin de Propulsion inférieure à 35 m/s (soit 126 Km/h, ce qui est très faible) ou les fusées expérimentales de Distance Balistique de 5000 m projetée par leur moteur à une vitesse inférieure à 220 m/s.
Voici la parabole couchée renseignant sur la limite à ces vitesses de projection en fonction de la Distance Balistique :
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Si Vitesse initiale et Distance Balistiques d’une fusée dessinent un point en dessous de cette courbe, le susceptibilité aérodynamique du mouvement est inférieure à l’unité et l’utilisation de développements en série donnant le temps de repassage à l’altitude de projection est possible.
Ce temps de repassage à l’altitude de projection est alors :

trap = Db;g) EQ \r(;)
{2x –  EQ \f(x3;2) +  EQ \f( 11 x5;40) –  EQ \f(3 x7;16) +  EQ \f(74 x9;523) –  EQ \f(29 x11;256) +  EQ \f(28 x13;297) –  EQ \f(5 x15;62) +  EQ \f(62 x17;881) ± etc.}
…la variable x étant bien sûr gDb) EQ \f(VInit;)
.
Une dernière simplification conduit à la série :

trap =  EQ \f(VInit;g){2 –  EQ \f(x2;2) +  EQ \f( 11 x4;40) –  EQ \f(3 x6;16) +  EQ \f(74 x8;523) –  EQ \f(29 x10;256) +  EQ \f(28 x12;297) –  EQ \f(5 x14;62) +  EQ \f(62 x16;881)  ± etc. 
}
…x représentant toujours gDb) EQ \f(VInit;)
 .

Dans cette nouvelle rédaction du temps de repassage à l’altitude de projection, il est intéressant d’observer que dès que la Vitesse initiale devient faible ou que la Distance Balistique devient forte (donc que x est très inférieur à l’unité), la valeur de la série s’approche de trap = 2VInit /g , équation qui est propre au mouvement dans le vide…
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L’utilisation de cette série ne prêtera pas à erreur, pourvu que l’on s’assure que ses dernier termes sont bien négligeables.
Cependant, bien que certaines fusées à feu très profilées ou très lourdes peuvent satisfaire à la condition que leur susceptibilité aérodynamique soit inférieure à l’unité, ladite condition est trop restrictive pour que l’on puisse voir une facilité dans l’utilisation de ces développements en série.

Au passage, le philosophe qui sommeille en chacun de nous s’étonnera que la nature (qui n’en est pas coutumière) nous abandonne ainsi dans une voie qui paraissait fructueuse…

changer tous les acosh et atangh en arcosh et artanh

Partant de l’un des libellés de l’erreur en temps de Littlewood que nous avons présentés ci-dessus, notre tableur est évidemment prompt à représenter cette erreur en secondes par la famille de courbes suivante :
attention aux flèches dans Word !
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Les vitesses de projection prises en compte ne dépassent pas 300 m/s, vitesse très proche de la vitesse du son.
Les courbes calculées avec les plus faibles Distance Balistiques sont en haut (erreur plus forte).
Sont dessinées en rouge les courbes correspondant aux fusées expérimentales (Distance Balistique de 4000 à 16000 m) et en vert les courbes correspondant aux minifusées.

Pour les fusées expérimentales (courbes rouges), l’erreur en secondes de l’assimilation de Littlewood est inférieure à 15 centièmes de secondes.
Elle atteint 45 centièmes pour les minifusées de très faible Distance Balistiques, pour autant qu’elles s’approchent de la vitesse du son.

Pour les fusées à eau (courbes blanches) la même erreur en secondes est inférieure à 0,1 seconde, du moins si elles ne dépassent pas 100 m/s (ce qui peut être admis sans difficulté). Cette erreur est d’ailleurs du même ordre que celle dont on se rendra coupable lors du chronométrage du temps de vol).
Mais plutôt que de représenter les erreurs absolues, il est être plus judicieux de présenter un tableau comparable dévoilant l’erreur relative sur le temps de retour à l’altitude à l’altitude de projection (ou trap) que commet l’assimilation de Littlewood : 

attention aux flèches dans Word !
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On a alors la satisfaction de constater que cette erreur relative reste en deçà des 1 % pour à peu près tous les types de fusées (si l’on admet que les fusées à eau ne dépassent pas la Vitesse de Fin de Propulsion de 100 m/s et les minifusées les moins pénétrantes celle de 200 m/s).
Les fusées à feu les plus pénétrantes semblent, quant à elles, sujettes à une erreur relative inférieure à 0,3 %...

Ce type de tableaux ne renseigne cependant pas sur l’erreur en altitude qu’entraîne l’assimilation de Littlewood.

Mais nous allons calculer cette erreur en altitude d’après l’erreur en temps de retour à l’altitude de projection car nous possédons une loi indiquant la relation entre l’erreur absolue en temps et l’erreur absolue en altitude.

Et cette loi n’est autre que .. l’assimilation de Littlewood !

En effet, cette assimilation rapproche raisonnablement (nous venons de le voir) le vol d’un projectile dans l’air d’un certain vol dans le vide. Or pour ledit vol dans le vide, nous disposons de la loi unissant l’altitude de culmination et le temps de retour à l’altitude de projection :
Hculm =  EQ \f(1;8) g trapVide2
La dérivation de cette loi conduit à écrire :

 EQ \f(dHculm;dtrapVide) = ¼ g trapVide
Bien sûr, cette dérivée dépend de trapVide. Mais la nature parabolique du mouvement nous a permis d’établir plus haut que VinitVide = ½ g trapVide . Cette égalité implique : trapVide = 2VinitVide /g . On peut donc écrire :
 EQ \f(dHculm;dtrapVide) = ½ VinitVide
Cette référence à la vitesse initiale du mouvement ne saurait nous étonner puisque, dans le mouvement balistique d’un corps dans le vide la courbe altitude selon temps est toujours la même dans sa partie haute (quels que soient la masse et la vitesse initiale du corps) : c’est uniquement par le bas que la courbe altitude selon temps peut évoluer et ceci par ajout ou retrait de tronçons paraboliques de part et d’autre de la parabole déjà dessinée pour un certaine vitesse initiale :
Prenons par exemple le mouvement d’un corps dans le vide représenté ci-dessous entièrement en noir (dans le premier graphe altitude selon temps).
La tangente (noire) à l’origine à la courbe représente évidemment la vitesse initiale du mouvement.

Si l’on désire donner plus de vitesse au corps, on peut, bien-sûr, reprendre tout le graphe à partir d’une tangente à l’origine plus forte, mais il est plus parlant d’ajouter les deux tronçons de parabole rouges figurant sur le second graphe.
[image: image19]
La tangente à la nouvelle origine (il convient alors évidemment d’utiliser les axes rouges) est d’inclinaison plus forte que la tangente noire et c’est ce qui propulse plus haut le corps.
Mais ce qui est important, c’est que la partie noire du second graphe est strictement identique à celle du premier graphe…

Avant cette dernière explication, nous avions trouvé :

 EQ \f(dHculm;dtrapVide) = ½ VinitVide 
Nous venons d’expliquer pourquoi la Vitesse initiale dans le vide apparaît dans cette expression de la dérivée.

Mais à quoi est due la présence de coefficient ½ ?

Cette présence s’explique facilement par le fait que l’ajout ou le retrait de chemin en altitude (par ajout ou retrait des tronçons rouges) doit être parcouru deux fois…
En mettant donc à profit pour la deuxième fois l’assimilation de Littlewood, nous possédons donc une relation, d Hculm =½ VinitVide d trapVide , qui va nous permettre de transformer notre famille de courbes de l’erreur en temps de l’assimilation de Littlewood en une autre famille de courbe donnant l’erreur en altitude.
attention aux flèches dans Word !
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Il saute aux yeux que ces valeurs de l’erreur relative en altitude sont doubles de l’erreur relative en temps.
Note sur le fait que l’erreur sur l’altitude vaut le double de l’erreur sur le temps :

Après réflexion, nous avons trouvé un moyen assez élégant pour démontrer cette propriété curieuse. Cette méthode est une méthode d’ingénieur, c.-à-d. une méthode intuitive et rapide qui en reste au premier ordre des choses. Chacun pourra juger de sa valeur…
Rappelons que nous avons tiré ci-dessus l’erreur sur l’altitude commise par l’assimilation de Littlewood en nous basant sur l’erreur sur le temps commise lors de la même assimilation ; il s’agit donc d’une méthode indirecte (nous verrons d’ailleurs plus bas que l’utilisation d’une méthode plus directe conduit aux mêmes résultats).

La méthode indirecte que nous avons utilisée plus haut utilise le constat que les petites variations d’altitude de culmination sont reliées à la variation du temps de retour à l’altitude de projection par l’équation :
dHculm =½ VinitVide dtrapVide
Comme VinitVide , la Vitesse initiale dans le vide (différente de la vitesse initiale dans l’air, rappelons-le), vaut g (trapVide /2) selon la loi parabolique classique, on gagne à écrire :
dHculm = ¼ g trapVide dtrapVide
Ce n’est pourtant pas l’erreur absolue sur l’altitude de culmination que nous recherchons : c’est l’erreur relative. Divisons donc les deux membres de l’égalité ci-dessus par Hculm pour la faire apparaître :
 EQ \f(dHculm;Hculm) =  EQ \f(¼ g trapVide;Hculm) dtrapVide
À ce point du calcul, il faut se souvenir que dans l’assimilation de Littlewood on peut considérer que la hauteur de culmination dans l’air est très proche de celle dans le vide 
, à savoir ½ g (trapVide/2)², on peut écrire :
 EQ \f(dHculm;Hculm) ≈  EQ \f(¼ g trapVide;½ g (trapVide/2)² ) dtrapVide
Après simplifications, il reste pour notre grande satisfaction :

 EQ \f(dHculm;Hculm) ≈ 2  EQ \f(dtrapVide;(trapVide)) 

…égalité où l’on reconnaît bien les deux erreurs relatives sur l’altitude et sur le temps et où l’on constate que la première approche de très près le double de l’autre…
Au demeurant, on peut retrouver ce résultat d’une façon plus directe en associant à chaque Vitesse de projection VInit une Altitude de Culmination dans l’air par la formule classique :
HculmAir =  EQ \f(Db;2) Ln[1 + EQ \f(VInit2;gDb) ]

…cette altitude de culmination étant bien sûr mesurée au-dessus de l’altitude de projection.
On doit également associer à chaque vitesse de projection un temps de retour, dans l’air, à l’altitude de projection (c’est le calcul que nous avons déjà effectué plus haut) :
trap = Db;g) EQ \r(;)
 acos[(VInit2;gDb) EQ \f(1; )
)
] + Db;g) EQ \r(;)
 acosh[(VInit2; gDb) EQ \r(;1+ )
 ] 
C’est ce trap que nous allons prendre comme constant pour les deux vols qu’assimile Littlewood (dans l’air et dans le vide) : nous allons donc opérer l’assimilation de Littlewood à temps constant.
Quelles sont les deux altitudes (dans l’air et dans le vide) auxquelles conduit ce temps constant ?
Dans l’air, nous la connaissons : nous venons de l’écrire à l’instant : c’est l’altitude de culmination HculmAir attachée à ce trap (attachée par l’entremise de la Vitesse de projection VInit).

Dans le vide, le calcul de l’altitude atteinte dans le même temps est beaucoup plus aisé puisque l’altitude de culmination est donnée par l’équation parabolique classique HculmVide =  ½ g (trap/2)2 

C’est sans autres complications que notre tableur nous gratifie alors du graphe de l’erreur relative en altitude créée par l’assimilation de Littlewood à temps constant (erreur calculée ici par la méthode directe), ceci pour chaque Vitesse de projection VInit et, bien sûr pour chaque Distance Balistique :

attention aux flèches dans Word !
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On constate alors avec satisfaction que cette famille de courbes est bien la même que celle calculée précédemment par la méthode indirecte (en passant par l’erreur sur le temps), ce qui justifie nos intuitions .. d’ingénieur…
L’observation de ce graphe montre bien que pour les fusées à eau l’erreur commise sur l’altitude par l’assimilation de Littlewood reste inférieure à 2 % (plus probablement 1 % si l’on pense que la vitesse de fin de propulsion de ces mobiles ne peut guère dépasser 50 m/s).

Pour les minifusées l’erreur est également inférieure à 2 % et pour les fusée expérimentale plutôt inférieure à 5 pour mille !
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Démonstration analytique de l’assimilation de Littlewood

Dans nos réflexions ci-dessus, nous n’avons fait que calculer numériquement, à l’aide de notre tableur, les résultats de l’assimilation de Littlewood afin de les critiquer. Mais nous n’avons nullement démontré mathématiquement la validité de ladite assimilation.

Nous n’avons même pas dégagé mathématiquement une formule donnant son erreur car nos calculs d’erreurs sur le temps, par exemple, étaient du type Erreur = f(Hculm) et nous affections à cette altitude Hculm les diverses valeurs possibles selon Db et VInit , ce qui nous permettait de dessiner la famille de courbes de l’erreur (erreur absolue ou relative).
En aucun cas nous n’avons donc proposé une rédaction de l’erreur du type :

Erreur = f(Db ; VInit)
C’est à ce rédaction que nous allons procéder à présent.
L’utilité de l’assimilation de Littlewood étant de donner un bonne approximation de l’altitude atteinte en fonction du temps de retour à l’altitude de projection, c’est une rédaction de l’erreur absolue sur l’altitude en fonction des paramètres Distance Balistique et Vitesse de projection que nous allons réaliser.
Notre démarche va être celle-ci :

Nous allons calculer l’erreur sur l’altitude de culmination commise lors de l’assimilation de Littlewood à temps constant. C'est-à-dire que nous allons calculer l’erreur qui entache l’altitude lorsque l’on assimile le vol dans l’air d’un certain projectile à celui d’un autre projectile dans le vide, ce dernier projectile repassant à l’altitude de projection dans le même temps que le projectile dans l’air…
Pour ce faire, considérons le mouvement vertical d’un corps dans l’air d’après une certaine vitesse de projection VInit et d’après sa Distance Balistique Db.

L’altitude atteinte par ce corps (au dessus de son point de projection) est assez facile à calculer par la formule usuelle :
HculmAir = ½ Db Ln(1 +  EQ \f(VInit2;g Db))
Le temps de retour à l’altitude de projection (somme des temps de montée et de redescente) est, quant à lui, moins usuel, mais nous l’avons calculé plus haut comme valant :
trap = Db;g) EQ \r(;)
{arctan[gDb) EQ \f(VInit;)
] + arsinh[gDb) EQ \f(VInit;)
]}
Selon l’assimilation de Littlewood, tout corps qui, projeté verticalement dans le vide, reviendra à son altitude projection au bout du même temps que ce trap aura atteint à peu près la même altitude.
L’altitude atteinte dans le vide par un corps selon son temps de retour à l’altitude de projection est, nous l’avons déjà vu :

HculmVide =  EQ \f(1;8) g trap2  

Puisque, par définition, ce trap est le même que dans l’air, nous pouvons écrire :

HculmVide =  EQ \f(1;8) g [Db;g) EQ \r(;)
{arctan[gDb) EQ \f(VInit;)
] + arsinh[gDb) EQ \f(VInit;)
]}]2
…soit :

HculmVide =  EQ \f(1;8) Db{arctan[gDb) EQ \f(VInit;)
] + arsinh[gDb) EQ \f(VInit;)
]}2
C’est donc la différence entre HculmAir et HculmVide qui nous donnera l’erreur absolue en altitude commise par l’assimilation de Littlewood à trap constant :
ELittlewoodAlt =   EQ \f(1;8) Db{arctan[gDb) EQ \f(VInit;)
] + arsinh[gDb) EQ \f(VInit;)
]}2 – ½ Db Ln(1 +  EQ \f(VInit2;g Db)) 
Cette erreur est bien sûr ici exprimée en mètres. Mais il est évidemment d’une meilleure ingénierie de s’intéresser à l’erreur relative. Celle-ci est bien sûr :

ERelatLittlewoodAlt =  EQ \f(HculmVide – HculmAir; HculmAir) =  EQ \f(HculmVide; HculmAir) -1    

…ce qui nous conduit à :
ERelatLittlewoodAlt = gDb)Init; EQ \f({arctan[)
] + arsinh[gDb) EQ \f(VInit;)
]}2; 4 Ln(1 +  EQ \f(VInit2;g Db)))
 – 1
…qui est l’erreur relative en altitude commise par l’assimilation de Littlewood.
La variable entrant en jeu dans cette erreur relative est le quotient que nous avons déjà appelé incidemment la « susceptibilité aérodynamique » du mouvement aérien du corps :

gDb) EQ \f(VInit;)
 =  EQ \f(VInit;VLim)
Nous avons également pris acte que ce quotient peut prendre pour nos fusées d’amateurs des valeurs nettement supérieures à l’unité 
 (ce qui avait limité le potentiel d’utilisation des développements en série)…

Si l’on appelle x ce quotient, on obtient pour l’erreur relative le libellé suivant :

ERelatLittlewoodAlt =  EQ \f({arctan(x) + arsinh(x)}2; 4 Ln(1 + x2)) – 1
Pour que cette erreur soit faible, il faut que le premier terme soit peu différent de l’unité, c'est-à-dire que son numérateur doit être peu différent du dénominateur et ceci, nous l’avons vu pour des valeurs de x quelconques, c.-à-d. qu’on doit avoir :
{arctan(x) + arsinh(x)}2 ≈ 4 Ln(1 + x2)
Est-ce le cas ? Notre tableur nous en informe :
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Les deux courbes bleue (numérateur) et fuchsia (dénominateur) nous apparaissent raisonnablement proches l’une de l’autre.

La courbe rouge, qui montre leur différence relative (exprimée sur l’axe secondaire de droite), est assez proche d’une droite, du moins entre les abscisses 2 et 4…
Nous sommes donc sur la bonne voie. Et ceci d’autant plus que nous pouvons constater que les deux courbes restent raisonnablement proches l’une de l’autre même quand la susceptibilité aérodynamique dépasse nettement l’unité (problème qui nous avait arrêté il y a peu dans l’utilisation des développements en série).
C’est d’ailleurs l’un des enseignements les plus intéressants de ce graphe : c’est que l’erreur relative de l’assimilation de Littlewood est quasi linéaire par rapport à  EQ \f(VInit;VLim), quantité que nous avons pris sur nous de nommer la « susceptibilité aérodynamique » du mouvement du corps.
Pour nous en convaincre, reprenons dans notre tableau Excel les erreurs relatives sur l’altitude déjà montrées (on aurait trouvé les mêmes valeurs si on les avait calculées d’après le libellé analytique montré à l’instant), mais en les dessinant à présent comme fonctions de cette « susceptibilité aérodynamique » :
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On remarque bien que cette susceptibilité aérodynamique est bien l’unique paramètre entrant en compte dans l’erreur relative sur l’altitude, comme on peut le déduire du libellé analytique que nous en avons présenté à l’instant…

Sur ce graphe, les fusées à eau sont représentées en blanc ; nous leur avons laissé des possibilités de vitesses allant de façon irréaliste jusqu’à 300 m/s (ce qui leur donne une susceptibilité aérodynamique de ~ 8,5 pour une Distance Balistique de 125 m) : pour ramener ces possibilités de vitesses jusqu’à une valeur plus réaliste de 60 m/s, par exemple, il faut choisir une abscisse en proportion (la susceptibilité est proportionnelle à la Vitesse initiale)…
Toujours sur ce graphe, les microfusées (Db = 500 m) sont en bleu clair, les minifusée (Db = 2000 m) en vert et les fusées expérimentales (Db = 8000) en rouge.
Toutes ces courbes partent de l’origine (pour une susceptibilité nulle, c.-à-d. un Cx nul, par exemple).
Notre susceptibilité aérodynamique étant inversement proportionnelle à la racine carrée de la Distance Balistique, puisque dans le graphe ci-dessus les Distances balistiques maximales dans une même couleur progressent par multiplication par quatre (125, 500, 2000, 8000), la susceptibilité maximale dans chaque couleur progresse par division par deux.
Finissons en avec ce graphe en précisant que l’erreur qu’il représente n’est pas une erreur aléatoire : l’altitude atteinte par le corps dans le vide est toujours un petit peu plus forte (des quelques  % donnés par le graphe) que celle atteinte par le corps dans l’air : il serait donc possible de corriger l’altitude de Littlewood donnée par la relation :

Hculm =  EQ \f(1;8) g trap2
…par un soustractif tiré de la linéarisation du graphe ci-dessus.
Quand nous parlons de linéarisation, c’est évidemment par égard pour la forme globalement linéaire de la courbe de l’erreur relative sur toute la plage envisagée ci-dessus.

Mais pour les susceptibilités aérodynamiques plus faibles (qui seront celle des minifusées et des fusées expérimentales, courbes rouge et verte), et bien que pour ces susceptibilités l’erreur devienne tout à fait acceptable, c’est plutôt à l’usage d’une régression parabolique qu’il faudra recourir. Voici celle que recommande Excel pour la courbe verte :
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La formule de cette régression parabolique est indiquée sur le graphe, mais il est évident qu’on pourra s’affranchir du reliquat 6 10-5 .

À ce stade, nous sommes en droit de nous estimer en bonne voie pour la démonstration mathématique de la petitesse de l’erreur de Littlewood.

Note sur l’existence d’une deuxième voie pour le calcul analytique de l’erreur de Littlewood :
Mais nous devons nous souvenir qu’il existe une autre voie de démonstration : celle passant par le calcul de l’erreur sur le temps de retour à l’altitude de projection pour une même altitude de culmination atteinte dans les deux milieux (air et vide).

Ces deux voies sont évidemment symétriques (ou plus exactement l’une est la réciproque de l’autre) et il est probable qu’elle conduiront au même résultat.
Vérifions-le en calculant les deux temps de retour à l’altitude de projection à altitude de culmination identique :

Nous avons vu que dans l’air, le temps de retour à l’altitude de projection vaut :

trapAir = Db;g) EQ \r(;)
{arctan[gDb) EQ \f(VInit;)
] + arsinh[;gDb) EQ \f(VInit;)
]}
Dans le vide, ce temps de retour à l’altitude de projection vaut :
trapVide = (8Hculm;g) EQ \r(;)
 

…soit encore, puisque l’altitude de culmination est la même que dans l’air et égale à :
HculmAir = ½ Db Ln(1 +  EQ \f(VInit2;g Db))
trapVide = VInit2;g Db)(4Db Ln(1 +  EQ \r(;);g)
)

En simplifiant on obtient :
trapVide = 2Db;g) EQ \r(;)
VInit2;g Db) EQ \r(;Ln(1 + ))

L’erreur relative sur le temps de Littlewood, à altitude égale, à savoir :
ERelatLittlewoodTemps =  EQ \f(trapAir – trapVide;trapVide) =  EQ \f(trapAir;trapVide) -1 =
…est donc :
ERelatLittlewoodTemps = g Db)VInit; EQ \f(arctan[)
] + arsinh[;g Db) EQ \f(VInit;)
];2 VInit2;g Db) EQ \r(;Ln(1 + ))
)
 –1
Il s’impose bien sûr de comparer cette erreur relative en temps avec l’erreur relative en altitude que nous avons précédemment établie, à savoir :
ERelatLittlewoodAlt = g Db)Init; EQ \f({arctan[)
] + arsinh[ Db) EQ \f(VInit;)
]}2; 4 Ln(1 +  EQ \f(VInit2;g Db)))
  – 1
Il est notable que le terme devant le –1 de cette erreur sur l’altitude est le carré du terme homologue de l’erreur sur le temps.
L’intuition vient alors que, ainsi que nous l’avons déjà analysé plus haut, l’erreur en altitude vaut approximativement le double de l’erreur en temps :
En effet, nous avons dit que les quotients figurant devant les –1 dans les deux erreurs sont proches de l’unité et c’est un truc classique d’ingénieur que (1 ± ε)2  est très proche de 1 ± 2ε . 

Autrement dit, si l’erreur relative sur le temps vaut : 

ERelatLittlewoodTemps = (1 + ε) – 1 = ε 

…l’erreur relative sur l’altitude, qui s’écrit :

ERelatLittlewoodAlt = (1 + ε)2 – 1 
…vaudra bien ≈ 2ε 
fin relecture 11/07/12
Quoiqu’il en soit, aucuns de ces deux libellés d’erreur (sur le temps ou l’altitude) ne se présente plus simplement que l’autre…
Tout ce que l’on peut dire, c’est que pour que l’erreur de Littlewood reste faible, il faut (si l’on suit la voie de l’erreur sur l’altitude) que :

 EQ \f({arctan(x) + arsinh(x)}2; 4 Ln(1 + x2)) 
…reste proche de l’unité, et donc que :
{arctan(x) + arsinh(x)}2 ≈ 4 Ln(1 + x2)
(quasi-équation 100 donnant l’erreur relative sur l’altitude)
Ou encore (si l’on suit la voie de l’erreur sur le temps) il faut que :

arctan(x) + arsinh(x) ≈ 2 EQ \r(;Ln(1 +x2))
(quasi-équation 101 donnant l’erreur relative sur le temps)
…la première de ces deux quasi-égalités étant le carré de l’autre.

Où il s’avère que la démonstration était subreptice...

Durant quelques jours, nous avons essayé de trouver une démonstration générale à la faiblesse de ces quasi-égalités ; sans y parvenir.
Certes, il est possible d’exprimer sous forme de logarithmes, dans la quasi-équation (100), les fonctions arctan et arsinh, mais la mise au carré de leur somme nous laisse avec des carrés ou des produits de logarithmes, quantité qui ne sont pas transformables mathématiquement…

De même, la racine du logarithme de la quasi-équation (101) n’admet pas d’autre écriture, du moins à notre connaissance…
En désespoir de cause, nous avons entrepris une démonstration partielle, limitée aux valeurs de x (la susceptibilité aérodynamique) inférieures à l’unité de la quasi-équation (100)  (nous reviendrons incessamment à cette démonstration partielle).
Et puis nous avons réalisé que prouver que l’erreur d’une manipulation mathématique est faible revient à en démontrer la valeur.
Ainsi, par exemple, démontrer que l’erreur commise par le théorème de Pythagore est nulle revient à démontrer ce théorème !

Bien sûr, dans le cas de l’Assimilation de Littlewood, l’erreur n’est pas nulle, mais être en mesure de montrer que cette erreur est faible sur certaines plages des paramètres en jeu revient à démontrer la validité de cette Assimilation sur ces plages.
Avouons d’ailleurs qu’en cherchant à démontrer la validité de l’Assimilation de Littlewood, nous ne savions pas exactement ce que nous cherchions, ni vers quel type de démonstration nous tendions 
. A postériori, cependant, on peut penser que nous ne pouvions rien trouver de mieux que le libellé de son erreur…
Ayons trouvé le libellé précis de l’erreur relative de l’Assimilation de Littlewood, nous pouvons à présent prétendre que nous avons démontré la validité de l’Assimilation de Littlewood.

Bien sûr, nous l’avons fait avec presque cent ans de retard ! Mais c’est le geste qui compte !

Calcul de l’erreur de Littlewood par les séries :
Le graphe de l’erreur, présenté plus haut, montre que la plage des valeurs de x (la susceptibilité aérodynamique) inférieures à l’unité recouvre la presque totalité des « fusées expérimentales » (courbe rouge).

Il y a donc un certain intérêt à calculer l’erreur relative sur une telle plage ; or sur cette plage, les fonctions arctan, arsinh et Ln(1 + x²) de la quasi-équation (100) admettent des développements en série.
La fonction arctan(x), par exemple, se développe sous la forme limpide :
arctan(x) = x –  EQ \f(x3;3) +  EQ \f(x5;5) –  EQ \f(x7;7) +  EQ \f(x9;9) –  EQ \f(x11;11) +  EQ \f(x13;13) –  EQ \f(x15;15) + … +  EQ \f((-1)n x(2n+1);2n+1)
…n étant le rang du terme général, le premier terme possédant le rang zéro…
La fonction arsinh(x) se développe sous le forme plus compliquée :

arsinh(x) = x –  EQ \f(x3;6) +  EQ \f(3x5;40) –  EQ \f(5x7;112) + … +  EQ \f((-1)n (2n)! x(2n+1);22n (n!)2 (2n+1))
…n étant toujours le rang du terme général, le premier terme possédant le rang zéro…
Ces deux développements ne sont convergents que dans le domaine ]-1 ; 1[, c.‑à‑d., dans notre cas physique, pour x < 1.

Pour ce qui est du développement de Ln(1+x2), nous allons passer par une phase intermédiaire, celle du développement de Ln(1+x).

Ce développement est un classique :

Ln(1+y) = y –  EQ \f(y2;2) +  EQ \f(y3;3) –  EQ \f(y4;4) +  EQ \f(y5;5) + … +  EQ \f((-1)(n+1) yn;n) 
(n étant le rang du terme général (qui est aussi son dénominateur), le premier terme possédant le rang 1)

Il ne converge que pour des y inférieurs à l’unité (pour ce qui concerne notre utilisation physique de cette série mathématique).
Il nous reste à effectuer le changement de variable y = x2
Ln(1+x2) = x2 –  EQ \f(x4;2) +  EQ \f(x6;3) –  EQ \f(x8;4) +  EQ \f(x10;5) + … +  EQ \f((-1)(n+1) x2n;n)
Ce changement de variable ne déroge pas à la règle de convergence de la série puisque, pour les valeurs de x inférieures à 1, y = x² est encore plus inférieur à l’unité.
La convergence de cette série apparaît sur notre feuille Excel grâce à l’utilisation de la mise en forme conditionnelle :
[image: image25.jpg]Développement en série de Ln(1+)
Ci-dessous Tordre n des termes

La(1+x%)

x (1) 1 2 3 1 8 L] 10 11 12

0 - 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

005 00025 | 000249688 000249688 | 0,00249688 | 0,00249685 | 0,00249685 0,00249685 0,00249668 0,00249685 000249688 000249688 0,00249688
01 001 000995 0,00995033 | 0,00995033 | 0,00995033 0,00995033 0,00995033 0,00995033 0,00995033 | 0,00995033 0,00995033  0,00995033
0.15 00225 | 002224688 002225067 002225061 002225061 0,02225061 | 0,02225061 0,02225061 0,02225061 0,02225061 0,02225061  0,02225061
02 0.04 00392 | 003922133 003922069 003922071 0,03922071 | 0,03922071 | 0,03922071 | 0,03922071 0,03922071 0,03922071  0,03922071
025 00625 | 006054688 006062826 006062444 | 0,06062463 | 0,06062462 006062462 0.06062462 0.06062462 0.06062462 | 0.06062462  0,06062462
03 0,09 008595 | 0086193 | 00861766  0,08617778 008617769 0,0861777  0,0861777 | 0.0861777 0.0861777  0.0861777 00861777
035 01225 | 011499688 0,11560963 | 0,11555333 | 0,1155885 011565829 011555635 011555834 (011655834 | 0.11665834 | 0.11555634  0,11555634
04 0.16 01472 | 014856533 014840149 014842246 014841967 014842005 014842 | 014842001 014842  0.14842001 014842001
045 02025 | 013199688 0.1847648 018434442 018441252 018440103 018440302 0.18440267 018440273 018440272 | 0,18440272 | 0,18440272
05 025 021875 | 0,22395833 | 0,22098177 | 0,22317708 | 0,22313639 | 0.22314511 0,22314321 022314363 | 022314353 022314356 022314355
055 03025 | 025674668 026597376 026383041 0264387 | 026425929 0.26429241 026428364 0.264286 | 026428536 026428553 | 0,26428548
06 036 02952 | 0310752 030655296 030776228 030739949 0,30751144 030747617 030748746 03074838 | 0.307485 | 0,3074846
065 04225 | 033324688 035838651 035042038 | 035311293 | 0,35216493 | 035250824 | 0,35238133 0,35242699 | 0,35241087 | 035241783 | 035241613
07 0.49 036995 | 040916633 | 039475433 | 0.40040334 | 0,39809695 0.39906584 0,39865043 0,39863137 | 0,39675158 039876712 039877115
075 05625 | 040429688 046362305 043859462 | 044985752 | 044457813 | 044712355 | 044587073 044649714 044618002 | 044634218 | 044625857
08 064 04352 | 052258133 048063629 | 050211313 | 049065986 | 049694281 | 049342437 | 049542597 049427305 049494384 | 049455031
085 07225 | 046149688 | 056721338 | 051909075 | 055646563 | 053475867 | 0,54944005 | 054015867 054611938 | 0,54224342 | 054478922 | 054310316
0.9 051 048195 | 0659097 | 05514802 | 062121589 | 05741443 | 060682543 056366266 060033986 | 0,58816219 | 059713465 059048745
0.95 0.9025 | 0.49524688 | 0,74027751 | 0.5744224 | 069416979 | 060410977 | 067377762 | 0.61676179 | 0.66289672 | 0.62704812 | 0.65646026 | 0.63212784
1 1 05 083333333 058333333 078333333 061666667 075952381 063452381 074563492 064563492 073654401 065321066
105 11025 | 049474688 | 094144542 | 057208156 | 089786049 | 05985511 | 088139847 | 060853915 | 087594126 | 0.61061151 | 0,87654431  0,60778598
11 121 047795 | 1,06847033 | 063257313 | 1,05132162 | 0,62625023 | 1,07074999 | 049637837 | 1.11414696 | 044139696 | 118142196 | 03606109
115 13225 | 044799688 | 1.21901713 | 045426141 | 1.26337296 | 0,37166461 | 1,38247972 | 021277711 | 156782751 |-0,04882623 | 1,91867793 |-0.46655342
12 144 04032 | 1398528 | 032357376 | 156192104 | 0,0759043 | 1,91007354 | -0.4009797 | 2,55716644  1,27659155 3 74214861 | -2.86258846
125 15625 | 0,34179688 | 1.61336263 | 012324651 | 198569166 | 043942754 | 2,80876762 |-1,63212426 | 453678141 | -4,13783597 | 8.18264327 | -9,46367647
13 169 026195 | 187088633 |-0,16844047 | 258672937 | -1,29428482 | 4,33053859 -3,96716903 | 8.50767619 |-10.4970876 | 18,7014477 |-26 5319499
135 |1 | 18225 | 016174688 | 217956192 067853902 | 344277215 |2 66459419 6,87596452 |8,33825709 | 163088143 | 241185446 | 428622387 | 690375323





Les valeurs de la série qui diffèrent de plus de 1 % de Ln(1+x²) apparaissent ici en rouge ; en noir sont les valeurs qui sont précises à moins de 1 % près.
Curiosité à propos de la borne 1 :

Faisons état d’une curiosité qui est peut-être due au mode de calcul d’Excel : la valeur 1 de la variable x apparaît comme produisant une convergence à partir du 72ème terme alors que notre grimoire et certaines occurrences sur le Web l’excluent du domaine de convergence :
[image: image26.jpg]Développement en série de Ln{1+x)
Ci-dessous Fordre n des termes

x 1 2 3 68 69 70 7 72 73 74 75 76

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0,05 00025 | 0,00249688 | 0,00249688 0.00249688 | 0,00249688 | 0,00249688 0,00249683 0,00249688 0,00243688 | 0,00249688 0,00249688 | 0,00249688
01 001 000995 | 0,00995033 0.00995033 | 0,00995033 | 0,00995033 | 0,00995033 0,00995033  0,00935033 | 0,00995033 0,00995033 | 0,00995033
015 00225 | 002224688 | 0,02225067 0.02225061 | 002225061 | 0,02225061 | 0,02225061 | 0,02225061 | 002225061 | 0,02225061  0,02225061  0,02225061
02 0.04 00392 | 003922133 0.03922071 | 0,03922071  0,03822071 0,03922071 0,03922071 003922071  0,03922071 0,03922071  0,03922071
025 0.0625 | 0,06054688 | 0,06062626 0.06062462 | 006062462 | 0,06062462 0,06062462 0,06062462 | 0,06062462 | 0,06062462  0,06062462 | 0,06062462
03 0.09 008595 | 0,086193 0,0861777 | 0,0861777 | 0,0861777 | 0,0861777 | 00861777 | 0,0861777 | 0,0861777 | 0,0861777 | 0,0861777
035 01225 | 0,11499688 | 0,11560963 0.11555834 | 011555834 | 0,11665834 | 0,11555834 0,11555834  0,11555834 | 011655834 0,11555834 | 0,11555834
04 0.16 01472 | 014856533 0,14842001  0,14842001 0,14842001 0,14842001 0,14842001 0,14842001 0,14842001 0,14842001 0,14842001
045 02025 | 0,18199688 | 0,1847648 018440272 | 018440272 | 0,18440272 0,18440272 0,18440272  0,18440272 | 018440272 0,18440272 | 0,18440272
05 0.25 021875 0,22395833 0.22314355 | 022314355 | 0,22314355 | 0,22314355 022314355 022314355 | 0,22314355 | 0,22314355 | 0,22314355
055 03025 | 025674688 | 0,26597376 0.26428549 | 026428549 | 026428549 0,26428549 0,26428549 026428549 | 0.26428549  0,26428549 | 026428549
06 0.36 02952 | 0310752 03074847 | 03074847 | 0,3074847 | 0,3074847 | 03074847 | 03074847 | 0,3074847 | 03074847 03074847
0.65 04225 | 033324688 036838651 0.35241589 | 035241589 | 0,36241689 0.35241589 0,35241589 036241689 | 0,36241689 0,35241589 | 0,35241589
4 049 0.36995 | 040916633 039877612 | 039877612 | 0,39677612 0,39877612 0,39877612 039877612 | 0,39877612 0,39877612 | 039877612
075 0.5625 | 040429688 | 046362305 04462871 | 04462871 | 04462871 04462871 | 04462871 | 04462871 04462871 04462871 04462871
08 064 04352 | 052258133 049469624 | 049469624 | 049469624 049469624 049469624 049463624 | 049469624 049469624 | 049469624
085 07225 | 046149688 | 058721338 054377672 | 054377672 | 054377672 | 054377672 | 054377672 | 054377672 | 054377672 | 054377672 | 054377672
09 081 048195 | 0659097 059332684 | 059332685 | 0,59332684 0,59332685 059332684 059332685 | 0,59332684 059332685 | 059332684
0.95 0.9025 | 049524688 | 0.74027751 0.64316234 | 064317456 0.64316369 0.64317336 064316476 064317242 0,6431656  0.64317167 | 064316626
1 1 05 083333333 06858483 070034105 068605534 070013985 0,68625096 069994959 0,68643607 0,69976941 0,68661151
1,05 11025 | 049474688 | 094144542 -5,08901678 | 7.08052474 | -6,14472342 | 8,23074879 | -7,3980849 | 9,59666603 |-8,88684805 | 11,2195186 | -10,656076
11 121 047795 | 1,06847033 3406.31616 | 4064,04263 | -4845,96102 | 5783 29686 | 6899 47459 | 8236,45758 |-9830,62741 | 11739,0437 | -14016.7271
1,15 13225 | 044799688 | 1.21901713 1496487,39 | 195060464 | -2543049.15 | 331610577 | 432500533 | 5641934,39 | -7361218,01  9606162,11 | 125379434
12 144 04032 | 1398528 506385286 | 718690240 1020216964 1448541432 -2057095491 2021869388 |-4150962072 | 5898112659 | 5362137222
125 15625 | 0,34179688 | 1,61336263 1,348TE+11) 2.0769E+11 | 3.1991E+11| 4,9285E+11 | 7,5946E+11 1.1705E+12 |1, 8043E+12 2,7818E+12| 4.2897E+12
13 169 026195 | 1,67088633 2,8800E+13| 4.7986E+13 | 7.9944E+13| 1,3321E+14 | -22202E+14 3.701E+14 | 51706E+14| 1,029E+15 | 1.7162E+15
135 1.8225 | 016174688 | 217956192 5.0193E+15 9.0157E+15 1.6198E+16 2,9106E+16 6.2313E+16| 9.4042E+16 1.6909E+17| 3.0407E+17 6 4691E+1T





Les oscillations de la somme des termes de la série alternée selon leur nombre sont d’ailleurs explicites pour cette valeur x = 1 , c.-à-d. pour le développement en série de Ln(2) qui doit donner 0,693 :
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Ces oscillations se produisent évidemment autour de Ln(2) = 0,693 (horizontale fuchsia), le premier terme, 1, étant immédiatement corrigé par les termes suivants ; la somme de la série progresse comme suit :

0,5, 0,8333, 0,5833, 0,78333, 0,61666, 0,75952, etc.

À notre sens, cette convergence s’explique facilement par le fait que les coefficients de la série se font de plus en plus petits à mesure que s’allonge la série…

Il est cependant évident que l’élargissement du domaine de convergence à 1 n’a pas d’utilité pratique dans notre cas…
Mais continuons notre travail de développement en série de la quasi-équation (100) :
C’est le terme 4 Ln(1 + x2) qui apparait dans l’erreur relative de Littlewood en altitude ; le développement en série en devient :
4 Ln(1 + x2) = 4x2 –2x4 +  EQ \f(4 x6;3) – x8 +  EQ \f(4 x10;5) + … +  EQ \f((-1)(n+1) 4 x2n;n) 
Nous avons à présent développé toutes nos fonctions en séries ; mais il nous faut encore effectuer quelques manipulation pour exprimer en séries notre quasi-équation (100) :

{arctan(x) + arsinh(x)}2 ≈ 4 Ln(1 + x2)
fin relecture du 11/07/12 au soir
En premier lieu il convient de sommer les deux séries arctan(x) et arsinh(x) :
Cette somme est :

2x –  EQ \f(3 x3;6) +  EQ \f(11 x5;40) –  EQ \f(21 x7;112) + … + (-1)n  EQ \f((2n)! + 22n (n!)2; 22n (n!)2 2n+1) x(2n+1) 
Nous avons d’ailleurs rencontré les mêmes coefficients un peu plus haut, mais nous les laissons ici non simplifiés 
…

En deuxième lieu, il faut élever au carré ce développement.

Comme l’élévation au carré d’un polynôme consiste en la multiplication de chacun de ses termes par lui-même et par l’ensemble des autre termes, cette mise au carré va nécessiter une infinité de multiplication (la série comportant un nombre de termes infini).

Ce que nous venons de dire est la réaction qu’aurait une personne non coutumière des manipulations de développement en série. Mais si l’on y réfléchit mieux, la plupart des très nombreuses multiplications dont nous venons de parler produiront des termes de degré très élevé. Or, tant que notre variable x sera inférieure à l’unité, ces termes de degré élevé seront négligeables devant les premier termes 
.
Nous pouvons donc nous lancer de confiance dans la mise au carré de notre série, en nous concentrant sur ses premiers termes.

Un exemple peut quand-même nous rafraichir la mémoire :

Effectuons le carré de la série suivante qui présente, comme notre série somme, une suite de termes de degrés impairs :

a1x + a2x3 + a3x5 + a4x7 + a5x9 + a6x11 + a7x13 + a8x15 + … + a(n/2 + ½) xn + etc.
On peut présenter cette élévation au carré de la façon suivante :

a1x + a2x3 + a3x5 + a4x7 + a5x9 + a6x11 + a7x13 + a8x15 + … + a(n/2 + ½) xn + etc.

a1x + a2x3 + a3x5 + a4x7 + a5x9 + a6x11 + a7x13 + a8x15 +  … + a(n/2 + ½) xn + etc.

Le produit des premiers termes par les mêmes premiers termes, rangés dans l’ordre des puissances croissantes de x, donne :
a12x2 + 2a1a2x4 + (2a1a3 + a22)x6 + (2a1a4 + 2a2a3)x8 + (2a1a5 + 2a2a4 + a32)x10 + etc…
On distingue assez facilement l’évolution de la structure des nouveaux coefficients : 
( dans un même terme, la somme des indices i des coefficients ai qui sont multipliés par 2 est constante et vaut la moitié du degré de x de ce terme augmentée de 1 (par exemple, pour le terme vert, la moitié du degré de x est 8/2 = 4 ; augmenter cette moitié de 1 donne 5 qui est la somme des indices présent dans 2a1a4 et 2a2a3).
( le double de l’indice du coefficient ai qui n’est pas multiplié par 2 (quand il y en a un) vaut également la moitié du degré de x augmentée de 1.
De sorte qu’on peut en déduire un libellé pour le terme général de degré 2n (produit du terme de degré n de la série par lui-même) ; c’est :
( lorsque n/2 est impair :
(2a1a(n) + 2a2a(n – 1) + … + 2a(n/2 – ½)a(n/2 + ½) + a(n/2 + ½)2 )x2n
( lorsque n/2 est pair :
(2a1a(n) + 2a2a(n – 1) + … + 2a(n/2)a(n/2 +1) )x2n
…n/2 étant alternativement pair et impair…
On pourrait aussi se fier à Wikipédia qui donne, pour le produit de deux séries :
 EQ \i\su(n=0;+∞; anzn)  EQ \i\su(n=0;+∞; bnzn) =  EQ \i\su(n=0;+∞;a)( EQ \i\su(k=0;n; akb(n-k)))zn
Dans notre cas du produit de deux séries égales, cela donne :

( EQ \i\su(n=0;+∞; anzn)) ( EQ \i\su(n=0;+∞; anzn)) =  EQ \i\su(n=0;+∞;a)( EQ \i\su(k=0;n; ak a(n-k)))zn
Quoiqu’il en soit, un travail patient conduit au libellé de la série carrée ci-dessous :
{arctan(x) + arsinh(x)}2 = 4x2 – 2x4 + (27/20)x6 – (41/40)x8 + 0,8290972 x10
– 0,6977431 x12 + 0,6033620 x14 – 0,5321665 x16 + 0,476485 x18 – 0,4317059 x20 + 0,3948854 x22 – 0,3640565 x24 + etc.
Rappelons que ce libellé doit avoir plus ou moins la même valeur que la série :

4 Ln(1 + x2) = 4x2 –2x4 +  EQ \f(4 x6;3) – x8 +  EQ \f(4 x10;5) –  EQ \f(4 x12;6)… +  EQ \f((-1)(n+1) 4 x2n;n) 

Il est satisfaisant de constater que les deux premiers termes de ces deux séries possèdent les mêmes coefficients.

L’écart entre elles se réduit donc à :

(27/20 - 4/3)x6 – (41/40 -1)x8 + (0,8290972 – 4/5)x10 – (0,6977431 – 4/6)x12 + etc.
…soit :
 EQ \f(1;60) x6 –  EQ \f(1;40) x8 + 0,0290972 x10 – 0,0310764 x12 + 0,0319335 x14 – 0,0321665 x16
+ 0,0320408 x18 – 0,0317058 x20 + etc.  

Comme les coefficients de cette série alternée ne semblent décroître qu’assez lentement, la convergence de cette série sera due principalement au fait que les valeurs de x sont inférieures à l’unité.

Cependant, l’écart ci-dessus représente l’erreur absolue sur l’altitude. Pour avoir accès à l’erreur relative, il convient de diviser cet écart par 4 Ln(1 + x2), ou, plus simplement, comme il ressort de l’analyse de l’énoncé de cette erreur relative, de calculer :
ERelatLittlewoodAlt(Série) = 27;20) EQ \f(4x2 – 2x4 +  x6 –  EQ \f(41;40) x8 + 0,8290972 x10 – 0,6977431 x12 + etc.; 4 Ln(1 + x2))
 – 1
Comme nous l’avons vu, le dénominateur du quotient est développable en série. L’erreur relative de Littlewood sur l’altitude honore donc également le libellé suivant :

ERelatLittlewoodAlt(Série) =
27;20) EQ \f(4x2 – 2x4 +  x6 –  EQ \f(41;40) x8 + 0,8290972 x10 – 0,6977431 x12 + 0,603362046 x14 + RN(x16 à ∞); 4x2 –2x4 +  EQ \f(4 x6;3) – x8 +  EQ \f(4 x10;5) –  EQ \f(4 x12;6) +  EQ \f(4 x14;7) + RD(x16 à ∞))
 – 1
Dans ce libellé, nous avons fait figurer RN(x16 à ∞) et RD(x16 à ∞) : ces termes symbolisent les restes des deux séries comportant une suite de termes en x élevé à la puissance 16 et plus (jusqu’à l’infini).
Nous avons rechigné quelque temps devant la difficulté que représentait pour nous l’exécution de ce quotient.

À vrai dire, nous ne savions même pas qu’il existait une méthode mathématique permettant cette exécution.
Or cette méthode existe et n’est finalement qu’une variante de la division arithmétique d’un nombre par un autre.

Note sur le quotient de deux développements :
Soit par exemple, le développement N(x) = 4x2 – 2x4 +10x6 + RN(x8 à ∞) et le développement D(x) =  4x2 – 2x4 +5x6 + RD(x8 à ∞)
Calculons le quotient N(x) / D(x)
À finir
Veiller à préciser ce qu’il advient des deux restes
Nous avons effectué le quotient de série ci-dessus donnant l’Erreur relative de Littlewood sur l’altitude.
En portant notre exigence jusqu’aux termes en x14, nous avons trouvé, pour le seul quotient le résultat suivant :
1 +  EQ \f(x4;240)  –  EQ \f(x6;240) + 0,003802083 x8 – 0,003437500 x10 + 0.003122258 x12 
…avec comme reste, pour le numérateur, 0,1248903 x14 (à diviser par le dénominateur).
Et, après édification d’un tableau Excel permettant la réalisation automatique de ce quotient de polynômes :

1 + 0,00416667 x4 – 0,00416667 x6 + 0,00380208 x8 – 0,00343751 x10 + 0,00312224 x12 – 0,00285637 x14 + 0,00263173 x16 – 0,00244067 x18 + 0,00227627 x20 
…avec comme reste : –0,00853423 x24 (à diviser par le dénominateur).
Comme ce résultat doit être diminué du nombre 1 que nous avons représenté en rouge ci-dessus, il reste pour l’erreur relative :

ERelatLittlewoodAlt(Série) =
0,00416667 x4 – 0,00416667 x6 + 0,00380208 x8 – 0,00343751 x10 + 0,00312224 x12 
– 0,00285637 x14 + 0,00263173 x16 – 0,00244067 x18 + 0,00227627 x20 
– 0,002113356 x22 + 4 x6;3) EQ \f(0,00853423 x24; 4x2 –2x4 +  – x8 +  EQ \f(4 x10;5) –  EQ \f(4 x12;6) + RD(x14 à ∞))

Comme on le remarque, les coefficients de la série quotient (avant la fraction qui représente la division du reste) sont alternés. Cependant, ils régressent trop lentement pour assurer la convergence de la série lorsque la variable x s’approche de l’unité.
Dans la pratique, cependant, la seule série alternée ci-dessus, en la limitant au degré 22 de la variable (sans la quotient de son reste, donc) s’avère convergente pour la valeur unitaire de la variable :
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Sur ce graphe, la somme de la série limitée à un certain nombre de terme est en bleu, alors que la vraie valeur (dont nous connaissons le libellé analytique) est en rouge.
Il est notable que cette convergence pour la valeur unitaire de la susceptibilité aérodynamique donne encore, à droite du graphe, une valeur de l’erreur relative de Littlewood en altitude précise à ~ ± 50 % près (±0,003 contre 0,002).
50 % près, ce n’est pas rien, mais sur une erreur de 0,2 %, cela donne un ordre d’idée tout à fait acceptable.
Pour les valeurs de la susceptibilité aérodynamique inférieure, mais proche de l’unité, la série converge évidemment plus vite (de par la diminution de ses coefficients et de par celle des puissances de sa variable x), comme ci-dessous pour x = 0,95  :
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Les écarts entre les points les plus à droite de la courbe bleue et la courbe rouge 
 se trouve ici encore plus réduits (de l’ordre de ±25 % pour cette susceptibilité aérodynamique de 0,95)…
Pour une susceptibilité aérodynamique de 0,85, notre courbe bleue cerne de façon satisfaisante la réalité :
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L’erreur de notre série limitée au 9ème terme n’est ici que de moins de 3 %.
Mais revenons aux valeurs quelconque de la susceptibilité aérodynamique x.

Le comportement oscillatoire de notre courbe bleue peut tout à fait être compris comme suit : Comme dans toutes les séries, chaque terme de notre série vient réaliser une correction de la valeur que constitue de la somme des termes précédents.

Mais dans ce cas particulier (et peut-être dans tous les cas de séries alternées) l’ajout de chaque terme de la série opère une correction trop forte à la somme des termes précédents.

L’observation du graphe montre que la correction opérée par chaque terme est presque deux fois trop forte.
Il vient alors par réflexe à l’ingénieur une solution pour améliorer la prestation de la série : il suffit de ne plus prendre en compte, dans la sommation des termes de la série alternée, que la moitié du seul dernier terme.
Par exemple on ne calculera plus la somme de la série alternée suivante :

 a2x4 + a3x6 + a4x8 + a5x10 + a6x12 

…mais la somme de :
a2x4 + a3x6 + a4x8 + a5x10 + ½ a6x12
Cette manipulation simple transforme alors ci-dessous la courbe bleue en la courbe fuchsia (qui oscille beaucoup moins et demeure beaucoup plus proche de la valeur réelle de l’erreur relative de Littlewood, en rouge) :
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Le point fuchsia du terme 4, par exemple, est ainsi dessiné à mi-hauteur entre les points bleus des termes 3 et 4…
Ce graphe est pourtant établi pour une valeur « risquée » de la susceptibilité aérodynamique (la valeur unitaire).

Cette amélioration fuchsia de notre série ramène son erreur à moins de 2 % de l’erreur calculée analytiquement (2 % de 0,2 %, donc) et ceci pour la valeur unitaire de la susceptibilité aérodynamique qui, on s’en souvient  fait commettre à notre série classique une erreur de plus de 50 % (ce qu’indique la droite de la courbe bleue) !
Pour une valeur de 1,1 de cette même susceptibilité, l’erreur sur les points de droites de la courbe fuchsia est encore de moins de 20 %, alors que les oscillations bleues divergent nettement (avec une erreur de 310 % au neuvième terme) :
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Cette courbe fuchsia qui améliore le pronostic de l’erreur relative de Littlewood possède bien-sûr le libellé ci-dessous :
0,00416667 x4 – 0,00416667 x6 + 0,00380208 x8 – 0,00343751 x10 + 0,00312224 x12 
– 0,00285637 x14 + 0,00263173 x16 – 0,00244067 x18 + 0,00113813 x20 
Les réflexions précédentes sur les séries, que nous avons menées par acquis de conscience et pour la seule beauté du geste 
, ne concernent, rappelons-le, que les très rares engins qui font montre d’une très faible susceptibilité aérodynamique ; néanmoins, sans doute toujours pour la beauté du geste, d’autres réflexions serait encore à mener sur ce problème particulier, et de façon, bien-sûr, mathématiquement plus rigoureuses que les nôtres…
En conclusion, voici la représentation de l’erreur relative de Littlewood sur l’altitude telle que calculée avec la série améliorée dont nous venons de donner le libellé à l'instant (courbe bleue à marques rondes bleues) :
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On remarque bien la divergence de cette courbe (+20 % à l’abscisse 1,1, comme il a été dit précédemment).
En noir épais est un rappel de la parabole qu’Excel nous a proposée plus haut comme régression à la courbe rouge de l’erreur relative (déterminée analytiquement), et dont la formule est indiqué en bas à droite du graphe.
Au regard des enjeux, cette parabole pourra constituer également une façon acceptable d’évaluer l’erreur relative de Littlewood sur l’altitude (spécialement pour des valeurs de la susceptibilité aérodynamique allant de 0,3 à 2).

C’est d’ailleurs sur cette parabole que nous nous attendions à retomber à l’issue de notre calcul de l’erreur relative en altitude par les séries. La nature n’en a pas décidé ainsi : il faut en déduire que pour les très faibles susceptibilité aérodynamiques, l’erreur relative de Littlewood, ou plutôt son libellé sous forme de série, ne s’approche pas d’une parabole du second degré mais s’approche plutôt d’une parabole du quatrième degré 
 : cette parabole, 0,00416667 x4, dessinée en jaune ci-dessus, n’émerge de la courbe rouge qu’à partir de l’abscisse 0,3 
…
Limitations nécessaires à la conduite des calculs précédents :

Limitations aérodynamiques :
Les calculs mathématiques que nous avons présentés dans ce texte ne sont réalisables que si l’on pose, au moment de l’intégration de l’équation différentielle du mouvement, que le produit ρSCX est constant.

On sait que dans la pratique, le CX des fusées n’est pas constant, même s’il ne varie pas dans des proportions aussi forte qu’un corps comme la sphère 
. Pour ces fusées, il varie assez nettement en fonction du Nombre de Reynolds de l’écoulement du fait de l’importance de la part de la Friction dans ce CX  
.
Ne produisons pour preuve que le graphique suivant qui montre l’évolution selon la vitesse du Cx d’une fusée à feu type de diamètre 40 mm et d’élancements (ogive et partie cylindrique) de 3 et 15 (rugosité 12 microns). Cette fusée-type présente la silhouette ci-dessous :
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Notre tableau Excel nous informe de l’évolution des différents Cx comme suit :

[image: image35.wmf]Cx partiels et Cx total selon vitesse
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Ce graphe est tiré de notre texte « Le Cx des fusées ».

Si à 100 m/s le Cx complet de cette fusée est de ~ 0,35, à 200 m/s il se hisse à 0,37, avec une tendance à la décroissance légère (Cx en référence à la seule section frontale du fuselage).

Rappelons que pour ce qui est de la seule partie balistique de la trajectoire d’une telle fusée (à partir de la vitesse maximum fournie par le moteur, vitesse que nous avons appelée vitesse de projection), c’est de droite à gauche que doit être lue la courbe fuchsia de ce graphe durant la trajectoire ascendante, puis de gauche à droite durant la trajectoire descendante balistique.
Et quand nous disons gauche, c’est d’ailleurs de l’abscisse zéro que nous voulons parler puisque la vitesse de l’engin s’annule à l’apogée…
Pour une fusée à eau type (bien construite, cependant) on constate, surtout du fait de son moindre élancement et des faibles vitesses auxquelles elle se déplace une courbe du Cx complet assez différente :
Empruntons encore à notre texte susnommé l’exemple d’une fusée à eau de 0,5 L 
 dont voici la silhouette :
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Excel lui attribue, sur la plage de vitesse saisie de 0 à 50 m/s, les Cx suivant 
  :
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Le Cx complet vaut ~ 0,25 à la plus grande vitesse.

Pour une fusée à eau de même silhouette de 1,5 L au lieu de 0,5 L, la courbe de friction bleue serait un tout petit peu plus basse, ce qui abaisserait d’autant la courbe fuchsia…
Nous avons défendu dans notre texte « Existe-t-il un Cx moyen pour les fusées ? » l’idée que, bien que le Cx des fusées soit légèrement variable, c’est leur Cx à grande vitesse (un peu avant et après la fin de propulsion) qui aura le plus d’influence sur l’altitude atteinte et que c’est ce Cx de grande vitesse qu’il convient de prendre comme Cx « moyen » ou « efficace » dans les calculs analytiques qui se font à Cx constant, comme celui de l’altitude analytique d'apogée grâce à la formule déjà évoquée sous une forme ou sous une autre ici ou là 
.

Mais peut-on être certain que la prise en compte d’un Cx moyen ou efficace ne fausse pas le calcul de l’altitude d’apogée par l’Assimilation de Littlewood ?
Cette question est assez difficile à trancher puisque :

( d’une part l’Assimilation de Littlewood fait fi du Cx ;

( d’autre part cette même Assimilation exige qu’il soit constant ! (du moins est-ce sous cette condition que nous l’avons redémontrée)
Comme nous avons réalisé un simulateur pas à pas décrivant le vol d’une fusée, nous avons modifié ce simulateur pour qu’il prenne en compte un Cx variable en fonction de la vitesse (selon les deux courbes fuchsia présentée à l’instant).

Voici en rouge, la courbe Altitude/Temps que délivre notre simulateur pour une fusée à eau type évoquée ci-dessus, doté par nous d’une Masse à Sec de 81 g (ce qui lui donne une Distance Balistique efficace de 164 m 
) et projetée à 50 m/s au moment instant initial :
[image: image38.emf]Comparaison Altitude Pas à Pas dans l'air et Altitude analytique dans le vide
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En noir est dessinée la courbe Altitude/Temps dans le vide d’un mouvement choisi pour avoir la même durée de retour à l’altitude de projection.

Sur ce graphe, nous avons aussi fait figurer l’évolution du Cx durant le vol (en jaune)’on retrouve la forme de la courbe dans la partie descendante et son symétrique de l’autre côté), ainsi que la fraction Traînée/Poids du corps durant son mouvement dans l’air (en vert), les ordonnées de ces deux courbes se lisant sur l’axe de droite, cette dernière fraction mesurant l’importance relative de l’aérodynamique et de la gravité.
Au moment du crash, ce quotient vert est encore loin de l’unité, valeur qui correspond à la Vitesse de Chute Stabilisée (cette vitesse serait atteinte à 99 % aux alentours de 16 secondes de vol si la fusée tombait dans un puits de plus de 300 m).

Il est patent que le pic du Cx jaune (qui prévaut aux vitesses les plus faibles, celles du passage à l’apogée) se produit au moment où la Traînée n’agit plus que très faiblement en comparaison du poids (courbe verte).

C’est sans doute la raison pour laquelle l’Assimilation de Littlewood fonctionne encore particulièrement bien pour cette fusée à eau type : l’erreur sur l’altitude n’atteint que 32 cm (soit 0,35 %). 

Ce verdict extrêmement favorable à l’Assimilation de Littlewood sera-t-il reconduit à propos de la fusée à feu type déjà présentée plus haut ?
Pour l’occasion, nous avons attribué une Masse à Sec de 1500 g à l’engin (ce qui lui donne une Distance Balistique efficace de 5276 m) et nous l’avons propulsé à 150 m/s :
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Ici encore l’Assimilation de Littlewood est souveraine (erreur sur l’altitude de 20 cm, soit 0,023  %, ce qui est plus faible que l’erreur que commettrait l’Assimilation de Littlewood pour une fusée identique mais à Cx constant, à savoir 0,05 %).
Il nous est facile d’ailleurs de déterminer le Cx constant qui donnera à cette fusée à feu la même altitude de culmination. C’est 0,37 : c’est d’ailleurs à peu près le Cx moyen que l’on aurait pu estimer d’après la courbe fuchsia déjà montrée, à savoir celui des hautes vitesses.

La courbe bleu clair relatant le mouvement dans l’air de ce projectile à Cx constant et égal à 0,37 recouvre presque parfaitement la courbe rouge du mouvement à Cx variable :
[image: image40.emf]Comparaison Altitude Pas à Pas dans l'air et Altitude analytique dans le vide
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C’est ce Cx efficace de 0,37 que nous avons pris pour déterminer la Distance Balistique efficace du corps.

De la même façon, notre fusée à eau type devrait avoir un Cx constant de 0,259 
 pour parvenir à la même altitude que la même fusée à eau mais à Cx variable (courbe bleu clair) :
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On aurait tiré de l’analyse du graphe Cx / vitesse déjà montré un Cx à peine plus faible.

Gageons que ces deux Cx efficace doivent peu ou prou honorer les prescriptions de notre texte sur le Cx moyen.

Le temps de retour à l’altitude de projection de cette fusée à Cx constant de 0,278 est à peine plus fort que celui de la fusée à Cx variable, comme on peut le voir ci-dessus, ce qui laisse entendre que l’Assimilation de Littlewood fonctionne encore fort bien…

Comme ce très bon fonctionnement de l’Assimilation de Littlewood nous apparaissait acquis pour ces deux types de fusées (nous avons constaté que la variabilité du Cx diminue plutôt son erreur relative sur l’altitude), nous n’avons pas poussé l’acharnement mathématique jusqu’à étudier son fonctionnement pour des corps à Cx fortement variable comme la sphère. Cette étude reste donc à faire…

Ajoutons que nous avons propulsé la fusée à feu type à 220 m/s sans prendre en défaut l’Assimilation de Littlewood, bien qu’à ces vitesses les premiers effets transsoniques rendent peut-être caduque notre graphe des Cx.
Le problème du retournement de la fusée :
On peut imaginer qu’au terme d’une ascension purement verticale, la fusée va se retourner brutalement pointe vers le bas pour entreprendre sa course de retour au sol.

Dans le cas (rarissime, à notre sens) où le mouvement  de la fusée est purement vertical (par rapport à la masse d’air où elle se déplace 
) le mouvement de redescente qui suit la culmination va commencer par un recul.
Un tel recul ne peut évidemment pas durer puisqu’en marche arrière la fusée est instable : il se produit donc assez rapidement un retournement qui va amener l’ogive de la fusée vers le bas, après quelques oscillations…
Nous qualifions ce cas très rare de retournement par recul.

Quoi qu’il en soit de ce retournement par recul, une observation attentive des vols de fusées ne disposant pas de parachute prouve que peu de fusées ont un vol purement vertical et que la plupart des passages à l’apogée se produisent avec une vitesse horizontale plus ou moins forte (par rapport à l’air) mais souvent assez forte pour que le début de la redescente qui s’ensuit ressemble à ceci :

attention à la courbe rouge et au demi cadre noir dans Word !
[image: image42.jpg]



Nous devons cette magnifique image à Labulle, fuséiste qui fit beaucoup progresser il y a quelques années la technologie des fusées à eau.
On a compris que ce grand hydrofuséiste a saisi l’un de ses engins sur une plage de temps qui s’étend de son apogée à son passage à la position horizontale.
Il est important de remarquer que tout au long de cette plage de temps la fusée se présente presque parfaitement en travers de son propre vecteur vitesse (celui-ci devant être pris comme tangent à la trajectoire du Centre des Masses telle que dessinée par nous en rouge) : on peut donc dire que la fusée manifeste ici un fort retard au retournement (parfois supérieur à 90°) et ce n’est sans doute qu’après la captation de la dernière photographie (la plus basse) que la fusée va accélérer son retournement pointe vers le bas (ceci d’autant plus vivement que depuis son apogée sa vitesse n’a fait que croître).
La hauteur nécessaire à la fusée pour réaliser un tel mouvement de retournement pour atteindre la position horizontale peut être apprécié sur la photographie ci-dessus comme faisant quatre longueur de fusée. Pour un fusée de 50 cm de longueur, ce demi retournement se produirait donc sur deux mètres, le demi retournement suivant ne pouvant se produire que plus rapidement (la vitesse du Centre des Masses de la fusée continuant à croître)
De ce point de vue de la durée du dernier demi-retournement, on peut mesurer que la fusée accuse, lors des ses captations les plus basses, une déplacement de 5° par intervalle). Si l’on considère que la captation s’est faite à raison de vingt-quatre image par seconde, cette vitesse de rotation promet que la fusée passera par la verticale une seconde plus tard.
Durant presque tout ce temps, la fusée se sera trouvée en travers de sa propre vitesse, ce qui augure d’une Traînée assez forte. Mais la Traînée reste quand-même proportionnelle au carré de la vitesse du mobile.

Quelle peut être cette la vitesse ?

Elle est très variable, bien sûr. Mais le réflex de l’ingénieur, pour en déterminer l’ordre de grandeur de la Traînée (et peut-être le temps perdu dans le retournement) sera évidemment de prendre la vitesse maximum (celle où la fusée passe par la position face au sol).
La photo ci-dessus compte vingt images successives : cela fait à peu près une seconde depuis le passage à l’apogée (point le plus haut de notre courbe rouge).

L’ensemble du retournement doit donc se faire en quelque deux secondes, même s’il est suivi d’oscillations s’amenuisant.

La vitesse atteinte en deux secondes dans le vide est v = gt, soit 20 m/s. Cela nous donne une première et grossière estimation de la vitesse de fin de retournement.
Le carré de ces 20 m/s est assez faible, surtout en comparaison du carré de 40 m/s (~160 km/h) qu’on peut attendre de la fusée peu avant son crash sur le sol (le carré de cette dernière vitesse étant quatre fois plus fort que celui de la fin du retournement).

Néanmoins, la Traînée de la fusée dans cette position traversière est assez fort. Si le Cx axial d’une fusée est de l’ordre de 0,4 (en référence à sa section d’ogive), son Cx traversier (fusée en travers du vent) est de l’ordre de 0,7 compte tenu du η par rapport à sa surface projetée. Comme celle-ci peut être reliée au diamètre de la fusée par son élancement El selon la loi Sproj = [4El / π] Sog , on en est amené à constater une Traînée de la fusée en travers de sa trajectoire, à la vitesse de fin de retournement, de 6 N, force qui comparable au poids de l’engin…
Une façon de prendre en compte ce phénomène de retournement serait de compliquer notre simulateur pour le faire réaliser le retournement de la fusée. Ce travail reste à faire.

Bien sûr le lecteur pourra objecter que la pseudo-parabole que dessine notre ligne rouge ne satisfait pas à l’hypothèse d’un mouvement purement vertical que nous avons adoptée pour nos calculs.

À mieux y regarder, cependant, le mouvement latéral de la fusée de Labulle ne se développe que sur une seule longueur de la fusée (déplacement du CdM mesuré horizontalement), ce qui n’est pas beaucoup par rapport à l’altitude que peu atteindre une fusée.
Notre opinion est d’ailleurs que, dans la réalité de la pratique aussi bien de la fusée à eau que de la fusée à feu, bien peu de vols donnent lieu à un retournement par recul aux alentour de l’apogée, du fait de l’existence quasi constante d’un vent météo, même léger.
Nous nous en ouvrons dans notre petit texte « Les repères en aérodynamique ».
À terminer
Bernard de Go Mars ! 

le 27/08/2012
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� Il est fréquent de trouver comme dénomination de la trajectoire du projectile à l’intérieur du canon l’expression balistique interne. Dans notre texte nous ne nous intéresserons qu’à la balistique externe…


� Le temps de passage à l’apogée doit alors être mesuré par chronométrage, ainsi que le temps de passage à l’altitude de projection (la moitié de ce dernier temps étant bien sûr le temps de passage à l’apogée pour le corps se déplaçant dans le vide).


� …c.-à-d. la masse de la fusée lorsqu’elle s’est allégée de son eau et de son air de propulsion (qui constitue ce que l’on appelle sa masse d’appui.


� Plus le Cx décroît ou plus la masse du corps croît et plus on se rapproche de la situation dans le vide.


� Ne dit-on pas « Une pluie patente » ?


� C’est évidemment ½VInit2/g. Pour VInit = 50 m/s, on trouve 127,42 m.


� …sinon vraie, du moins celle que calcule notre tableau…


� Plus précisément, c’est au produit ρSCx qu’on demande d’être constant.


� Attention au fait que les paramètres VLim et T sont liés à la gravité g alors que la Distance Balistique se définit sans recours à la gravité…


� Les limitations physiques à la vitesse (comme la vitesse de la lumière) sont inconnues de cette étude ; il faut d’ailleurs noter qu’aux approche de la vitesse du son, le Cx d’un corps subit une forte augmentation, ce qui exclut de telles vitesses de cette étude où on le considère comme constant…


� Cette altitude de culmination dans le vide vaut ½ Vo²/g


� À cette distance du centre de la Terre, l’accélération de la pesanteur serait d’ailleurs réduite à peu de chose…


� Le Temps Balistique vaut � EQ \r( ;Db/g)�. Ce calcul est réalisé à partir d’un Cx de deuxième régime de 0,1, mais le Cx de premier régime est cinq fois plus fort.


� Nous avons retiré HFinProp de la formule classique puisque notre Hculm est l’altitude au-dessus de l’altitude de Fin de Propulsion…


� Cette règle permettant de passer des fonctions circulaires aux fonctions hyperboliques est connue sous le nom de Règle d’Osborn.


� …symétrique par rapport au temps, ici.


� La détermination de cette erreur permettra d’améliorer la prédiction de l’altitude de Littlewood, ce qui, en retour, permettra d’affiner la vitesse de crash et donc la détermination de l’erreur, cette boucle pouvant être réitérée plusieurs fois.


� Pour s’en convaincre, il suffit de considérer l’expression cos[� EQ \f(1;� EQ \r(;1+ U2 )�)�], l’élever au carré et d’utiliser la loi primordiale sin2(x) = 1 – cos2(x). Il ne reste plus qu’à diviser ce sinus au carré par le cosinus au carré pour trouver le carré de la tangente.


� …ce que nous ne sommes pas.


� Cette susceptibilité aérodynamique n’est pas une qualité intrinsèque de ce corps puisqu’elle fait intervenir g ainsi que la vitesse à laquelle on projette ce corps…


� …et même, sur notre planète, dans n’importe quel fluide, en particulier l’eau.


� Dans l’eau, sur notre planète, il faudra diminuer l’accélération de la pesanteur de l’action de la poussée d’Archimède, ce qui reviendra à prendre comme masse apparente du corps V(ρ – 1), V étant le volume du corps et ρ sa Masse Volumique…


� Le terme général de cette série est assez compliqué ; dans la langue d’Excel, c’est :


(-1)^n * (FACT(2*n) + 2^(2*n)*FACT(n)^2 ) * x^(2*n +1) / (2^(2*n)*FACT(n)^2*(2*n +1))


� On commet de ce fait une petite erreur (de quelques %) ; notre estimation de l’erreur en altitude de l’assimilation de Littlewood (estimation qui sera sûrement de l’ordre de quelques %) sera donc entachée .. d’une petite erreur de quelque % : Or quelques % de quelques % font quelques (au carré) 1/10 000èmes…


� Dans le vide, le temps de montée ou de descente est la moitié du temps total de vol (ici le trap).


� Nous prenons comme dénominateur l’altitude atteinte dans l’air, à cause de son écriture plus simple…


� Si pour une fusée à eau il est de 1,4 pour 50 m/s de vitesse initiale (ou de fin de propulsion), il peut cependant rester inférieur à l’unité pour de lourdes fusées à feu subsoniques d’amateur…


� Ce qui attire l’attention lorsque l’on effectue sur une calculette des carrés comme 1,052 ou 0,952…


� Ce mouvement d’avance en aveugle n’est d’ailleurs nullement critiquable.


� Nous avons déjà donné le terme général de cette série dans la langue d’Excel ; c’est :


(-1)^n * (FACT(2*n) + 2^(2*n)*FACT(n)^2 ) * x^(2*n +1) / (2^(2*n)*FACT(n)^2*(2*n +1))


� Le problème de la convergence pour une valeur unitaire de x est différent : il convient alors, pour que la série converge, que ses coefficients soient décroissants.


� En présentation fractionnaire, le coefficient du terme de degré 10 est 693783 / 836800, quotient qui ne peut être simplifié…


� La hauteur de cette courbe rouge, qui représente la véritable erreur de Littlewood sur l’altitude, est évidemment variable avec la susceptibilité aérodynamique x.


� On dit souvent qu’on ne sait jamais de quelle travail théorique naîtra le progrès ; dans notre cas, on dira plus modestement qu’on ne sait jamais de quelle réflexion naîtra le bonheur d’une nouvelle réflexion…


� Pour ces petites susceptibilités aérodynamiques, ce sont les termes de puissance plus faible qui sont prééminents…


� Pour des susceptibilités aérodynamiques plus fortes, il faudrait corriger cette parabole de degré 4 par le terme de degré 6, la question se posant de diviser ou non son coefficient par 2.


� La sphère doit détenir le record des variations de Cx en fonction de la vitesse puisque ce Cx passe d’une certaine valeur à basses vitesses à quatre fois moins à hautes vitesses…


� Toujours pour les fusées, on peut penser que c’est seulement le coefficient de friction qui varie, l’écoulement au long du fuselage et des ailerons ne se modifiant que par le type de sa couche limite, ce qui n’est pas le cas pour la sphère…


� Cône de nez : gothique, L =180 mm, Ø cône et fuselage : 63 mm, fini aérodynamique satisfaisant ; longueur totale : 395 mm ; empennage de 4 ailerons de corde moyenne et d’envergure unitaire 63 mm.





� Sur la foi des connaissances énoncées dans le texte ci-dessus…


� Ce Cx moyen rentrant dans le calcul de la Distance Balistique Db.


� La Distance Balistique prenant en compte le Cx du corps, elle ne peut se concevoir que pour un Cx moyen, ou efficace. Nous verrons plus loin que nous avons pris comme Cx efficace celui qui donne au corps la même altitude d’apogée que lorsque son Cx est variable.


� L’Assimilation de Littlewood appliquée à une fusée à eau identique mais à Cx constant et qui attendrait la même altitude commettrait de même une erreur de 0,36 %.


� C’est ce qui lui donne sa Distance Balistique moyenne ou efficace de 164 m.


� En effet même si le mouvement par rapport au sol est vertical, il est très rare qu’il n’y ait pas un léger vent météo…
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